Ubungen Funktionalanalysis I Aufgabe 7.1

AUFGABE Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum. Dann ist der Abschluss der Einheitssphdre
S:={x € X | ||z|| = 1} in der schwachen Topologie T,, gerade die Einheitskugel B := {x € X | ||z|| < 1}
von X.

BEWEIS Wir bendtigen zunéichst zwei Hilfsaussagen:
(1) Seien m € Ny beliebig, f1,..., fm € X' und H := (| Kern(f;), dann ist dim(X/H) < m.

Seien dazu T7,...,Tmi1 € X/H beliebig. Wir zeigen, dass {Z;} linear abhingig ist: Gelte ndmlich
> a;7; =0 (in X/H) fiir gewisse o; € K, dann ist > a; f;(z;) = 0 (in K) fiir alle j = 1,...,m. Das
zugehorige lineares Gleichungssystem in den m + 1 Unbestimmten ag, ..., au,41 hat nur m Zeilen, ist
also nichttrivial 16sbar. Somit existieren in der Tat a1, ..., a,,+1 € K, nicht alle 0, so dass Y a;7; = 0,
d.h. die z; sind linear abhéngig.

(2) dim(H) = oo (insbesondere H # {0}).

Andernfalls gébe es eine endliche Basis {v1, ..., v, } von H; da X unenclichdimensional, liefse sich diese
zu einem linear unabhéngigen System {v1, ..., n, w1, ..., w1} C X fiir gewisse wy, ..., Wmi1 € X
erweitern. Wir zeigen: {wy, ..., W11} ist linear unabhéngig in X/H.

Sei dazu Y a;w; = 0 (in X/H), dann auch > a;w; = 0, d.h. 3" ayw; € H. Da die w; linear unabhéngig
in X sind, miissen dann alle a;; = 0 sein, d.h. die w; sind linear unabhéngig in X/H, Widerspruch zu
(1).
(3) ,B C S"“ Sei # € B belichig und seien § > 0,n € Ny und fi,..., fm € X’. Wiihle ein y € H\{0} und
dazu ein A € K mit ||z + Ay|| = 1. Dann gilt:
Vi=1,...,m: filz—(z+ M) =-Af;(y )=0<3,
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€S €H
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eine Umgebungsbasis von z in 7,, definiert, folgt damit z € S”.

(4) ,S" CB* Sei € S”, d.h. speziell fiir m = 1 gilt:
Vo >0:VfeX :dye X, |lyl|l=1:|f(z—-y)| <é.

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt also |f(z)| < § + |f(y)| < § + ||f]] fiir beliebiges
f € X und alle § > 0, also auch Vf € X' : |f(z)] < ||f]l-

Wire nun ||z|| > 1, dann existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein f, € X’ mit ||f.]| = 1 und
|fa(2)] = [|=[|, d.h.
< lzf| = [fe(@)] < |[fall = 1,

ein Widerspruch. Also ||z|| < 1, d.h. z € B. O

Martin Gubisch 1 SS 2010



