
Übungen Funktionalanalysis I Aufgabe 7.2

Aufgabe Sei X ein Hilbertraum. Xn bezeichne den mit der Normtopologie versehenen Raum (X, T||·||)
und Xw den mit der schwachen Topologie versehenen Raum (X, Tw).

Dann ist ein linearer Operator T : Xw → Xn stetig ⇔ Bild(T ) ist endlichdimensional.

Beweis „⇒“: Wir nehmen zunächst an, dass T : Xw → Xn stetig ist. Dann gilt:

Für alle ε > 0 gibt es eine Nullumgebung U ⊆ Xw mit T (U) ⊆ B(0, ε). (∗)

Da eine Nullumgebungsbasis in der schwachen Topologie gegeben ist durch

∞⋃
m=1

{{y ∈ X | ∀j = 1, ...,m : |fj(y)| < δ} | δ > 0, f1, ..., fm ∈ X ′n},

ist (∗) äquivalent zu

∀ε > 0 : ∃δ > 0,m ∈ N : ∃f1, ..., fm ∈ X ′n : T ({y ∈ X | ∀j = 1, ...,m : |fj(y)| < δ}) ⊆ B(0, ε).

Sei dazu H0 := {y ∈ X | ∀j : fj(y) = 0} =
⋂

Kern(fj), dann gilt speziell T (H0) ⊆ B(0, ε) für alle ε > 0,
d.h. T (H0) = {0}.
Da H0 abgeschlossen, lässt sich X mit dem Projektionssatz zerlegen in X = H0 ⊕H⊥0 . H⊥0 ist endlich-
dimensional, denn H⊥0 ∼= X/H0 (via dem kanonischen Isomorphismus Φ : X/H0 → H⊥0 , x 7→ Px, P der
orthogonale Projektor P : X → H⊥0 ) und X/H0 ist endlichdimensional nach Aufgabe 7.1.

Damit erhalten wir T (X) ⊆ T (H0)⊕ T (H⊥0 ) = {0} ⊕ T (H⊥0 ), d.h. auch T (X) ist endlichdimensional.

„⇐:“ Sei umgekehrt dim(T (X)) = m <∞. Wir zeigen, dass T stetig in 0 ist, d.h. dass gilt:

∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∃m ∈ N : ∃f1, ..., fm ∈ X ′n : ∀j = 1, ...,m : |fj(y)| < δ ⇒ ||Ty|| < ε.

Sei dazu {y1, ..., yn} eine Basis von T (X), dazu x̃1, ..., x̃n ∈ X mit yi = Txi für alle i. {x̃i | i = 1, ..., n}
ist dann ebenfalls linear unabhängig, mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram und Schmidt
finden sich also x1, ..., xn ∈ span{x̃1, ..., x̃n} mit 〈xi, xj〉 = δij .

Sei K0 := Kern(T ), dann X/K0
∼= T (X) (via dem kan. Isomorphismus Φ : X/K0 → T (X), x 7→ Tx) und

wiederum K⊥0
∼= X/K0, d.h. {x1, ..., xn} bildet eine Basis von K⊥0 .

Seien nun ε > 0 und y ∈ X beliebig. Wir definieren f1, ..., fn durch fi(x) := 〈xi, x〉 (x ∈ X) und
δ := ε · (

∑
||yi||)−1. y lässt sich eindeutig zerlegen in y = y1 + y2 ∈ K0 ⊕ K⊥0 und y2 besitzt eine

Darstellung y2 =
∑
αixi für αi := 〈xi, y〉. Aus der Bedingung |〈xi, y〉| = |fi(y)| < δ folgt dann:

||Ty|| =
∥∥∥∥ n∑

i=1

αiT (xi)
∥∥∥∥ ≤ n∑

i=1

|αi| · ||yi|| ≤ δ · c = ε,

womit alles gezeigt ist. �
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