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13. Zeigen Sie unter Verwendung der Bezeichnungen und Resultate von Aufgabe 12, dass (P(X), 4+, -)
ein kommutativer Ring mit Eins ist, wenn man definiert:

A+ B:= AAB und A-B:=ANB
fir alle A, B € P(X).

14. Sei p: Q — Q ein Ringhomomorphismus (zur Erinnerung: Dies bedeutet, dass ¢(a + b) =
w(a) + ¢(b) und @(a - b) = p(a) - ¢(b) fiir alle a,b € Q erfiillt sind.) Zeigen Sie, dass nur die
folgende Alternative moglich ist:

VaeQ: p(a)=0 oder Va € Q: ¢(a) = a.
(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst das Folgende: Falls ¢(b) # 0 fiir ein b € Q, dann gilt ¢(1) = 1.)

15. (a) Sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Auf der Menge End(G) der Endomorphismen von G hat
man die Verkniipfungen + bzw. o, die durch (¢ +¢)(g) := ¢(g) + ¥ (g) bzw. (po1)(g) =
w(¥(g)) fir alle p,7 € End(G) und alle ¢ € G erklirt sind. Vervollstindigen Sie den
Beweis aus der Vorlesung dafiir, dass (End(G), +, o) ein Ring mit Eins ist.

(b) Sei G = {0,a,b,c} die Kleinsche Vierergruppe (mit der Addition 4+ wie * in Aufgabe
9.) Sei R := End(G) ihr Endomorphismenring. Zeigen Sie, dass R nicht kommutativ ist,
indem Sie zwei Elemente ¢, € End(G) mit ¢ o 1) # 9 o ¢ angeben.

16. In einem alten Lehrbuch findet sich (sinngeméifl) die folgende Definition eines Korpers:
,Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen +: K x K — K und
x: K x K — K derart, dass folgendes gilt:

(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) Sei 0 das neutrale Element der Addition +. Dann ist (K \ {0}, *) eine abelsche Gruppe.
(3) Fiir alle a,b,c€ K gilt: ax (b+c¢) =axb+ax*c.

Wir definieren eine Verkniipfung *: Q x Q — Q durch:

a-b fallsa#0
a*b_{ b fallsa=0

Zeigen Sie, dass (Q,+,#) im Sinn der obigen Definition ein Kérper ist (d.h. (1)—(3) sind
erfiillt), jedoch kein Kérper im gebriduchlichen Sinn. (Hierbei sind + und - die gewo6hlichen
Rechenzeichen in Q). Was hat also der Autor der obigen Definition iibersehen?



