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Grundlagen der Vektorrechnung

DEFINITION

VxV—- V
(v,w) —v+w

KXV -V

und (A v) — v

Sei K ein Korper. V heifst ein K - Vektorraum, falls es Verkniipfungen
gibt, so dass gelten:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

2) VA pe K, vyweV : Av+w) =+ dwund (A+ p)v = Ao + pv.
B) VA pe K, veV: (A= Ap).

4 YveV:lv=u.

BEMERKUNG

Wir betrachten meist Vektorraume V der endlichen Dimension n.

VORGRIFF

Fixieren wir eine Basis U := {v,...,v,} von V, dann lisst sich jedes v € V darstellen als v = > | A\
fiir eindeutig bestimmte Ay, ..., A\, € K.

V- K"

Wir erhalten eine bijektive Abbildung kg @ | (s oo An)

, die Koordinatenabbildung bzgl. °U.

DEFINITION

Eine Abbildung || - || : V — K heifit eine Norm, wenn gelten:
(1) Yo € V i |jv]| = 0 = v =0 (Definitheit).

(2) Vo e V, XA € K : ||\]] = |A||Jv]]-

(3) Vo,w eV : |lv+w|| < |v]| + ||w]| (Dreiecksungleichung).

BEMERKUNG
(1) Es gelten stets |[0]] = 0 und Vv € V : |[v]| > 0.
(2) Wir kénnen V stets mit der euklidischen Norm ||v|| := /i, A? versehen, wobei (A1, ..., \,) = kg (v).

(3) Wir nennen v € V normiert, wenn ||v|| =1 gilt.

DEFINITION

Eine Abbildung (-,) : V x V — K heift ein Skalarprodukt auf V, wenn gilt:

(1) Vu,v,w € VA € K : (au+ v,w) = alu,w) + (v,w) (Linearitit in der ersten Komponenten,).
(2) Yo,w € V : (v,w) = (w,v) (Symmetrie).

(3) Yo € V : (v,v) > 0 (Positivitit).

(4) Yo € V : (v,v) = 0= v =0 (Definitheit).

BEMERKUNG

(1) (-,-) ist bilinear, d.h. es gilt auch Yu,v,w € V,A € K : (u, \v + w) = ANu,v) + (u, w).

(2) In V =R? bzw. V = R? gilt: Vo,w € V : (v,w) = |]v||||w]| cos <(v,w).

(3) (v,w):=3"" N mit (A1, .., Ap) =kReg(v) und (1, ..., fir) = kg (w) definiert auf V' ein Skalarprodukt.
(4) Setzt man ||z|| := /{z, x) fiir z € V beliebig, dann ist || - || eine Norm auf V.

(

5) Gilt fiir gewisse v,w € V, dass (v, w) = 0, dann heifen v, w orthogonal.

)
)
)
)



DEFINITION
Sei Y := (61, veny

1, 1=y
(ei,€5) = {o; :;e?

en) eine Basis des Vektorraumes V. Dann heifst U eine Orthonormalbasis, wenn alle

€1, ...,e, normiert und zueinander paarweise orthogonal sind, d.h. wenn fiir alle 7,5 = 1,...,n gilt:

BEMERKUNG

Setzt man e® :=

(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der i-ten Stelle, 1 < i < n, dann bildet & := (e}, ... e(™)

eine Orthonormalbasis von V', die sog. kanonische Basis. Die e(*) heifen die kanonischen Einheitsvektoren.

DEFINITION

Hat V die Dimension 3, dann defineren wir das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) auf V' durch

Aotz — Azpi2
vxw:= [ Agpr — Az |,
/\1M2 - >\2H1

wobei (Ala)‘Qa >‘3) = K/m(v)v (N17M2,M3) = H‘B(w)'

BEMERKUNG

(
(
(
(
(

1) Vo,w € V : (v x w,v) = (v X w,w) = 0.
2)Vo,weV:ivxw=0%« (3N € K : v = w oder v =0 oder w = 0).
Y Vo,weV :vxw=—(wXwv).

) Vo,w e VA€ K v x dw=AvXw)=Xw.

5) Vu,v,w €V :iux (v+w) = (u X v) + (u X w).

MERKE

ux (vxw)+ovx(wxu)+wx (uxXov)

Fiir alle u,v,w € V gelten die folgenden beiden Identitéten:

Jag)bi 0

Gralkmann

(u X v) X w (w, w)v — (v, wHu.

BEMERKUNG

Fiir die kanonische Basis @ = (e(1), (), e(3)) von V gelten e(Mx e(®) =e(3) | e@)x eB) =) eB)x (D) =)

DEFINITION

Fiir u,v,w € V heifit (u x v,w) das Spatprodukt von u,v,w.

[(u x v,w)| wird als das Volumen des von u, v, w aufgespannten Spats bezeichnet.

BEMERKUNG

(1) Mit k() = (A), R (v) = (1), map(w) = (1) gilt:

(2) Yu,v,w eV :

(u x v, w) = A\ (pavs — pava) + Aa(uavy — pavs) + Az(pive — pavr).

(ux v,w) = (v X w,u) = (WX u,v).



