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Matrizen und lineare Abbildungen

Definition

Sei K ein Körper, m,n ∈ N. Weiter bezeichne MK(m,n) die Menge der m × n-Matrizen (aij)
1≤i≤m
1≤j≤n

mit aij ∈ K.

Wir de�nieren auf MK(m,n) eine Addition, eine skalare Multiplikation und ein Nullelement:

A + B := (aij + bij),
λA := (λaij),

0 := (0).

Zu A = (aij) setzen wir AT := (aji). Dann heiÿt AT die zu A transponierte Matrix.

Lemma

Die m× n-Matrizen bilden einen K-Vektorraum. Dieser ist isomorph zum Knm.

Insbesondere gilt: dimK MK(m,n) = mn.

Beweis

Rechne Vektorraumaxiome nach und zeige, dass f : MK(m, n)→ Kmn

(aij) 7→ (a11, ..., a1n, ..., ..., am1, ...amn)
einen Iso-

morphismus zwischen MK(m,n) und Kmn de�niert.

Definition

Zu A ∈ MK(m,n) und B ∈ MK(n, r) de�nieren wir ein Matrixprodukt :

(aij)
1≤j≤n
1≤i≤m · (bij)

1≤j≤r
1≤i≤n := (cij)

1≤j≤r
1≤i≤m mit cij :=

n∑
k=1

aik · bkj

Konvention

(1) Wir bezeichnen ab jetzt zu (aij) ∈ MK(m,n) mit Ai := (ai1, ..., ain) die i-te Zeile der Matrix und
A(j) die j-te Spalte.

(2) Bezeichne 〈·, ·〉 das kanonische Skalarprodukt des Kn. Dann gilt cij = 〈Ai, B
(j)〉.

(3) Ab jetzt fassen wir die Elemente des Kn als Spalten auf.

Definition

Sei A ∈ MK(m,n). Dann heiÿt Ln
m(A) : Kn→Km

x 7→ Ax
mit

x =

x1

...
xn

 7→ Ax =

a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


x1

...
xn

 =

a11x1 + ... + a1nxn

...
...

am1x1 + ... + amnxn

 =

A1x
...

Amx


eine lineare Abbildung .

Bemerkung

(1) Anwenden von Ln
m(A) auf einen Vektor x entspricht also der Multiplikation mit A von rechts.

(2) Speziell: Ln
m(A)(e(i)) = Ae(i) ist gerade die i-te Spalte A(i) von A.



Satz

Ln
m : MK(m, n)→ HomK(Kn, Km)

A 7→ Ln
m(A)

ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis

(1) Ln
m ist surjektiv:

Sei f : Kn → Km eine K-lineare Abbildung. Dann ist f eindeutig bestimmt durch

f(e(i)) =

(
a1i

...
ami

)
.

Setze A := (aij) ∈ MK(m,n), dann

Ln
m(A)(e(i)) = Ae(i) =

(
a1i

...
ami

)
= f(e(i)),

also Ln
m(A) = f .

(2) Ln
m ist K-linear:

Seien A,B ∈ MK(m,n). Dann gilt:

Ln
m(A + B)(e(i)) = (A + B)e(i) =

(
a1i + b1i

...
ami + bmi

)
= Ae(i) + Be(i) = Ln

m(A)(e(i)) + Ln
m(A)(e(i)),

also Ln
m(A + B) = Ln

m(A) + Ln
m(B). Auÿerdem

Ln
m(αA)(e(i)) = (αA)e(i) =

(
αa1i

...
αami

)
= αAe(i) = αLn

m(A(e(i))),

also Ln
m(αA) = αLn

m(A).

(3) Ln
m ist injektiv:

Gelte Ax = 0 für alle x ∈ Kn, dann A = 0, denn gäbe es ein aij 6= 0, dann steht im i-ten Eintrag des
Vektors Ae(j) gerade aij , also Ae(j) 6= 0.

Bemerkung

Die Abbildung (Ln
m)−1 : Hom(Kn, Km)→ MK(m, n)

f 7→ (f(e(1))), ..., f(e(n))
ist K-linear.

Behauptung

Seien A ∈ MK(m,n), B ∈ MK(n, r). Dann gilt:

Ln
m(A) ◦ Lr

n(B) = Lr
m(AB).

Beweis

Nach der De�nition des Matrixproduktes ist AB ∈ MK(m, r). Weiter gilt:

L(B)e(i) =

(
b1i

...
bmi

)
= Bi; L(A)Bi = ABi =

(
A1Bi

...
AmBi

)
= (AB)i = (AB)e(i),

also (L(A) ◦ L(B))e(i) = L(AB)e(i).

Bemerkung

Seien V,W zwei K-Vektorräume, dim V = n, dim W = m, f : V → W eine K-lineare Abbildung. Weiter
seien V = (v1, ..., vn) eine Basis von V und W = (w1, ..., wm) eine Basis von W mit den zugehörigen

kanonischen Isomorphismen ΨV : V →Kn

vi 7→ e(i) und ΨW : W →Km

wj 7→ e(j) . Dann kommutiert das Diagramm



vi V V
f−→ W W wj

↓ ΨV ↓ ↓ ΨW ↓
e(i) En KnL(A)−→Km Em e(j)

d.h. L(A) = ΨW ◦ f ◦Ψ−1
V ∈ Hom(Kn,Km) mit A := MV

W(f).

Die Matrix erhält man so:

e(i) Ψ−1
V7→ vi

f7→ f(vi) = a1iw1+...+amiwm
ΨW7→ a1ie

(1)+...+amie
(m) =

(
a1i

...
ami

)
= A(i), die i-te Spalte von A.

Beispiel

Gegeben seien die R-Vektorräume V = R2 und W = R3 mit Basen

V =
((

2
3

)
,

(
3
3

))
und W =

1
0
1

 ,

0
1
1

 ,

1
0
0


sowie eine lineare Abbildung

Ψ :
V → W„
x
y

«
7→

0@x + 3y
y − 3x

0

1A .

Gesucht ist die zugehörige Darstellungsmatrix A := MV
W(Ψ).

Nach obigem Diagramm ist
Ln

m(A) = ΨW ◦Ψ ◦Ψ−1
V .

Wir bezeichnen mit Mat := (Ln
m)−1 diejenige Abbildung, die jedem Homomorphismus die zugehörige

Darstellungsmatrix bzgl. der kanonischen Basen zuordnet. Dann gilt:

A = Mat(ΨW ◦Ψ ◦Ψ−1
V ) = Mat(ΨW)Mat(Ψ)Mat(Ψ−1

V ).

Berechnen wir also diese Matrizen:

Mat(Ψ−1
V ) =

(
2 3
3 3

)
, Mat(Ψ−1

W ) =

1 0 1
0 1 0
1 1 0

⇒ Mat(ΨW) =

0 −1 1
0 1 0
1 1 −1

 , Mat(Ψ) =

 1 3
−3 1
0 0

 .

Unsere Darstellungsmatrix ist dann

A =

0 −1 1
0 1 0
1 1 −1

 1 3
−3 1
0 0

(2 3
3 3

)
=

 3 −1
−3 1
−2 4

(2 3
3 3

)
=

 3 6
−3 −6
8 6

 .

Zweifache Anwendung

Sei Vi ein K-Vektorraum der Dimension ni mit Basis Vi, i = 1, 2, 3. Dann kommutiert

V1
f−→ V2

g−→ V3

↓ ΨV1 ↓ ΨV2 ↓ ΨV3

Kn1
L(B)−→Kn2

L(A)−→Kn3

Also f ◦ g : V1 → V3 und L(A) ◦L(B) = L(AB) = (ΨV3 ◦ f ◦Ψ−1
V2

) ◦ (ΨV2 ◦ g ◦Ψ−1
V1

) = ΨV3 ◦ (f ◦ g) ◦Ψ−1
V1

bzw. AB = MV1
V3

(f ◦ g).

Bemerkung

Nach De�nition gilt für Ψ ∈ Hom(V,W ) stets Mat(Ψ) = MEn

Em
(Ψ).



Bemerkung

Wir betrachten jetzt allgemeine, endlich dimensionale K-Vektorräume V,W , d.h. V,W /∈ {Kn | n ∈ N}.
Zwischen diesen lassen sich lineare Abbildungen im Allgemeinen nicht als Matrizen darstellen; da ein
endlich dimensionaler K-Vektorraum aber stets isomorph zu einem Kn ist, können wir alle Rechnungen
trotzdem mit Matrizen durchführen.

Beispiel

Betrachte V = W = Rd[X], den Unterraum {p ∈ R[X] | deg(p) ≤ d} von R[X]. Rd[X] hat Dimension
d + 1; wir statten ihn mit der Basis V := (1, X,X2, ..., Xd) aus.

Die formale Derivation Ψ : Rd[X] → Rd[X],
∑d

i=0 aiT
i 7→

∑d
i=1 iaiX

i−1 (die der Ableitung der zugehö-
rigen Polynomfunktion entspricht) ist ein R-Vektorraumhomomorphismus auf R[X], festgelegt durch die
Werte auf der Basis: Ψ(1) = 0, Ψ(Xi) = iXi−1.

Betrachten wir wieder das Diagramm

V Rd[X] Ψ−→ Rd[X] V
ΨV ↓ ↓ ΨV

Ed+1 Rd+1 L(A)−→ Rd+1 Ed+1

Klar: ΨV : (1, X,X2, ..., Xd) 7→ (e(1), e(2), e(3), ..., e(d+1)), d.h. ΨV(Xi) = e(i+1) (i = 0, ..., d), und für
i 6= 1 gilt:

L(A)(e(i)) = (ΨV ◦Ψ ◦Ψ−1
V )(e(i))

= (ΨV ◦Ψ)(Xi−1)
= ΨV((i− 1)Xi−2)
= (i− 1)ΨV(Xi−2)
= (i− 1)e(i−1)

sowie im Fall i = 1

L(A)(e(1)) = (ΨV ◦Ψ ◦Ψ−1
V )(e(1)) = (ΨV ◦Ψ)(1) = ΨV(0) = 0.

Die Darstellungsmatrix A hat dann die Gestalt

0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 d
0 0 · · · 0 0




