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Matrizen und lineare Abbildungen

DEFINITION

Sei K ein Korper, m,n € N. Weiter bezeichne 9 (m,n) die Menge der m x n-Matrizen (am)}éﬁzl

mit a;; € K.

Wir definieren auf Mg (m,n) eine Addition, eine skalare Multiplikation und ein Nullelement:

A+B = (aij +bij)a
M = ()\aij),
0 = (0).

Zu A = (aj;) setzen wir AT := (a;;). Dann heifft AT die zu A transponierte Matrix.

LEMMA
Die m x n-Matrizen bilden einen K-Vektorraum. Dieser ist isomorph zum K™™.

Insbesondere gilt: dimg My (m,n) = mn.

BEWEIS

My (m,n) — Kmn

Rechne Vektorraumaxiome nach und zeige, dass f : (@) = (a11,. a1 Gt - Gm) einen Iso-
i seey @lmy ceey ooy Amd, - -Omn

morphismus zwischen M (m,n) und K™ definiert.

DEFINITION

Zu A € My (m,n) und B € Mg (n,r) definieren wir ein Matrizprodukt:

n
1<5< 1<5< 1<9< .
(aihZ5m - bihZiZn = (e =iz, mit cij ==Y ai - by
k=1

KONVENTION

(1) Wir bezeichnen ab jetzt zu (a;;) € My (m,n) mit A; := (a1, ..., a;,) die i-te Zeile der Matrix und
AU) die j-te Spalte.

(2) Bezeichne (-, -) das kanonische Skalarprodukt des K™. Dann gilt ¢;; = (4;, BY)).
(3) Ab jetzt fassen wir die Elemente des K™ als Spalten auf.

DEFINITION
. . K" — K™ :
Sei A € My (m,n). Dann heikt Ly, (A): ~ 7, = mit
1 a1 -+ Qin T a1171 + .. +  G1pTn A
r=| 1 |—Az= = -
T, Gm1  ***  Gmn Ty am1x1 + ..+ QT Amz

eine lineare Abbildung.

BEMERKUNG
(1) Anwenden von L7, (A) auf einen Vektor x entspricht also der Multiplikation mit A von rechts.
(2) Speziell: L™ (A)(e®) = Ae? ist gerade die i-te Spalte A®) von A.



SATZ

- f)ﬁ}((m, TL) HHOmK(Kn,Km)

™ u Ln (A) ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus.

BEWEIS
(1) L, ist surjektiv:
Sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung. Dann ist f eindeutig bestimmt durch

fle) = () -

ai;

L7 (A)(e) = Ael) = ( ) = f(e®),

Ami

Setze A := (a;;) € Mg (m,n), dann

also L7, (A) = f.
(2) L, ist K-linear:
Seien A, B € Mk (m,n). Dann gilt:

aii + bi;

L' (A+ B)(e") = (A + B)el) = ( ) = Ae® 4+ Be® = L7 (A)(e) 4 L™ (A) (),

Ami + b
also L" (A+ B) = L (A) + L™ (B). Aufierdem

L7 (0 A)(e®) = (ad)e® — (af.l "

Ay

) = ade) = aL® (A(e™)),

also LY (aA) = oL (A).
(3) L7, ist injektiv:

Gelte Az = 0 fiir alle v € K", dann A = 0, denn gébe es ein a;; # 0, dann steht im i-ten Eintrag des
Vektors Ael) gerade a;j, also Ael) £ 0.

BEMERKUNG

Die Abbildung (L7)~1: HemE" K™ = M(m,n)

f — (f(eM)), ..., f(el™) ist K-linear.

BEHAUPTUNG
Seien A € My (m,n), B € Mg (n,r). Dann gilt:
LM (A)o LI(B) = LI (AB).
BEWEIS
Nach der Definition des Matrixproduktes ist AB € Mg (m, r). Weiter gilt:

b1;

A1B?
L(B)el) = () = B’; L(A)B' = AB' = ( ) = (AB)" = (AB)e®,

b, A Bt

i

also (L(A) o L(B))e') = L(AB)e™.

BEMERKUNG

Seien V, W zwei K-Vektorrdume, dimV =n, dimW =m, f:V — W eine K-lineare Abbildung. Weiter

seien Y = (vy,...,v,) eine Basis von V und 20 = (wy, ..., w,,) eine Basis von W mit den zugehorigen

V - K™ W — K™
- und Wy : -

kanonischen Isomorphismen Uy : s s o0 ws s o) Dann kommutiert das Diagramm
7 J



u BV LW W w,
| Uy | | Wy |

e, knt W gme  o0)

dh. L(A) = Ugy 0 fo Uy' € Hom(K™, K™) mit A := My (f).

Die Matrix erhélt man so:

. ‘Ij—l . aiq .
e 13y, A fv) = arywi+...4-amiwp, Y arieV+.. +ame™ = ( ) = A(Z), die i-te Spalte von A.
Ami
BEISPIEL

Gegeben seien die R-Vektorriume V = R? und W = R3 mit Basen

1 0 1
2= ((2). ) wazm- (o) (1) o
1 1 0

sowie eine lineare Abbildung
vV — w

. z+ 3y
v (:c) e (y—32 ) -
Y 0
Gesucht ist die zugehérige Darstellungsmatrix A := Mg ().

Nach obigem Diagramm ist
L} (A) =TggoWo \I/;Jl.

Wir bezeichnen mit Mat := (L?)~! diejenige Abbildung, die jedem Homomorphismus die zugehdérige
Darstellungsmatrix bzgl. der kanonischen Basen zuordnet. Dann gilt:

A =Mat(¥gy o W o ¥y') = Mat(Wgy)Mat(¥)Mat(Ty').

Berechnen wir also diese Matrizen:

9 3 1 01 0 3
Mat(\l/%l):<3 3>’ Mat(¥gy ) = (1) 1 8 = Mat(Uqy) = (1) 1 0], Mat(¥)= (-3 (1)

Unsere Darstellungsmatrix ist dann

ZWEIFACHE ANWENDUNG

Sei V; ein K-Vektorraum der Dimension n; mit Basis U;, ¢ = 1,2,3. Dann kommutiert
w L v, 4w
\L \I/ml Jz \I’m2 l/ lI1%3

s ) oy LA o

Also fog: Vi — Vs und L(A)o L(B) = L(AB) = (\II%Ofo\I/Q}i)O(\IIQbogo\Il;ﬁ) = \I!mgo(fog)o\llgﬁ
bzw. AB = Mg;(fog).

BEMERKUNG
Nach Definition gilt fiir ¥ € Hom(V, W) stets Mat(¥) = Mg" (0).



BEMERKUNG

Wir betrachten jetzt allgemeine, endlich dimensionale K-Vektorrdume V, W, d.h. VW ¢ {K" | n € N}.
Zwischen diesen lassen sich lineare Abbildungen im Allgemeinen nicht als Matrizen darstellen; da ein
endlich dimensionaler K-Vektorraum aber stets isomorph zu einem K™ ist, kénnen wir alle Rechnungen
trotzdem mit Matrizen durchfiihren.

BEISPIEL
Betrachte V. = W = Ry[X], den Unterraum {p € R[X] | deg(p) < d} von R[X]. Ry[X] hat Dimension
d + 1; wir statten ihn mit der Basis U := (1, X, X?2,..., X%) aus.

Die formale Derivation U : Ry[X] — R4[X], Zg:o a;T? — E?Zl ia; X'~ (die der Ableitung der zugeho-
rigen Polynomfunktion entspricht) ist ein R-Vektorraumhomomorphismus auf R[X], festgelegt durch die
Werte auf der Basis: U(1) =0, U(X?) =4X""1

Betrachten wir wieder das Diagramm
U Ry[X] -5 Ry[X] T
Uy | L Uy
¢,y R EA) Rat @,
Klar: Ugy @ (1, X, X2, ..., X9 = (eM,e@ B eldtD) dh. Tgy(X?) = e+ (i = 0,...,d), und fiir
i# 1 gilt:
L(A) (D) = (TgoToWyl)(e)
= (TgoW)(Xh
= Uy((i—1)X"?)
= (i-1)Ugy(X?)
= (i—1)el Y
sowie im Fall i =1

L(A)(eW) = (T o Wo Uy')(eM)) = (Uag 0 U)(1) = Ty(0) = 0.

Die Darstellungsmatrix A hat dann die Gestalt

o 1 0 --- 0
0 0 2 0
0 0 0 d

o
e}
o
(=)



