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Basiswechsel

Seien V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit Basen V,W. Wir suchen die Matrix, die Koordi-
natenvektoren bzgl. V in Kooedinatenvektoren bzgl. W transformiert.

Wir benötigen dazu keine neue Theorie; statt dessen benutzen wir mit Ψ = id das bekannte Diagramm

vi V V
Ψ−→ V W wj

↓ ΨV ↓ ↓ ΨW ↓
e(i) En KnL(A)−→Kn En e(j)

Betrachte das Diagramm

V
id−→ W

id−→ V
↓ ↓ ↓

KnL(A)−→KnL(B)−→Kn

Dann gilt: A = MV
W(id), B = MW

V (id) und MW
V (id)MV

W(id) = MV
V (id) = In =

(
1 0
.
.
.0 1

)
, also BA = In.

Also: Die Matrix MV
W(id) des Basiswechsels von V zu W hat die inverse Matrix MW

V (id).

Beispiel

Sei V = (v1, v2, v3) eine Basis des R-Vektorraumes V . Da die Vektoren

w1 := −v1 + 2v3

w2 := −v1 − v2 + v3 (∗)
w3 := −2v1 + v3

linear unabhängig sind, bildet W := (w1, w2, w3) eine weitere Basis von V . Wir suchen die Matrix
A := MV

V (id), die den Basiswechsel von V nach W beschreibt.

Zunächst lösen wir das System (∗) auf nach v1, v2, v3 und erhalten so

v1 =
1
3
w1 −

2
3
w3

v2 =
1
3
w1 − w2 +

1
3
w3

v3 = −2
3
w1 −

1
3
w3

Es gilt wieder L(A) = ΨW ◦ id ◦Ψ−1
V und die Spalten von A sind gerade L(A)(e(i)):

L(A)(e(i)) = (ΨW ◦ id ◦Ψ−1
V )(e(i))

= (ΨW ◦ id)(vi)
= ΨW(vi)

Also

ΨW(v1) = ΨW

(
1
3
w1 −

2
3
w3

)
=

1
3
ΨW(w1)−

2
3
ΨW(w3) =

1
3
e(1) − 2

3
e(3) =

1
3

 1
0
−2


ΨW(v2) = ΨW

(
−1

3
w1 − w2 +

1
3
w3

)
=

1
3

 1
−3
1


ΨW(v3) = ΨW

(
−2

3
w1 −

1
3
w3

)
=

1
3

 2
0
−1





Die Transformationsmatrix A ist also

1
3

 1 1 2
0 −3 0
−2 1 −1


Sei nun v ∈ V mit zugehörigem Koordinatenvektor ΨV(v) =

−2
4
−1

. Gesucht sind die Koordinaten des
Vektors bzgl. W.

ΨW(v) = MV
W(id)ΨV(v) =

1
3

 1 1 2
0 −3 0
−2 1 −1

 −2
4
−1

 =

 0
−4
3

 .

Wir betrachten jetzt konkret V = R3 mit Basis V :=

3
0
1

 ,

 0
−1
0

 ,

−2
0
−1

.

Gesucht sind zu v :=

 5
−2
1

 ∈ V die Koordinatenvektoren ΨV(v) und ΨW(v) bzgl. V und W.

ΨV(v) =

3 0 −2
0 −1 0
1 0 −1

−1  5
−2
1

 =

3
2
2


ΨW(v) = MV

W(id)ΨV(v) =
1
3

 1 1 2
0 −3 0
−2 1 −1

 3
2
2

 =

 3
−2
−2


Darstellung linearer Abbildungen in verschiedenen Basen

Sei f : V → W eine K-lineare Abbildung bzgl. der Basen V und W des Kn und V′,W′ zwei weitere
Basen des Kn. Dann kommutiert

V′ V W W′

V
id−→ V

f−→ W
id−→ W

↓ ↓ ↓ ↓

KnMV′
V (id)−→ KnMV

W(id)−→ Km
MW

W′ (id)
−→ Km

und es gilt: MV′

W′(f) = MW
W′(idW )MV

W(f)MV′

V (idV ).

Korollar

Seien V,V′ zwei Basen des n-dimensionalen K-Vektorraumes V mit Übergangsmatrix P = MV
V′(id).

Ist dann f : V → V eine K-lineare Abbildung, so gilt: MV′

V′ (f) = PMV
V (f)P−1.


