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Lineare Gleichungssysteme

DEFINITION
(au)}éjéjj heift eine m x n-Matriz mit Komponenten a;; € K.
Dabei bezeichnet i den Zeilenindex und j den Spaltenindex.

Betrachtet man die m Zeilen als n-Tupel vy, ..., v, dann nennt man span(vy, ..., vy, ) den Zeilenraum
der Matrix. Entsprechend bilden die n Spalten als m-Tupel den Spaltenraum der Matrix.

dimg (span(v, ..., vy,)) heifst der Zeilenrang von (a;;) und dimg (span(ws, ..., w.,)) der Spaltenrang.

BEMERKUNG
Der Zeilenraum von (a;;) &ndert sich nicht bei

(a) Multiplikation der i-ten Zeile mit A # 0.
(b) Addieren eines A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (wobei i # j).
(c) Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile.

BEHAUPTUNG

Durch iterierte Anwendung von (a)-(c) kann man jede Matrix in eine ,Stufenmatrix“ der folgenden Ge-
stalt iiberfiihren:

0 O[1|0]=x 0 0] * —1
0 0 1| *|0 0] * — 2
0 0|{0|0O|O0 Of1 0| % — 3
0 0|{0|J0O|O0 OfO 1] % —7r
0 0|{0|J0O|0O0 OfO 00

BESCHREIBUNG DES GAUSS-ALGORITHMUS

(1) Suche erste Spalte j; mit einem a;;, # 0.

(2) Dividiere die i-te Zeile durch a;;, , vertausche sie mit der ersten Zeile und mache mit (b) alle anderen
Komponenten der ji-ten Spalte zu 0.

(3) Suche eine Spalte j, rechts von j; mit einem a;;, # 0 fiir ¢ # 1.

(4) Dividiere die i-te Zeile durch a;;,, vertausche sie mit der zweiten Zeile und mache mit (b) alle anderen
Komponenten der jo-ten Spalte zu 0.

(5) Suche eine Spalte j3 rechts von jp mit einem a;;, # 0 fiir ¢ # 1,2.

(6) u.s.w.

BEHAUPTUNG

Die ersten r Zeilen der neuen Matrix sind linear unabhéingig.

BEWEIS
Seien w; = (b;1, ..., bin) die ersten r Zeilen der neuen Matrix, ¢ = 1,...,7. Dann
0 = aqwi+... 4+ aw,
= (0,..,0, a1 ,0,..,0, ag ,0,..., a3 .., Qp ,...).
~—~ ~—~ ~—~ ~—~
J1 J2 Js Jr
Alsoa; =...=a, =0.
FOLGERUNG

Die (neuen) ersten r Zeilen bilden eine Basis des Zeilenraums.



DEFINITION

Seien K ein Koérper, a;; € K, Xi,..., X, Unbestimmte. Das System

a1 X1 + ... + an,X, = 0
(%) : : 5
am1X1 + .+ aman = 0

heifit ein homogenes (lineares) Gleichungssystem (iiber K) in den Unbestimmten X1, ..., X,,.

Die zugehorige Koeffizientenmatriz ist

@11 A1n
1<5< .
(aij)1<izm =
Am1 Amn
BEISPIELE
(1) mo+ 2w o= 0 (12 \_
ry — To = 0 1 -1 L= =

(2) 21 + 222 = 0 hat als Losungsmenge alle Vektoren (z1,z2) € R? mit (21, 25)1(1,2). Diese ist gerade

R(2,-1).
(3) r1 + 2z = 0
Ty + 2x9 + x3 = 0

hat als Losungsmenge {x = (1,72, 23) € R? | 1(1,2,0) und z1(1,2,1)}.

SATZ

Die Losungsmenge von (*) ist gerade {(x1,...,2n) € K™ | (21, ..., Tn)L(@1, ...y ai) fiir i = 1, ...,m}.

BEWEIS
(L11X1 + + alan = 0 a1 A1n I
x 16st (*) <— =0
alel + ...+ aman = 0 Am1 o Qmn Tm
— AWz =0 fiir jede Zeile A®)
— AW 1z fiir jede Zeile A,
DEFINITION

Sei K ein Korper, n € N. Dann setzen wir
(a1, ey @) © (b1, ey byy) i= a1by + ... + ayby.

Wir schreiben a Lb fiir a o b = 0.
Fiir M C K™ setzen wir M+ := {x € K" | z_La fiir alle a € M}.

BEMERKUNG
(1) Fiir K =R ist o das euklidische Skalarprodukt.

(2) Fiir K = C ist o nicht das Hermitesche Skalarprodukt, denn z.B. ist
(1,i)- (1,i) =1-1+4i (i) =2#£0=1-1+4i-i=(1,i)0(1,i).



BEHAUPTUNG

Fiir o gelten folgende Rechenregeln:

(1) aob=boa.

(2) (aa+ a'a’)ob=a(aob)+a'(a’ 0ob).
(3) alb = aalph.

BEWEIS

(].) aob= (al, ...,an) @) (bl, ,bn) = a1b1 + ... +anbn = b1a1 + ... +bnan = (bl7

(2) (aa+’a’)ob =alaobd) = (aa; + 'a) + ... + aa, + &/al,) o (by, ..., b,) = aarby + &'alby + ... +
aanby, + o'alb, = alarby + ... + apby) + o/ (@)by + ... + alby) = alay, ...,an) o b+ a/(a},...,a,) o b=
alaob) 4+ o'(a’ ob).

(3) alb=ao0b=0= (aa)o (Bb) = alao (Bb)) = a((Bb)ca) =af(boa) =af(acd) =af0=0=
(aa)L(6b).

,bp)o(ay,...,an) =boa.

LEMMA
Fiir M C K™ ist M ein Untervektorraum des K™ und M~ = (span(M))+.

BEWEIS
Seien z,y € M+, a € K. Dann gilt:

(1) 0oa=0=0La fiir alle a € M, also 0 € M.
(2) (roa=0und yoa=0)=z0a+yoa=(r+y)oa=0=z+yec M
(3) roa=0= (ax)oa=0= ar € M*.

Also ist M+ ein Untervektorraum des K™.

Weiter gilt: M C span(M) = M+ D (span(M))* und umgekehrt z oa = 0 fiir alle a € M = x o (aya; +
oo F apmay,) = 0 fiir alle a1, ..., a,, € M,y ..., € K = M+ C )(span(M))*.

FOLGERUNG

Bezeichne M den Zeilenraum von (a;;). Dann ist der Vektorraum M+ gerade die Losungsmenge von ().
M~ wir der Lésungsraum von () genannt.

BESTIMMUNG EINER BASIS DES LOSUNGSRAUMS VON (x)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

CL11X1 + ..+ alan =0
(*) : : I
alel + + aman =0
mit zugehoriger Koeffizientenmatrix
ai1 A1n
(aij) == :
Am1 ctt Gmn

Durch elementare Zeilenumformungen (a)-(c) wird (a;;) auf Stufenform transformiert:

0 0 1 0 * * 0 0 —1

0 0 0 1 * * 0 0 — 2

0 0 0 0 0 0 1 0 — 3

: : : : : : : : : : =: (aj;),
0 0 0 0 0 0 0 1 * —r

0 0 0 0 0 0 0 0 0
~ ~ [~ |~ |~ ~ |~~~ ~ | ~~

k1 k2 J1 J2 k3 ka J3 Jr kn—r



dh. {1, ..,n} ={j1, . dr} U {k1, s kn_pt
Dann hat das zu (aj;) gehorige Gleichungssystem

le + allklxkl + U + a’?[kn_,»an—r = O
le + al2k1X}€1 + -+ aékn,er‘nfr = 0
Xj, A+ g, Xe + o+ oap, X, =0

den gleichen Losungsraum wie ().

Spezielle Losungen (z1, ..., 2,) € K™ von (xx) sind dann:

(1) T, = 1, x;, = —ay,
(2) Tk, = L, x;, = —ay, .
fir 1 <1<, x; =0 sonst.
(n—r) x,, = 1, x;, = -—ap

Wir bezeichnen diese Losungen mit ¢V, ..., (=" d.h. es gilt:

W = (c(li), oy ) mit 05:3 =1, cg.j’) = —ay, fir 1 <1 <rund cfjj =0 fiir s # 4.

LEMMA

(M, ..., c»=")) ist eine Basis des Losungsraums von (x) bzw. (sx).

BEWEIS
(1) Lineare Unabhéngigkeit:
0,...,0) = (™M + .+ ™) = (1) Q1 ey Q) D a1 = o =y = 0.
— N~
k1 kn—r

(2) Erzeugendensystem:
Sei b = (by, ..., by,) eine beliebige Losung von (*). Dann ist auch z = (1, ...,2y,) := b — bprc® — ...
bg,n—rc™" eine Losung von (x), also xy, = 0 fiir alle k;.

Da z auch (xx) 16st, sind auch alle z;, =0, d.h. z = 0. Also b = bklc(l) + oo+ b

BEISPIEL
0 0 9 _9 6 1 0 1 0 5 =10 0
0 0 1 -1 3 0
0 2 6 4 2 —4
0 0 0 0 0 1
o -1 -1 -4 7 1 —
0 0 0 0 0 0
0o -2 -1 -9 17 2 0 0 0 0 0 0
o o -1 1 -3 -0,5 ~ O~ N~~~ A
k1 J1 J2 k2 k3 J3
k1 ko k3
. Y = (@1 o, 0, 0 0, 0)
€ = (0, -5 1, 1, 0, 0)
c® = (0, 10, =3, 0, 1, 0)
BEISPIEL
Xr1 + 21’2 — I3 - 2.1?4 - Te =0
201 + 2x9 — 2x3 — x4 + x5 + 2264 = 0
201 + 4z 4+ (5/2)xs + 4dxy — 2z5 + 226 = 0
X1 — T3 — X4 + x¢ = 0



12 -1 -2 0 -1
2 2 -2 -1 1 2
2 4 (5/2) 4 -2 2
10 -1 -1 0 1
12 -1 -2 0 -1
02 0 -3 -1 -4
7 |l o0 —(92 -8 2 -4
02 0 -1 0 -2
10 -1 1 1 3
oo 0~ -2 -2
00 —(9/2) -8 2 -4
00 0 —2 -1 -2
10 0 (25/9) (5/9) (35/9)
01 0 —(3/2) —(1/2) -2
7 o o0 1 (16/9) —(4/9) (8/9)
000 -2 ~1 -2
100 0 —(5/6) (10/9)
01 00 (1/4) —(1/2)
oo 10 —@4/3) —(8/9
000 1 (12 1

Spezielle Losungen sind

5 14 1 10
Wm_(2_-=_-9 (©) N
c (6’ 13 % ,0) und ¢ ( 5’

©| o

7_1a 07 1)

)

DN | =

SATZ

Ein homogenes Gleichungssystem () in n Unbestimmten besitzt genau dann nur die ¢riviale Lisung
(x1 =0,...,2, = 0), wenn der Spaltenrang der zugehorigen Koeffizientenmatrix n betrégt.

BEWEIS

(*) ist genau dann nur trivial 16sbar, wenn der Loésungsraum von (x) der Nullraum ist. Da die einzige
Basis des Nullraums die leere Menge ist, kann es keine Losungen der Gestalt ¢ geben, d.h. n = 7.

LEMMA
Fiir jeden Untervektorraum des K™ gilt:

(1) dimU + dim U+ = n.
(2) UH =

BEWEIS
(1) Sei U = span(v1, ..., U, ) mit v; = (a1, ..., a;n ). Dann gilt:
dim U+ = n— Zeilenrang von (a;;) = n — dim span(vy, ..., v,) = n — dim U.
QuelU=ulvfiraleve Ut =ue (Ut)r =UC U,
Wegen dim U + dim U+ = n und dim U+ + dim(U~+)+ = n folgt dim U = dim(U+)*.
Also (UYL =U.

DEFINITION

Sei U ein Untervektorraum von V. Fiir v € V heifit v + U := {v 4+ u | w € U} der um v verschobene
(affine) Unterraum.

BEMERKUNG

Also ist v + U genau dann ein Untervektorraum von V', wenn v € U.



DEFINITION

Seien K ein Koérper, a;;,b; € K, X1, ..., X,, Unbestimmte. Das System

a1 X1 + ... + ain,X, = b

(+) : : :
1 X1 + o+ G Xn = by

heifit ein inhomogenes lineares Gleichungssystem (iber K) in den Unbestimmten Xi, ..., X, mit ein-
facher Koeffizientenmatriz

aip - Qip
(aij) :=
Ami - Qn
und erweiterter Koeffizientenmatriz
air 0 aip | b
(ag;]bi) :=
Ami - Gmn | bm
Das System
a1 X1 + ... + aX, = 0
(%) : : '
a1 X1 + .. + amnX, = 0

heifst das zugehdrige homogene System.

BEMERKUNG

Sei A = (a;;) die einfache Matrix von (+). A®) bezeichne die i-te Zeile von A und X = (X, ..., X,,).
dann besagt (+) gerade: A1 0 X =by,..., Ay 0 X = by,

LEMMA

Bezeichne M den Losungsraum von (). Sei 2’ eine spezielle Losung von (+). Dann ist der Losungsraum
von (+) gerade der affine Raum 2z’ + M.

BEWEIS

ze K" 16st (+) & Ajox=by,...,Ap0x =0y

& Ajox=Aio0a,...,A,ox=A,02
< Ajo(x—2a')=0,.,Apo(x—2')=0
s cx—1deM

S rxex’ + M.

SATZ

Bezeichne (A%, b;) die i-te Zeile der erweiterten Matrix (a;;|b;) und (X, Xp41) = (X1, X, Xnt1)-
Betrachte das homogene System

(++) (A1, 01) 0 (X, Xnt1) = 0,0, (Am, bin) © (X, Xpnj1) = 0.

Dann gilt: © = (21, ...,zy) 16st (+) < (z, —1) 16st (++).

BEWEIS

ai1T1 + ... + @intn = b; & a1y + ..o+ iy + bi(—l) =0.



BEMERKUNG

Wir betrachten die erweiterte Matrix (a;;|b;). Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir

0o --- 0| 1 " *| 0 |*x - % b}
0 --- 0 0 * * 1 ke ok b;. ::(aéj|bg)‘
0 0 by
0 : 0 : 0 :
0 0 b,
~— ~
J1 Jr

SATZ
(+) ist genau dann l6sbar, wenn b, ; =0,...,], = 0.

Eine spezielle Losung ist dann ' = (0, ...,0,4},0,...,0,0.,0, ...,0).

»Yrs

BEWEIS

<: Seien b 4, ...,b;, = 0. Dann 16st 2" := (', —1) das homogene System (4+)’, denn

s Om

07+ ...+ 07+ 011+ 07+ ...+ 074+ 050+ 07+ ...+ ... + 07 + .0 + 07 + ... + 07 — b
07 +...+07+0104+07+...+07+051 407+ ...+ ... + 07 + b0+ 07 + ... + 07 — b}

074 ...+ 07+ 0104074 ... + 07 + 050+ 07+ ... + ... + 07+ 0.1 + 07 + ...+ 0?7 = b5 = 0.

Also 16st 2’ das System (4)" und damit auch (+).
=: Sei etwa b/ | # 0. Wir multiplizieren die (r 4 1)-te Zeile mit (b )~ und erreichen:

0 -+ 0]1]x=x x| 0]« o x| b
0 0
0 0
0 00| = x| 1 b
0 0 1
0 : 0 : 0 :
0 0 b

Also fordert die (r + 1)-te Zeile des zugehorigen inhomogenen Gleichungssystems:

0=0X; +0Xs+..4+0X, =1,
Widerspruch.

SATZ

Das inhomogene lineare Gleichungssystem (4) ist genau dann 19sbar, wenn der Zeilenrang von (a;;)
mit dem Zeilenrang von (a;;|b;) iibereinstimmt.

BEWEIS

Wir zeigen: b, =0, ...,b;,, = 0 & Zeilenrang(a,;) = Zeilenrang(a;;|b;).
=: Klar.

«<: Sei (etwa) b;. | # 0 = Zeilenrang(a;;|b;) = r + 1 > r = Zeilenrang(a;;).



DEFINITION
(+) heilt universell losbar, falls () bei jeder Wahl der b; 16sbar ist.
(4) heifst eindeutig lGsbar, falls (+) zu jeder Wahl der b; héchstens eine Losung hat.

BEMERKUNG

Beachte also: Ein System, das fiir gar keine Wahl der b; 16sbar ist, wird auch eindeutig l6sbar genannt.

SATZ
(+) ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn der Spaltenrang von (a;;) gleich der Spaltenzahl n ist.

(+) ist genau dann universell 16sbar, wenn der Zeilenrang von (a;;) gleich der Zeilenzahl m ist.

BEWEIS

Eindeutiger Fall:

Fiir by, ..., b, € K beliebig gilt: Spaltenrang(a;;) = n < () ist nur trivial losbar. Also ist die Losungs-

menge von (+) entweder 2’ + {0} = 2’ oder 0.

Universeller Fall:

<: Zeilenrang(a;;) = r = Zeilenzahl = m = Zeilenrang(a;;|b;) = r = Zeilenrang(a;;).

= Sei der Zeilenrang r von (a,;) kleiner als die Zeilenzahl m. Wir bezeichnen die r linear unabhéngigen
Zeilgn von (a;j) mit .A(il)’ ...,A(ilr). Wihle ig € {1,...,m}\{i1,...,%,} und setze b; := {(1) i~ Dann
(AU 1) ¢ span((A(1),0),..., (A%, 0)), d.h. der Zeilenrang(a;;|b;) > r = Zeilenrang(a;;), also ist (+)
nicht 16sbar.



