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Einfiihrung in die Determinantentheorie

DEFINITION

Seien (a) € Mk (1,1) und A = (Z Z) € Mx(2,2). Dann definieren wir

dlet(a) :=a und dgt(A) :=be — cd.

BEHAUPTUNG
! 1" bl bll i b/ 1 b//
(1) dets (0‘“ tﬁ“ o ;ﬁ ) = adety (‘f: d) + B dets (“ d).

C

(2) dets (3 3) =0.
(3) dets ((1] (1)) ~ 1.

BEWEIS
(1) dets (C“" Tl Zﬁb") = (ad’ + Ba")d — (ab + fb")e = ad'd + fa"d — ablc — Bb'c
, CLI b/ a/l b//
:a(a/dib/C)Jrﬁ(a/dfb”c):adetQ(C d)+ﬁdet2(c d)'

(2) dets (Z Z) =ab—ba = 0.
(3) dets ((1] (1)) =1-1-0-0=1
DEFINITION

Sei A € My (n,n) mit Zeilen Ay, ..., A,. Eine Abbildung det,, : My (n,n) — K heilit Determinan-
tenabbildung, falls fiir alle A, A’, A” € Mk (n,n) und alle o, 5 € K gilt:

(1) det,, ist linear in jeder Zeile, d.h.

Ay Aq Aq
A1 A Aia
det | cA} +B8AY | =adet | A} | +Bdet | A}
n Aig1 ol A ol A
An An ATL

(2) det,, ist alternierend, d.h. gibt es i, j verschieden mit A; = A;, so gilt det,, (4) = 0.
(3) det,, ist normiert, d.h. det,,(I,,) = 1.

NoTATION

Wir schreiben manchmal auch nur det statt det,,.

LEMMA
Fiir det : My (n,n) — K gilt weiter:

(4) det(A) dndert sich nicht, wenn zu einer beliebigen Zeile A; ein Vielfaches aA; einer anderen Zeile
addiert wird.

(5) det(A) dndert sein Vorzeichen, wenn zwei Zeilen von A vertauscht werden.




BEWEIS

(4)
A; +. aAj A; Aj
det : =det | @ | +adet| : | =det(A).
Aj Aj Aj
(5)
At A, Ai A; A, A A; A,
0 = det : =det| : | +det| : | +det] : | +det| : | =det| : [ =—det] :
A; + Aj A; Aj A; Aj Aj A;
=0 =0

HAUPTSATZ DER DETERMINANTENTHEORIE
Es gibt genau eine Abbildung det : My (n,n) — K, die (1)-(3) erfiillt.

BEWEISSKIZZE
(1) Existenz:

Wir fithren eine INDUKTION iiber n. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar; den Fall n = 2 haben wir
bereits gezeigt. Sei nun also n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Abbildung det,,_; :
Mi(n—1,n—1) — K, fiir die (1)-(5) gilt. Wir definieren

o k-1
det(A) = Z( 1" ag det Ay
k=1
fir A = (a;;) € Mg (n,n) und miissen zeigen: det,, erfiillt (1)-(3).
(2) Eindeutigkeit:

Sei d: My (n,n) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften (1)-(5). Zu zeigen ist, dass dann bereits
d = det,, gilt. Wir filhren dazu wieder eine INDUKTION iiber n.

BEMERKUNG
Fiir A € My (n,n) wird det,,(A) als die Determinante von A bezeichnet.

KOROLLAR (Entwicklungsformeln nach Laplace)
(1) Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) = > (=) det Ay

j=1

(2) Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = > (=) Hay det (Ay).

i=1

KOROLLAR
Fiir A € My (n,n) gilt: det,, (A) = det,, (AT).




BEWEIS
Per INDUKTION iiber n. Der Fall n = 1 ist trivial. Gelte die Behauptung also fiir n — 1. Dann folgt:

df;t(A) = Z(—l)l_lalz det Ay = Z(—l)l_lau ggtl(Au)T = Z(_l)l_lall Sgtl(AT)“ = deit(AT)-
=1 =1 =1

Beachte dabei: Mit A” = (aj;) gilt aj, = ay.

REGEL VON SARUS

(¢}

a// bl/ C//

a b c
dgt (a’ v ’) = (ab'd" +d'b"c+a"bd") — (ab"d + a'b” + a"'b'¢).

BEWEIS

Durch Nachrechnen:

@ b e v b ¢ b ¢
det | o v d = adet (b// //) — al det (b// //) + GJI/ (b// //)
3 al b " 2 c 2 c c

a(b/c/l _ b//c/) _ a/(bc// _ b//c) + a//(bc/ _ blc)
= (ab/'d" +d'b'c+a"bc) — (abc + a'bd’ + a"b'e).

SATz
Fiir A € My (n,n) gilt: det,(A) # 0 & A ist invertierbar.

BEWEIS

=: Sei A nicht invertierbar, d.h. es gibt ein ¢ mit 4; = > v A4; (o € K).
I#i
Addiert man zur i-ten Zeile das —qg-fache der [-ten Zeile fiir alle [ # 4, so ist die i-te Zeile der
entstehenden Matrix B die Nullzeile. Entwickelt man die Determinante von B nach der i-ten Zeile,
so folgt 0 = det,, (B) = det,, (A).

<: Per INDUKTION {iber n. Der Fall n = 1 ist klar. Gelte ,,<=* also fiir n — 1. Angenommen, det,,(A)

ware 0. Dann
Ay

0= dst = Z(*l)jilalj ggti A1j~
An Jj=1
Weiter gilt fir i > 2:
A;
As n )
0= dst . = Z(—I)J 1CL,L'j gﬁg Alj-
: =
An
Insgesamt ergibt sich also:
Dy e Ay et D1 oy det iy = 30 (-1 deg i) A% =30 =0
)= )= J= J=

d.h. alle a; AY) betragen 0.

Da nach Voraussetzung A invertierbar ist, gilt rg(A) = n, d.h. alle a; = 0 und damit alle
det,_1(A1;) = 0. Andererseits folgt aus rg(4) = n auch, dass rg(4s,...,4,)T = n — 1, d.h. es
gibt n — 1 linear unabhiingige Spalten von (As, ..., A,,)T und damit auch eine invertierbare Teilmatrix
Ay;. Nach Induktionsvoraussetzung folgt det,,—1(A1;) # 0, Widerspruch.




KoOROLLAR
Fiir A € My (n,n) gilt: det(A) det(B) = det(AB).

BEWEIS

Der Fall det(B) = 0 ist klar, denn wire det(AB) # 0, d.h. AB invertierbar, dann gébe es ein C €
Mg (n,n) mit I, = C(AB) = (CA)B, d.h. entgegen der Annahme wére auch B invertierbar.

Gelte also jetzt det(B) # 0. Wir definieren die Abbildung

i My (n,n) — K

det(AB)
A = det(B)
Diese erfiillt (1)-(3), denn:
(1) Wegen

Al AlB
aAl+BAY | B= | aA/B+BA!B
An AnB

ist det(AB) linear in der i-ten Zeile von A und damit auch d(A) = %.

(2) d ist alternierend, denn

Ay AB
A; A;B
B=| : [,
A; A;B
An A,B

also det(AB) = 0, falls 7 # j.

(3) d(I,,) = dztcil(";g) = jzzggg =1, d.h. d ist normiert.

Mit der Eindeutigkeit der Determinantenabbildung folgt: d = det, also

_ det(AB)

det(A) = “det(B). <= det(A) det(B) = det(AB).

BEMERKUNG

(1) Die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen bildet eine Gruppe, die wir mit GL(n, K) bezichnen.
(2) det : GL(n,K) — (K*,-) ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt: det(AB) = det(A) det(B).
(3) (det(A))~! = det(A~!), denn:

det(A)det(A™!) = det(AA™!) = det(I,) = 1 = det(A™ ") = (det(A)) .
(4) Seien A, B € Mk (n,n). Dann gilt A ~ B = det(A) = det(B), denn:

A= PBP ! = det(A) = det(PBP~ ') = det(P) det(B) det(P~ ') = det(P)(det(P)) " det(B) = det(B).

LEMMA
Seien A € My (n,n) und B € Mg (m,m). Dann gilt:

det (%‘%) = det(4) det(B).




BEWEIS
Wir fithren eine INDUKTION iiber n.

Zum Induktionsanfang: Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

det (g ;) =(-1)% dgt(B) = dlet(a) det(B).

m—+1 m
Zum Induktionsschritt: Gelte die Behauptung fiir n — 1. Dann

A * n i— A * n i—
detnin (3 5) = LD tandetuon (3 5) = TIi(=1)" i ety Ais detn(B)
= (X (=1)tdet,—1(A4i1)) det,,(B) = dety,(A)det,,(B).

KOROLLAR

ai * ﬁ
det - = a;.
" 0 ‘a, el

BEWEIS

Induktives Anwenden des LEMMAS.

CRAMERS REGEL
Sei A € My (n,n) mit Zeilen A; und Spalten AU, Ist det(A) # 0, so besitzt das LGS

a11X1 + + alan = b1

aanl + ..+ a,an = bn

genau eine Losung, ndmlich

o _ det(A0) A BATD, A
LT det(A) ’

wobei B = (by,...,b,)T.

BEWEIS

Sei (21, ..., 2,) eine Losung des LGS, dann 21 AW + 4+, A = B, Wegen der Linearitdt in der [-ten
Spalte gilt dann:

det(AM . ACD|BlATD A

21 det(AD L JAW LA™Y 44y det(AD L |AD|AM) 4 4z, det(AD. | A AM)
x; det(A)

det(AM .| B|...A™)

= det(A)

BERECHNUNG DER INVERSEN MATRIX
Sei A € GL(n, K). Wir suchen X € GL(n, K) mit AX = I,,. Sei XU) = (zy;...7,,;)7, dann gilt:

Mit der CRAMERSCHEN REGEL folgt:

det (A AG=1 ) AG+D ()
i = det(A)




Es gilt also:
1 L .
-1 _ i+ S 1<i<n
- det(A)((i]') Jdet(AU))lngVw

denn mit Entwicklung nach der i-ten Spalte ist det(AM)...[eD)|...A™) = (—1)"*7 det(A;;).

BEISPIEL

LEMMA
Sei K Korper, e :=(0...010 ... 0) € K™. Es gilt fiir alle o € S,,:
eo()

det : =sgn o
n eo’(n)

BEWEIS

Schreibe 0 = 71 0 ... o 73, := 71 0 01 als Komposition von Transpositionen.

60(1) e7'10(71(1) 60'1(1) 6(1)
det : = det : = (—1) det : =.=(-1)Fdet| : | =(-1)"= sgno.

n eo’(n) n eT1001 (n) n o1 (n)

SaTz (Entwicklungsformel nach Leibniz)

Fiir eine Matrix A € Mg (n,n) mit den Zeilen A; := (a;1...a;,) gilt:

det A = Z ﬁaw(i) sgn o.

oeS, i=1
BEWEIS
Al e(jl) e(jl)
A i A - ° (42) L
det A = det :2 = Z a1, det :2 =..= Z Haiji det | € ;2 = Z Haw(i) sgn o.
An ji=1 An J1seerin=11=1 e(J.'") oES, i=1



