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Eigenwerttheorie

MOTIVATION
Gegeben seien ein K-Vektorraum V' der Dimension n < co und eine K-lineare Abbildung f:V — V.

Wir suchen eine Basis U = (v1, ..., v,) von V, so dass Mg (f) eine ,Normalform“ hat (damit klassifizieren
wir Endomorphismen).

BEISPIEL
Wir betrachten eine Streckung, etwa f, gegeben durch f(e®) = 3e™) und f(e®) = e®). Dann ist

A= (3 (1)) die Darstellungsmatrix von f. Diese hat ,Diagonalgestalt’.

PV

Allgemein: Habe Mg (f) Diagonalgestalt, d.h. MJ(f) = (0 o ) ’Dann gilt: f(vi) = Ajvs.

Ist \; =0, dann auch f(v;) = 0, d.h. die Gerade Kv; wird auf den Nullpunkt abgebildet.
Fiir \; # 0 gilt f(Kv;) = \;Kv; = Kv;, d.h. die Gerade wird durch f in sich selbst {iberfiihrt.

DEFINITION
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V eine K-lineare Abbildung.
A € K heifst Eigenwert (Streckungsfaktor) von f, wenn es ein v € V\{0} gibt mit f(v) = Av.

v heifst dann der zu A gehorige Eigenvektor.

BEACHTE

0 ist niemals ein Eigenvektor, kann aber ein Eigenwert sein.

BEMERKUNG

MZ(f) hat Diagonalgestalt < U ist eine Basis aus Eigenvektoren.

LEMMA

Seind v1, ..., v, Eigenvektoren von f mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., \,,, dann sind
V1, ..., Uy, K-linear unabhingig.

BEWEIS
INDUKTION iiber m:
Der Fall m =1 ist klar, da v; # 0.

Gelte die Behauptung fiir m — 1 und sei ayv1 + ... + Qv = 0 mit ag, ..., a,,, € K. Wir miissen zeigen,
dass alle a; = 0.

Wegen

0 = MooV + ... + AUy, und
0 = f(O) = 1AMV + oo + O A Um

und der Induktionsvoraussetzung ist

0= (6751 ()\m - )\1)1}1 + oty ()\m - )\mfl)’l)mfl g} A = ... = Q-1 — 0.
—— —_———
#0 #0

Also 0 = a,, vy, mit v, # 0, d.h. a,,, = 0.



BEISPIEL
Wir betrachten eine Drehung mit Drehwinkel # um den Ursprung. Sei etwa f(e(!)) = (Cf)s((z)) und

sin(6)

f(e®) = (Z?j((gigjg;?) Dann M(f) = (:?jgg)) _Czls?g)) (benutze dabei sin?(0) + cos?(0) = 1).

f ist injektiv, denn dety (M (f)) = sin®(0) + cos?(f) = 1 # 0.
Falls 6 # nm, dann gibt es keine Gerade, die in sich selbst iiberfiihrt wird.

LEMMA

Sei f € Homg (V,V) und A € K. Dann gilt:

(1) A ist ein Eigenwert von f < Kern(f — Aid) # {0}.

(2) Ist dimg (V) < oo, dann A Eigenwert von f < det(f — Aid) = 0.

BEWEIS

(1) (f = Nd)(v) = f(v) = Aid(v) = f(v) = Aw =0<& f(v) = Av.
(2) Klar mit (1).

BEMERKUNG
(1) Wir haben dabei natiirlich gesetzt det(g) := det(Mg (g)) fiir K-lineares g.

(2) Sind U und U’ zwei Basen von V, so gilt M (f) = CMZ (f)C~! fiir ein invertierbares C € Mg (n, n),
d.h. es gilt:

det(MZ(f)) = det(C) det(MZ, (£)) det(C1) = det(My '),

ANMERKUNG

Fiir obiges Beispiel gilt:

det(f — Aid) = det (Cozi(ﬁga; A C(js(sg;(f)A)

(cos(f) — \)? 4 sin?(6)
cos?(0) — 2\ cos(#) 4+ \? + sin?(6)
= A —2\cos(f) + 1.

Also det(f — Xid) = 0 < X = cos(#) £ /cos2(0) — 1 = cos(f) + 1/ —sin?(f) € C\R, falls 6 # nr.

ZUSAMMENFASSUNG

Seien V ein endlich dimensionaler K-Veltorraum, f : V' — V eine K-lineare Abbildung, A € K und
v € V\{0}. Dann sind &quivalent:

(1) A ist Eigenwert von v.

(2)
(3) Es gibt v # 0 mit (f — Aid)(v) = 0.
E4g Kern(f — Aid) # {0}.

BEMERKUNG
Wir nennen A € K einen Eigenwert von A € Mg (n,n), falls det,, (A — A,,) = 0.

BEHAUPTUNG

Ist A~ B und X ein Eigenvert von A, so ist A auch ein Eigenwert von B.



BEWEIS
Sei B = CAC™! fiir ein invertierbares C' € Mg (n,n). Dann gilt:

C(A—\L,)C™ ' =CAC'C(\,,) O™t = CAC™ — \I,, = B — \I,,

also 0 = det,, (A — AI,) = det, (B — Al,).

MERKE

Eigenwerte sind invariant unter Basistransformationen.

DEFINITION
A0

A heifst diagonalisierbar (iiber K), falls es ein B = A gibt mit B = (0 N

),)\ieK.

BEISPIEL
A= (_1

Wegen det,,(A—AI,) = (1-1)242 = 3—2A+ )2 hat A niimlich die Eigenwerte \; o = 14+/—2 = 1+i/2.
Also besitzt A keine reellen Eigenwerte und ist damit iiber R nicht diagonalisierbar.

1 }) ist iiber C, aber nicht iiber R diagonalisierbar.

Sei vy Eigenvektor zu A\; = 1+14+/2 und v, Eigenvektor zu Ay = 1 —iy/2. Dann ist U := (v;,v2) eine Basis

des C2. Setze f 1= LY(A), also f : C2 — C2. Dann A = ME(f) und A ~ B mit B := MI(f) = (Aol AOQ)

Wir bestimmen nun die Eigenvektoren, etwa v := (i;) Es gilt:

(2) Eigenvektor zu Ay < (A —\1DQ) (2) =0
o (1 — )\1)3’51 + 219 = 0
—I + (1 — /\1)332 = 0
o —iv2r1 + 220 = 0
—X1 - Z\/il‘g =0
Eine Losung ist beispielsweise (—11\/5 )
BEISPIEL
. . (cos(a)  sin(a 2 2 _ (cos(a) — A sin(av)
Wir betrachten A := (sin(a) 7cos(a)). Dann L(A) :R* - R? und A — A\, = ( sin(a)  —cos(a) — A)‘

det(A — A5) = —cos?(a) + A2 —sin®(a) = A2 =1 = (A + 1)(\ — 1). Die Matrix besitzt also die beiden

Eigenwerte +1 und ist damit (iber R) diagonalisierbar: A =~ ((1) (1))

cos(0, 504)) und (07 5cos(a + 7")) .

Die zugehorigen Eigenvektoren sind (Sm(& 50) 0,5 sin(a + )

DEFINITION

Fiir A € Mg (n,n) heifst
Py = det(A — t1,)

n
das charakteristische Polynom von A.

Ist A = MJ(f) die Darstellungsmatrix des Endomorphismus f : V' — V bzgl. der Basis U (wobei
dimg (V) < 00), so heifit Py = det,, (A — tI,,) auch das charakteristische Polynom von f.

BEMERKUNG

’Die Definition ist unabhéngig von der gewéhlten Basis U.




SATzZ
Sei dimg (V) =n < oo und f € Homg (V, V).

Dann sind die Eigenwerte von f genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von f in K.

BEWEIS
Schon gezeigt: A Eigenwert von f < Pr(\) = det, (A — AI,,) = 0.

KoOoRrROLLAR

Jeder Endomorphismus des R?"*! hat einen reellen Eigenwert (und damit auch einen Eigenvektor).

BEWEIS
Py hat den Grad 2n + 1, also hat Py nach dem ZWISCHENWERTSATZ eine Nullstelle in R.

BEMERKUNG
Ist A € Mk (n,n), dann gilt:

det(A —tI,) = (—1)"t" + cp_1t" " + ... + 1t + det(A),
wobei ¢,,_1,...,c1 € K.

BEISPIEL
. b - b
SelA:@ d).DannA—t12=<aCt d—t) und P4y = (a —t)(d —t) — be.

LEMMA
Sei B = (bij) € Mg (1) (n,n) eine Matrix mit b;; € K|[t].
Dann ist det, (B) € K[t] und es gilt: det,,(B)(A) = det,, (b;;(N)).

BEWEIS

Per INDULTION iiber n.

Der Fall n =1 ist klar, denn detq(a)(A\) = a(A) = detq(a(N)).

Gelte die Behauptung fiir n — 1. Nach der ENTWICKLUNGSFORMEL gilt;:

n

dgt(bij) = ’;(—1)k_1 ilﬁ/ det ((bij)1n);
n €Kt EK[t]
dst(bq;j)()\) = ];(_Dkflblk()\) ggg(bqj)uc(/\)
= > (=D)*  bu(X) det (bi (V)
k=1
= det((by)(N))-

DEFINITION
Sei p(t) = (t — )’ q(t) mit g(a) # 0.
Dann heiflt v = u(p, ) die Vielfachheit (Multiplizitit) von « in p.

BEMERKUNG
Sei p(t) = v(t — a1)"...(t — as)”s mit aq, ..., s paarweise verschieden, vy, ...,vs € N und deg(p) = n.

Dann gilt >°7_, v; = n.



SATZ

Seien f : V — V ein Endomorphismus des endlich dimensionalen Vektorraums V und A € K ein
Eigenwert von f.

Dann ist Eig(f,\) := {v € V' | f(v) = Av} ein Untervektorraum von V, der Eigenraum von X bzgl. f.

BEWEIS
Wegen f(0) = 0= X0 ist stets 0 € Eig(f, ).
Seien vy, ..., vy, € Eig(f, A), aq, ..., @y € K. Dann gilt:

flaqvr + oo+ apmum) = a1 f(v1) + .. + am f(vm) = @1 Avr + oo + @AV = A1 + oo + @ m),

d.h. mit vy, ..., v, liegt auch av1 + ... + Qv in Eig(f,\).

LEMMA
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und f € Homg (V, V).
Dann ist u(Pyr, A) > dimg (Eig(f, A)).

BEWEIS

Sei vy, ..., v, eine Basis von Eig(f, \), d.h. dimg (Eig(f,A)) = r. Wir ergéinzen diese zu einer Basis U =
(V1 vey Upy Upg1y ey Uy ) vOL V.,

Dann hat A = MJ(f) die Gestalt

Fiir das charakteristische Polynom gilt dann:

A—t

0 -
Py = det(A — tI,,) = det ( e t) det (A’ =t ) = (A= 1)" det(A' — tL, ).

n—r

Also r < u(Pr, A).

DEFINITION
Seien V' ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und f € Homg (V, V).
f heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis U von V gibt, so dass Mg (f) Diagonalgestalt hat.

A € My (n,n) heikt diagonalisierbar, falls es ein invertierbares C' € My (n,n) gibt, so dass CAC~!
Diagonalgestalt hat.

SATz
A ist diagonalisierbar < L(A) ist diagonalisierbar.

BEWEIS

=: CAC™! = CMg(A)C~" habe Diagonalgestalt. Wihle eine Basis U von V so, dass C = Mg(id).
Dann ist CAC™! = MJ(L(A)).

«<: Seien f := L(A), € := (e, ...;e() die kanonische Basis von V, M§(f) = A und U eine Basis
von V derart, dass My (f) Diagonalgestalt hat. Dann ist My (f) = CME(f)C~1 = CAC™! mit
C = ME(id) € GL(n, K).



WIEDERHOLUNG
Seien Uy, ..., Uy Untervektorrdume von V. Dann bedeutet V =U; @ ... ® Uy, dass V = Uy + ... + U und
O=u1+..+up=u =..=ur =0 (u; € Uy).

Esgilt V=0, & ... Uy = dimg (V) = Y0, dimg (U)).

SaTz
Seien V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und f € Homg (V, V). Dann sind dquivalent:

(1) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren zu f.

(2) f ist diagonalisierbar.

(3) Py zerfillt in Linearfaktoren und u(Py, X) = dim(Eig(f, \)).

(4) Sind A4, ..., \x die verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt: V = Eig(f, A1) @ ...® Eig(f, \).
BEWEIS
(1) & (4):

Setze E; := Eig(f,\;), 1 <i <k, und dimg (E;) :=r;, A1,..., A\; verschiedene Eigenwerte.

Dann F:=F1+ ..+ E, CV.Da0= Zle u; mit u; € E; und alle u; Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten impliziert, dass alle u; = 0, folgt die Direktheit der Summe, d.h. E = E; @ ... © F.

Weiter ist dimg (E) =r1 4+ ... + 71 < p(f, M) + ... + p(f, Ap) < deg(Pyr) = n.

(1) < (2):
Es gilt: Av; = \jvu;.

flv1) = Mw A1 0
f(vn) = AuUn 0 An
also (v1,...,v,,) Basis von V aus Eigenvektoren < die Darstellungsmatrix von f ist diagonalisierbar.
(2) & (4):
f ist diagonalisierbar < Zle TP = N.
(2) = (3):

ri = pu(f,A;) fir 1 <i < kund Py = ’ny:l(t— )

DEFINITION

Eine quadratische Matrix der Gestalt (O:)l'._ '
[ € Hompg (n,n) heifit trigonalisierbar, falls es eine Basis U = (v1,...,v,) von V gibt, so dass MJ(f)
Dreiecksgestalt hat.

) heifst obere Dreiecksmatriz.

n

A € Mg (n,n) heillt trigonalisierbar, falls L(A) trigonalisierbar ist, d.h. falls es eine invertierbare
Matrix C' € M (n,n) gibt, so dass CAC ! Dreiecksgestalt hat.

BEMERKUNG

Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar: Drehmatrizen um den Winkel o haben z.B. fiir o # nm keine
Eigenvektoren, also auch keine Eigenwerte und lassen sich damit nicht in Diagonalgestalt tiberfiithren.

Allerdings sind alle Matrizen iiber C trigonalisierbar:

SATZ

f € Homg (V,V) ist trigonalisierbar < Py zerféllt in Linearfaktoren.




BEWEIS
=: Sei MJ(f) = (

o ) Dann gilt fiir das charakteristische Polynom:

0’ TQn
n n

a; —t * n
pp=det (V" ") = [T(ei—t) = ()" [t - ),
i=1 i=1
d.h. Py zerfillt in Linearfaktoren.
«: Wir fithren eine INDUKTION iiber n.

Der Fall n = 1 ist trivial. Sei Py =[], (o —t) mit o; € K und oy Eigenwert von f zum Eigenvektor

vy. Wir ergénzen zu einer Basis U = (vy, ...,v,) von V.

Wegen f(v1) = aqvy + 0vg + ... + Ouv,, ist

op [ % - x
0

A = MZ(f)= A, und
0

Py = det(A—tl,) = (a1 —t) det(A — th—1) = (a1 — )Pa, = (a1 — 1) [J (i — 1),
" i=2
also Pa, = [[iy(as — ).
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein C € GL(n — 1, K), so dass C AC~! Dreiecksgestalt hat.
Also:

-1

10---0 a1 |00 1[0---0
0 0 0
A1 ¢ oA Se;
0 0
aq | ok *
B 0
| ] cacm
0
ap | x oo
B 0 | [ *
0 B




