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Der Satz von Hamilton-Cayley

VORGRIFF

Wir nennen einen Kérper K, iiber dem alle Polynome aus K[t] in Linearfaktoren zerfallen, algebraisch
abgeschlossen.

In der Vorlesung ALGEBRA werden wir zeigen, dass jeder Korper einen algebraisch abgeschlossenen Ober-
korper besitzt.

SATZ VON HAMILTON-CAYLEY

Seien V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n, f € Homg(V, V) und P, das charakteristische
Polynom von f. Dann gilt Pr(f) = 0.

BEWEIS
(1) Sei zunédchst K algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es eine Basis U = (vy,...,v,) von V, so dass
M) = () = ().
Setze W; := span(vy, ..., v;) fir 0 <i<n,dh. {0} =Wy CW; C...CW, =V.
Fiir f; = f — oid gilt f; : W; — Wi_q, denn f;(v;) = S31_, v — vy € Wiy fiir alle j < i.
Also fio...o fr: Wy, = Wy, dh. [T, (f — auid) = (=1)" [T\, (eiid — f) = 0. Also Ps(f) = 0.

(2) Wir betrachten nun den (nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossenen) Koérper K. Dann
L(A): K — K} und L(A) : K™ — K". Wir haben gezeigt, dass P4(A) = 0. Wegen A € Mk, (n,n)
und P4 € Ky[t] gilt diese Aussage auch fiir K.

KOROLLAR

Sei V ein R-Vektorraum und f € Homg(V, V). Dann gibt es ein W C V mit 1 < dimg(W) < 2 und
f(W) =W (d.h. W ist f-invariant)

BEWEIS

(1) Habe Py eine reelle Nullstelle A € R mit zugehdrigem Eigenvektor v. Setze W = Ruw.

(2) Habe Py nun keine Nullstelle in R. Dann ist Py = +P;...P; € R[t] mit deg(P;) = 2. Nach HAMILTON-
CAYLEY ist Py(f) = Py(f)o...o Pi(f) =0und Py =id (Py(w) = w # 0).
Seien w € V\{0} und i € {1,...,k} mit (P,_1(f)o...0 Py(f))(w) #0und P, =t>+at + 3, o, 3 € R.
Dann P;(f) = f2 + af + Bid.
Wegen 0 = P(f)(v) = £(£(1) + af(v) + Bu ist F(f(1)) = —af(v) — fo € RF(v) + Ro.
Dann f(W) C W, da f(v) € W und f(f(v)) € W, und 1 < dimg(W) < 2. =W

BEMERKUNG

Jedes reelle Polynom p € R[t] zerféllt iiber R in lineare und quadratische Faktoren, denn sei A eine
komplexe Nullstelle von p. Dann ist auch sein komplex Konjugiertes A eine Nullstelle von R mit gleicher
Vielfachheit wie A.

BEISPIEL

Sei A = <—11 ?), dann P4 = det (1 !

-1

12 ,) = =243 und damit Py(4) = A2-2443 = (0 () =0,



