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Der Satz von Hamilton-Cayley

Vorgriff

Wir nennen einen Körper K, über dem alle Polynome aus K[t] in Linearfaktoren zerfallen, algebraisch
abgeschlossen.

In der Vorlesung Algebra werden wir zeigen, dass jeder Körper einen algebraisch abgeschlossenen Ober-
körper besitzt.

Satz von Hamilton-Cayley

Seien V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n, f ∈ HomK(V, V ) und Pf das charakteristische
Polynom von f . Dann gilt Pf (f) = 0.

Beweis

(1) Sei zunächst K algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es eine Basis V = (v1, ..., vn) von V , so dass

MV
V (f) =

(
α1 ∗

.

.

.0 αn

)
=: (aij).

Setze Wi := span(v1, ..., vi) für 0 ≤ i ≤ n, d.h. {0} =: W0 ⊆ W1 ⊆ ... ⊆ Wn = V .

Für fi := f − αiid gilt fi : Wi → Wi−1, denn fi(vj) =
∑j

l=1 αljv − αivj ∈ Wi−1 für alle j ≤ i.

Also f1 ◦ ... ◦ fn : Wn → W0, d.h.
∏n

i=1(f − αiid) = (−1)n
∏n

i=1(αiid− f) = 0. Also Pf (f) = 0.

(2) Wir betrachten nun den (nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossenen) Körper K0. Dann
L(A) : Kn

0 → Kn
0 und L(A) : Kn → Kn. Wir haben gezeigt, dass PA(A) = 0. Wegen A ∈ MK0(n, n)

und PA ∈ K0[t] gilt diese Aussage auch für K0.

Korollar

Sei V ein R-Vektorraum und f ∈ HomR(V, V ). Dann gibt es ein W ⊆ V mit 1 ≤ dimR(W ) ≤ 2 und
f(W ) = W (d.h. W ist f -invariant)

Beweis

(1) Habe Pf eine reelle Nullstelle λ ∈ R mit zugehörigem Eigenvektor v. Setze W = Rv.

(2) Habe Pf nun keine Nullstelle in R. Dann ist Pf = ±P1...Pk ∈ R[t] mit deg(Pi) = 2. Nach Hamilton-
Cayley ist Pf (f) = Pk(f) ◦ ... ◦ P1(f) = 0 und P0 = id (P0(w) = w 6= 0).

Seien w ∈ V \{0} und i ∈ {1, ..., k} mit (Pi−1(f) ◦ ... ◦ P0(f))(w) 6= 0 und Pi = t2 + αt + β, α, β ∈ R.
Dann Pi(f) = f2 + αf + βid.

Wegen 0 = Pi(f)(v) = f(f(v)) + αf(v) + βv ist f(f(v)) = −αf(v)− βv ∈ Rf(v) + Rv︸ ︷︷ ︸
=:W

.

Dann f(W ) ⊆ W , da f(v) ∈ W und f(f(v)) ∈ W , und 1 ≤ dimR(W ) ≤ 2.

Bemerkung

Jedes reelle Polynom p ∈ R[t] zerfällt über R in lineare und quadratische Faktoren, denn sei λ eine
komplexe Nullstelle von p. Dann ist auch sein komplex Konjugiertes λ eine Nullstelle von R mit gleicher
Vielfachheit wie λ.

Beispiel

Sei A =
(

1 2
−1 1

)
, dann PA = det

(
1− t 2
−1 1− t

)
= t2−2t+3 und damit PA(A) = A2−2A+3 =

(
0 0
0 0

)
= 0.


