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Ein nicht trivialer Ring

BEHAUPTUNG
Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge von X.

Dann bildet (P(X), A,N) einen kommutativen Ring mit Eins, wobei N der iibliche Mengenschnitt und
A die symmetrische Differenz ist (d.h. AAB := (AUB)\(ANB) fiir A, B € P(X); dabei ist U natiirlich
die iibliche Mengenvereinigung).

BEWEIS
Die Verkniipfungen A und N bilden tatséchlich Elemente aus P(X) wieder nach P(X) ab.

VORUBERLEGUNGEN
Seien A, B,C, D € P(X). Durch elementweises Nachrechnen zeigt man:

(1) (AUB)\C = (A\C) U (B\O).

(2) C\(AU B) = (C\4) N (C\B).

(3) (A\B)\C = A\(BUC).

(4) C\(4\B) = (C 1 B)U(C\A).

3) (AuB)N(CUD)=(ANCYU(AND)uU(BNCYU(BND,).

(6) (ANB)NC =AN(BNC)und AN B = BN A (nach Definition von N);
(AUB)UC =AU (BUC) und AU B = BU A (nach Definition von U).

( ) (A\B)N (AN B) =0 (trivial).
8) (ANB)U(ANC)=AN(BUCQC).

(9) AAB = (AU B)\(AN B) = (A\B) U (B\A).

Wir zeigen exemplarisch (1) und (2).

€E(AUB\C & (zx€AV xzeB) Nz¢C
& (x€eANz¢C)V (xeB Ax ¢ ()
& ze€(A\C) VvV ze(B\C)
& ze (A\C)U(B\O)

x € C\(AUB) xreC Nzxg¢AANz¢B

=
& (zreC ANaxg¢gA) N (xeC A xé¢ B)
& xe€(C\A) AN ze(C\B)

& z€(C\A)N(C\B)

ASSOZIATIVITAT VON A

(AAB)AC Dt ((AUB)\(AN B))AC

= ((A\B) U (B\A))AC

O (((A\B)U(B\A)) UO\(((A\B) U (B\A)) N C)
2 (((A\B) U (B\A)\C) U (C\((A\B) U (B\A)))

CLE T ((A\B)\O) U ((B\A\O)) U ((C\(A\B)) N (C\(B\4)))

CLY T (A\(BUC) UB\(AUC)) U(((CNB)U(C\A) N ((CNA)U(C\B)))
2 (A\(BUC)UB\(AUC)U((CNB)N(CNA)U(CNB)N(C\B))

U((C\A) N (C' N A)U((C\A) N (C\B)) =)




PLY (A\(BUO)U(B\(AUC)) U(C\(AUB))U(ANBNC)

CLO (AN C)N(ANB)U(ANC) N (A\C))U((A\B)N (AN B))
=ANBNC =0 =0
U((A\B) N (A\C)) U(B\(AUC)) U (C\(AU B))
=A\(BUC)
NeHER (AN C) U (A\B)) N ((ANB) U (A\C)) U ((B\(C'U A)) U (C\(BU 4))
PLE((A(B\O) N (A\(C\B))) U (B\C)\A) U ((C\B)\A))
R (A\((B\C) U (C\B))) U (((B\C) U (C\B))\4)
PO AA(B\C) U (C\B))
PR AA(BAC)

NEUTRALES BZGL. A
AAD = (AUDN\(A\D) = A\D=A=A\D= DU A\D N A) =0AA, d.h. 0 ist neutral bzgl. A.

INVERSE BZGL. A
AAA = (AUAN\(ANA) = A\A =0, d.h. jedes A ist zu sich selbst invers.

KOMMUTATIVITAT VON A
AAB=(AUB)\(ANB)=(BUA\(BNA)=DBAA, d.h. (P(X),A) ist kommutativ.

’Also ist (P(X),A) eine abelsche Gruppe. ‘

ASSOZIATIVITAT VON N
(ANB)NC = AN (BNC) nach Definition (axiomatischer Einfiihrung) von N.

GULTIGKEIT DER DISTRIBUTIVGESETZE

AN(BAC) = An((BUC)\(CNB))
= An((B\C)u(C\B))
= (AN(B\C))U(AN(C\B))
= (ANBYUANCON(ANC)N(ANB))
= (ANB)A(ANCQC)
(AAB)NC = ((A\B)Nn(B\A))nC
(AAB)NC)U ((BNA)YNC)
(ANCON\BNCHU((BNON\ANC))
ANC)A(BNCQC)

~ o~~~

| Also ist (P(X),A,N) ein Ring, |

KOMMUTATIVITAT VON N
AN B = BN A nach Definition von N.

EINSELEMENT
Fir alle Ae P(X)ist ANX =A=XnNA, dh. X ist neutral bzgl. N.

Also ist der Ring (P(X), A,N) kommutativ mit Einselement.




