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Fortsetzungen linearer Abbildungen

DEFINITION

Seien K ein Korper, V., W zwei K-Vektorrdume, Uy, Us zwei Unterrdume von V und f; : Uy — W,
f2: Us — W zwei K-lineare Abbildungen.

Eine K-lineare Abbildung f : V — W heift eine gemeinsame Fortsetzung von fi und fo auf V, falls
fiu, = fiund fiy, = fo-

BEMERKUNG

Wir haben schon des Ofteren Erweiterungen von Korpern und Ringen betrachtet; beispielsweise haben
wir die reellen Zahlen R durch Adjunktion des als eine Losung der Gleichung 22 + 1 = 0 definierten
Elements i zum Korper C := R[i] der komplexen Zahlen erweitert. Auch den Ring der Polynome R[X]
iber R haben wir erhalten, indem wir R mit einem transzendenten Element X erweitert haben, d.h.
einem Element, das in keiner Relation mit den reellen Zahlen steht.

Ebenso interessant wie solche Erweiterungen ist die Frage, ob und wie sich Homomorphismen auf die er-
weiterte Struktur fortsetzen lassen. Konkret suchen wir zu einer uns bekannten Abbildung f mit gewissen
Eigenschaften wie Linearitdt (Ordnungstreue, Abstandstreue, Stetigkeit, ...) auf einer gegeben Struktur
eine Abbildung, die auf einem grofleren Definitionsbereich definiert ist, auf der gegebenen Struktur die
gleichen Werte wie f liefert und auf der grofseren Struktur die gleichen Eigenschaften wie f hat.

PROPOSITION

Seien K ein Korper, V, W zwei K-Vektorrdume, Uy, Us zwei Unterrdume von V mit V = U; @ Uy und
f1: U — W, fo:U; — W zwei K-lineare Abbildungen.

Dann existiert genau eine gemeinsame Fortsetzung f von f; und fo.

BEWEIS

Sei u € V. Dann gibt es eindeutig bestimmte u; € Uy, us € Us mit u = uy + ug: Die Existenz von uq, usg
ist wegen V' = Uy + U, gesichert und wiren u) € Uy, uy € Us zwel weitere Elemente mit u = u} + ub,
dann Uy 3 uy —u) = uh—ug € U, d.h. uy —uf,ub —us € Uy NUz = {0} und damit v; = u} und uy = u).
Also ist die Darstellung von u auch eindeutig.

Wir definieren jetzt f:V — W durch Yu = u; +ug € Vi f(u) := fi(u1) + fa(uz).

f ist K-linear, denn

flotw) = f((v1+v2) + (w1 +wz)) = f((v1 +wi) + (v2a +w2)) = fi(v1 +w1) + fa(v2 + wa)
Ji(vr) + fi(wr) + fa(v2) + fa(wa) = fi(vi) + fa(va) + fi(w1) + fa(w2)
(v +v2) + flwr +w2) = f(v) + f(w).

f ist eindeutig, denn wére f' : V — W eine weitere Fortsetzung von f; und f5, dann gilt
fw) = flur +u2) = fr(ur) + fa(uz) = f(ur +u2) = f(u)
fiir allew € V, d.h. f = f'.

KOROLLAR

Seien K ein Korper, VW zwei K-Vektorrdume, Uy, Uy zwei Unterrdume von V und f; : U3 — W,
f2: Us — W zwei K-lineare Abbildungen.

(1) Genau dann gibt es mindestens eine gemeinsame Fortsetzung von f; und fo auf V', wenn fiir alle
u € U NU; gilt, dass fi(u) = fa(u).




(2) Es existiert hochstens eine Fortsetzung von f; und fo auf V, wenn V = Uy 4 U, gilt.

(3) Genau dann lassen sich f1, fo eindeutig auf V fortsetzen, wenn (1) und (2) erfiillt sind.

BEWEIS

(1) Setze U := Uy + Us. Definiere f : U — W durch f(u) = fi(u1) + fo(uz), wobei uy € Uy, us € Us
mit u = uy + uz. Dann ist f wohldefiniert, denn seien v} € Uy, u) € Uz mit w) + w5 € U. Dann liegt

u) —uy = ug — uh in Uy N Uy und damit gilt

fluy +uy) = filuy) + faluy) = fr(uy) — fr(ur) + fr(ur) + fa(uy) = fr(uy —ui) + fi(ur) + fa(uz)
= falug —uh) + fi(ur) + fa(uy) = fa(ua) = fa(uh) + fi(ur) + fa(us) = fi(ur) + fa(u2)
= flur + u2).

Dieses f ist eindeutig bestimmt und linear, also eine Fortsetzung von f; und fo auf U.

Sei nun U’ ein Komplement von U, d.h. V = U @ U’. Wir definieren f’': V — W durch f'(v) := f(u),
wobei v die eindeutige Darstellung v = u + v’ mit w € U, u’' € U’ habe. Dann ist f’ eine K-lineare
Fortsetzung von f auf V', also auch insbesondere eine K-lineare Fortsetzung von f; und fo.

Ist umgekehrt f’ eine Fortsetzung von fi und fo auf V, dann Vu € Uy NUs : f1(u) = f(u) = fa(u).

(2) Wir haben gezeigt, dass eine Fortsetzung f von fi, fo auf Uy + Us eindeutig ist. Im Fall V = Uy 4+ U,
gibt es also hochstens eine solche.

(3) Klar: Sind (1) und (2) erfiillt, dann existiert genau eine Fortsetzung von f; und fy auf V.

Gibt es umgekehrt eine eindeutige Fortsetzung f’ von f; und fo auf V, (B f’ definert wie in (1),
dann gilt offenbar (1). Wiirde (2) nicht gelten, dann gibe es ein nicht triviales Komplement U’ von
U:=U;+Uyin V. Sei f wie in (1) definiert, dann wire f”(v) := f(u)+ v (v=u+v € U U’)
eine K-lineare Fortsetzung von f1, fo auf V mit f” # f’, Widerspruch.



