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Analysis III
10. Übungsblatt

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in den Übungstunden vom 28. 1. 2009 bis 30. 1. 2009
vorzubereiten. Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und bis zum 26. 1. 2009 um 10.00 Uhr
in die gekennzeichneten Briefkästen einzuwerfen.

Aufgabe 10.1 Es sei Ω eine endliche, nicht leere Menge. Für jede Teilmenge A ⊂ Ω sei
ζ(A) = Anzahl der Elemente von A. Zeigen Sie:

(i) ζ ist ein Maÿ auf A = P(Ω).

(ii) Mit

εω(A) :=
{

1, falls ω ∈ A
0, falls ω /∈ A

ist
ζ =

∑
ω∈Ω

εω.

(iii) Jedes Maÿ µ auf P(Ω) hat die Form

µ =
∑
ω∈Ω

αωεω mit αω := µ({ω}).

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie für einen endlichen Inhalt µ auf einem Ring R:

µ

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai)−
∑

1≤i<j≤n

µ(Ai ∩Aj)

+
∑

1≤i<j<k≤n

µ(Ai ∩Aj ∩Ak)− . . . + . . . + (−1)n−1µ(A1 ∩ . . . ∩An)

für alle n ∈ N und alle A1, . . . , An ∈ R.

Aufgabe 10.3 Es sei Ω eine nicht leere Menge, R ein Ring in Ω und µ ein Prämaÿ auf R.
Weiter sei

R̃ := {A ∈ P(Ω) : A ∩R ∈ R für alle R ∈ R}
und

µ̃(A) = sup{µ(R) : R ⊂ A,R ∈ R}.
Zeigen Sie:



(i) Das Mengensystem R̃ ist eine Algebra in Ω mit R ⊂ R̃.

(ii) Die Abbildung µ̃ ist ein Prämaÿ auf R̃, welches µ fortsetzt.

Aufgabe 10.4 Eine Folge (µn)n∈N von Prämaÿen auf einem Ring R sei isoton, das heiÿt
µn(A) ≤ µn+1(A) für alle A ∈ R und alle n ∈ N. Zeigen Sie: Dann wird durch

µ(A) := sup
n∈N

µn(A), A ∈ R,

ein Prämaÿ µ auf R de�niert.
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