Zusatzblatt 3 Einfiihrung in die Maf- und Integrationstheorie

Zusatzblatt 3

1 MASSE UND ALGEBREN

Unser erstes Ziel ist es, eine verniinftige Moglichkeit zu entwickeln, beliebige Mengen zu ,messen”, ihnen
also eine Zahl zuzuordnen, die etwas iiber ihre ,Grofie aussagt. Betrachten wir etwa eine endliche Menge
M = {z1,...,2,}, so konnen wir beispielsweise eine Funktion p : P(M) — N definieren, die jeder Teil-
menge N C M die Anzahl ihrer Elemente p(N) := #N zuordnet.

Es wird sich bei unendlichen Mengen wie R oder R" als schwierig bis unméglich erweisen, einen kanoni-
schen Mafibegriff zu definieren, der jede Teilmenge erfasst. Daher kiimmern wir uns zunéchst zum einen
passenden Definitionsbereich einer solchen Mafifunktion. Sei eine Menge M gegeben. Eine Teilmenge
A C P(M) der Potenzmenge von M heifit ein Ring, falls § € A und fiir A, B € A stets auch AU B und
A\B in A liegen. Gilt zusétzlich M € A, so heift A eine Algebra.

Beispielsweise ist die Menge A,, C P(R™) aller endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter, halboffener
Intervalle (a,b] := (a1,b1] X ... X (@n,by] des R™ ein Ring. Auf A,, definieren wir eine (wohldefinierte)
Funktion A folgendermafsen:

VI = (ahbl] X oo X (an,bn] eh, : )\(I) = (bl — al) C et (bn — an)

VJ = @V, 0M]u. U @® p®] e A,  AJ) = A(aD,bD]) + ...+ AP b)),
Allgemein heift eine Funktion A : A — [0, 00] ein Inhalt, falls A(B) = 0 und A(AU B) = A(A) + A(b) fiir
A, B € A disjunkt.

Eine Algebra A heilt o-Algebra, falls fiir alle Folgen (4;);en € A auch J;-; 4; € A. Ein Inhalt

A A — [0,00] heift ein Maff auf einer o-Algebra A, falls fiir alle disjunkten Folgen (A4;);en auf A
gilt MUs2; 4Ai) = Yo MA) (o-Additivitit).

Nach all diesen Begriffseinfiihrungen kommen wir nun zum Wesentlichen: Der Definition eines Mafes auf
der kleinsten o-Algebra o(A,,), die alle Mengen aus A,, enthélt. Bezeichne 7 C P(R™) das System aller
in der euklidischen Topologie offenen Teilmengen von R™, dann ist o(A,,) = o(7), d.h. die Maffunktion,
die wir suchen, erlaubt es uns, jede offene Menge zu bewerten. o(7) heifst die BOREL-0-Algebra des R™.

Um nun A : A,, — [0,00] zu einem Maf auf o(A,,) fortzusetzen, benstigen wir den Satz von CARATHEO-
DORY: Jeder o-additive Inhalt auf einem Ring A ldsst sich eindeutig zu einem Mafl auf o(A) fortsetzen.

Die eindeutige Fortsetzung von A\ wird als das LEBESGUE-Maf des R™ bezeichnet.

2 INTEGRALE

Seien A C P(X) und B C P(Y) zwei o-Algebren, dann heifft eine Funktion f : X — Y messbar, falls
f~Y(B) € A fiir alle B € B. Insbesondere sind stetige Funktionen f : R™ — R messbar bzgl. der BOREL-
o-Algebra, da Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen wieder offen sind und damit in B(7)
liegen.

Sei A C P(X) eine o-Algebra mit A € A. Dann heifit T4 : X — Rmit T4(z) =1fiirz € Aund T4(z) =0
fir « ¢ A die charakteristische Funktion von A. Eine Abbildung f : X — R heiflt Treppenfunktion, falls
1, Cn € Rund Ay, ..., A, € A existieren mit f(z) = > ;_, ¢ 1a,.

Man kann zeigen, dass zu jeder messbaren Funktion f eine Folge von Treppenfunktionen existiert, die
punktweise gegen f konvergiert. Ist f > 0, dann kann die Folge monoton wachsend gewahlt werden; bei
beschranktem f sogar gleichméfig konvergent.

Was der ganze Zirkus soll, wird bei der Definition des LEBESGUE-Integrals klar: Sei p ein Mafs auf der
o-Algebra A C P(X). Fiir Treppenfunktionen s definieren wir kanonisch

/s du::ick,u(Ak) (8:ick]IAk> .
k=1

k=1

Ist f > 0 messbar, so setzen wir

/fdu::sup{/sdu

und schlieflich allgemein fiir messbares f

/ fdp = /max{f, 0} du — /—min{f7 0} dp  (falls nicht beide unendlich).

s Treppenfunktion mit 0 < s < f }
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3 EIGENSCHAFTEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Bezeichne £! die Menge der LEBESGUE-integrierbaren Funktionen. Seien f,g € £!. Dann gelten:
(1) [ ist linear und monoton, d.h. [(af +Bg) =a [f+B[gund f<g= [f< [g.

(2) Ist u(A) =0, dann [(f-T4) = 0.

(3) Ist h: X — [0, 00] messbar mit h < f, dann ist h € £ (Ma/orantenlwLtelwm)

(4) Ist A=J;; A, mit (A,)nen C A disjunkt, dann [(f-Ta) =Y oo, [(f - 1La,).

(5) Ist h messbar mit p({z € X | f(z) # h(z)}) =0, dann ist h € £' mit [ f = [h.

(6) Ist f >0 mit [ f =0, dann ist u({z € X | f(z) #0}) =0.

(7)

) |fle £t und | [ f] < [If]-

4 KONVERGENZSATZE

(1) Seien 0 < f; < fo < ... messbar und konvergent, dann ist lim [ f,, = [lim f,, (monotone Konvergenz).
(2) Sei (fn)nen messbar, f, > 0. Dannist Y 00 [ fo = [>07 | fn-

(3) Sei (fn)nen messbar, f, > 0. Dann ist [liminf f,, <liminf [ f, (FaTou).

(4) Sei (fn)nen messbar mit | f,| < g, dann ist lim [ f, = [lim f,, (majorisierte Konvergenz).

Mit der majorisierten Konvergenz lasst sich zeigen, dass jede RIEMANN-integrierbare Funktion auch LE-
BESGUE-integrierbar ist mit gleichem Integralwert. Das LEBESGUE-Maf ist also eine Verallgemeinerung
des JORDAN-Mafles.

5 INTEGRALSATZE

Kommen wir zur Anwendung der Resultate: Unter geeigneten Voraussetzungen besagt der Satz dber
parameterabhdngige Integrale, dass

i [ fGe.9) duto) = [ i [ £(o.9) dute

insbesondere vertauschen dann Ableitung und Integral:

/a f(z,y) dp(w).

Bei der Theorie der FOURIER-Transformation kommen wir in den Genuss dieser Eigenschaft: Dort iiberset-
zen sich mit Hilfe dieses Satzes Ableitungen in Multiplikationen, wodurch wir eine Moglichkeit gewinnen,
partielle Differenzialgleichungen ohne Aufwand zu 16sen.

Der Satz von FUBINI erlaubt uns wie beim RIEMANN-Integral iterative Integration und Vertauschung der
Integrationsreihenfolge:

/fwy dpg(z,y) = /(/fﬂcy dpua ( ))dul /(/fxy dpu (y )dul(x)-

Insbesondere erhalten wir das Prinzip von CAVALIERI: Sei A € B(jiy,), dann liegen alle (n—1)-dimensionalen
Hyperflichen A; := {(21,...,2n-1) | (1, .., Zpn—1,8)} in B(tp—1) und

in(A) = / o1 (Ad) dpns (1)

Schlieflich erhalten wir eine Verallgemeinerung des Transformationssatzes: Seien U,V C R™ offen und
® : U — V ein ¢!-Diffeomorphismus, dann ist o ® = | det ®’| -y ein Ma und f € £!(0 ®) genau dann,
wenn f o ®|det ®'| € £!(u) mit

/(f M) dp = /((fo B[ det ') - Ty) dp.
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6 HILBERT-RAUME

Ein HILBERT-Raum ist ein Paar (H, (-, -)), bestehend aus einem Vektorraum H und einem Skalarprodukt
(+,-), so dass H bzgl. der Norm ||z||x := v/(z,z) (z € H) vollstdndig ist (in dem Sinne, dass alle CAUCHY-
Folgen aus H in H konvergieren).

Ein zentraler Satz der HILBERT-Raumtheorie ist der Satz vom Minimalabstand: Zu jedem x € H und
jedem konvezen, abgeschlossenen K C H gibt es genau ein y € H, das x bzgl. || - || am ndchsten liegt.

Speziell gilt dies fiir Untervektorrdume K C ‘H, da diese offensichtlich konvex und abgeschlossen sind.
Wir erhalten so den Satz von der Orthogonalprojektion: Seien K C ‘H ein Teilraum von H und x € H,
dann ist y € H Minimalelement zu x < (y—x) LK, d.h. wenn jedes Element aus K bzgl. (-, -) orthogonal
zu (x — y) ist.

Mit diesen beiden Resultaten lésst sich der Satz von der Orthogonalzerlegung beweisen: Ist K C 'H ein
Teilraum, dann auch K+ :={x € H |Vy € K : (z,y) =0} und es gilt H =K & K*+.

In HILBERT-Réumen gilt der RiEszsche Darstellungssatz: Sei ¢ : H — R eine lineare Abbildung, dann
existiert genau ein y € H mit ¢ = (y, ), d.h. Vo € H : p(x) = (y,x).

Wir wenden uns nun einem ganz speziellen HILBERT-Raum zu. Bezeichne 7 die Menge aller messbaren
f:X = Rmit [|f]P du < oo

Auf P definiert die Abbildung || - ||, := ([ |p)% : ZP — R keine Norm, daher fiihren wir auf .£” eine
Aquivalenzrelation ein: f ~ g i u({z € X | f(x) # g(z)}) = 0. Der Raum L? der Aquivalenzklassen
[]~ von ~ ist dann ein BANACH-Raum bzgl. der p-Norm (auf .#? fehlt uns die Definitheit von || - ||,!).

Speziell im Fall p = 2 ist £P ein HILBERT-Raum mit kanonischem Skalarprodukt (f,g) := [(f - g) du
(wobei wir bei der Notation zwischen f und [f]. nicht mehr unterscheiden, da wir ohnehin auf £P
vertreterweise rechnen: [f]~ + [g]~ := [f + g]~ und «[f]~ := [af]~ fir f,g € LP, a € R).

7 BESTAPPROXIMATION IN HILBERT-RAUMEN

Seien X := (—m,7) und n € N. Dann bildet die Menge II,, aller Polynome von Grad < n einen (n + 1)-
dimensionalen Teilraum des (unendlich dimensionalen) HILBERT-Raumes H := £2. Unser Ziel ist es, eine
Funktion f aus H moglichst gut durch ein Polynom aus II,, zu approximieren; im Idealfall erhalten wir
so eine Folge (py)nen von Polynomen p,, € II,, mit p, "—> f.

Es ist klar, dass unsere Bestapproximation p, aus II, zu f € H das Minimalelement ist: Nach dem Satz
von der Orthogonalzerlegung ist H = II,, ® IT;-, d.h. f hat eine eindeutige Darstellung f = p,, + p; mit
pn € II,, und p;- € II- und p, hat nach dem Satz von der Orthogonalprojektion minimalen Abstand zu
f.

Um p,, explizit zu bestimmen, brauchen wir zunichst eine Basis von II,,, etwa vy, := 2* (k = 0,...,n).
Dann gibt es eindeutige Ag, ..., A, mit p,, = ZZ:O Apz® und die Ay sind eindeutige Losung des Problems

AN =0, A= ((2',27))2IEn e RFDXOHD o= (3 f) € R

8 FOURIER-REIHEN

Wir veranstalten den ganzen Spafs der Bestapproximation noch einmal, nur wiahlen wir diesmal nicht den
Raum II,, von Polynomen, sondern den Raum T, der trigonometrischen Funktionen Zzzfn ape mit
ai €C, e = \/%e““.

Die e_,, ..., e, bilden dann nicht nur eine Basis von T},, sondern auch ein Orthonormalsystem, d.h. es gilt
(€i,e;) = 0 fiir ¢ # j und (e;,e;) = 1 fiir alle ¢ = —n, ..., n. Die Bestapproximation f eines f € H lasst
sich daher darstellen als

n

f= Z (er, fhex ({ek, f) der k-te FOURIER-Koeffizient zu f).

k=—n

Mit Hilfe der EULERschen Formel e = cos(t) + isin(¢) kénnen wir auch schreiben

a - - .
f) = 50 + I; ay cos(kt) + ; b, sin(kt) (ak,br € R).
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Betrachtet man wieder die Folge der Bestapproximationen ( fn)neN mit fn € T, so lasst sich zeigen,
dass stets f := lim f, = f. Wir nennen f die FOURIER-Reihe zu f. Dies erinnert stark an die TAY-
LOR-Reihen aus der Analysis I, die Theorie der FOURIER-Reihen hat aber zwei entscheidende Vorteile:
Die darzustellenden Funktionen miissen hier nur messbar, nicht unendlich oft differenzierbar sein und
die FOURIER-Reihe eines messbaren f konvergiert immer, und zwar immer gegen f (das war bei den
TAYLOR-Reihen nicht so!).

Wir haben also eine M&glichkeit gewonnen, die grofte Klasse der messbaren Funktionen in Reihen trigo-
nometrischer Funktionen zu entwickeln. Fine technische Anwendung der Theorie von FOURIER-Reihen
und FOURIER-Transformation (entwickelt von FOURIER 1822 in Zusammenhang mit Warmeleitung) ist
beispielsweise die Audiokompression (— MP3, SEITZER-BRANDENBURG, seit 1960).

9 DIE FOURIER-TRANSFORMATION

Eine kontinuierliche Variante der FOURIER-Reihen ist die FOURIER-Transformation — grob gesagt: Der
Ubergang der diskreten Summe zur kontinuierlichen Summe, sprich zum Intgegral.
Mit

1 1

ek(x):\/ﬂe“” ~eg(x) = Eei&;
fomlenf) = —— [ f@e ™ de w F(€) = (e, f) = " fa)e v d

Vor J_x

lasst sich f schreiben als

W_Tr

1@)= [ Feects) a.

F(f):= fheiiét die FOURIER-Transformierte von f und F die FOURIER-Transformation.

Analog definieren wir fiir integrierbares f : R” — C:

F(f)(a) = ﬂiﬁ / F(€)e*e de.

Wie schon erwahnt, verwandeln sich Ableitungen von f durch FOURIER-Transformation in Multiplika-
tionen:

F(Okf)(x) = =iz F (f) ().

10 ANWENDUNG: DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Sei G C R"™ ein Gebiet. Die Wdarmeleitungsgleichung ist eine Anfangsrandwertaufgabe der Form

ug(t, z) — Agu(t,x) = fir (t,z) e Rt x G
u(t,z) = fir (t,z) e R* x 0G . (WLG)
u(0,x) = uo(x) firz e G

Sei u eine glatte Losung zu (WLG), dann gilt wegen
6]'67”{ _ _Z-gjefiaf ~ aj?efixg _ _é?efizg ~ Ae*imﬁ _ _|€|267im£

fiir die FOURIER-Transformierte @ von u, dass

u(t, &) = %# Jgn €7 u(t,z) dz = ﬁ Jpn €7 uy(t,2) dz = ﬁ Jgn €7 Au(t, z) da
. AP 4 ~
= e Al ult2) do = L e ulte) de = [Pt ),

d.h. u(t, &) erfiillt zu festem ¢ eine gewohnliche Differenzialgleichung in ¢.
Zusammen mit der Anfangsbedingung @(0,£) = ug(€) ergibt sich als Losung

a(t, &) = e (6)
und wir erhalten durch Riicktransformation unser u:

u(t,z) = Fla(t,)(x) = et €) de

Vo Je
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