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AUFGABE 11
Finden Sie Losungen x1, 2,23, z4 : R — R zu dem linearen Anfangswertproblem
r1 = 2x1+ a9+ 23 .’L‘l(O) =cC1
To = 2T+ T3+ 314 332(0) = Cy
j?g = 21‘3 .563(0) = C3 ’
It4 = X4 I4(0) = C4
wobei ¢y, ¢o, c3, ¢4 Teelle Konstanten sind.
LosuNG
(1) Reduktion auf System erster Ordnung:
2 1 10 1
. . _ 0 2 1 3 Ax4 _ T2 . 4
= Axr mit A = 00 2 0 e R &= . R — R*.
0 0 01 T4
(2) Bestimmung der Eigenwerte: \y = 1, Ay = 2.
(3) Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren:
1 1 1 0 Y1 0 Y1 = 3¢ 3
_ . 01 1 3 | |0 Yo = —3¢ -3
(A /\1)1}1 =0 < 0010 " =1lo =4 Yz = 0 MU = 0 )
00 00 Y4 0 Ys =c¢ 1
01 1 O Y1 0 Yy =c 1
_ _ 0 01 3 ya| |0 y2 =10 |0
(A=X)2=0"= 14 5 o o] lo] © §wm=o0 o=y
0 00 -1 Y4 0 ys =10 0
(4) vy € Bild(A — Xp), denn (A — X)e® = v,. Berechnung der beiden Hauptvektoren zu vs:
01 1 0 Y1 1 Y1 =c¢ 1
. _ 001 3 vw| |0 Y2 =1 _ 1.
(A=X)h1 =v1 = 000 0 wml= 1o = =0 hy = ol
0 00 -1 Y4 0 ys =0 0
01 1 0 U1 1 Yy =c 1
_ _ 0 01 3 ya| |1 Y2 =0 |0
(A )\2)h2 =h = 00 0 0 " =1lo = ys = 1 ~ he = 1
0 00 -1 Y4 0 ys =0 0

(5) Spétestens jetzt (in diesem Beispiel aber schon nach (3)) ist klar, wie die JORDAN-Matrix aussieht:

U:('UQ hl h2 ’Ul):

11
0 1
0 0
0 0
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(7) Berechnung von exp(t.J):

€2t 42t ge% 0

+J 0 et te2 | 0
0
\ 0

(8) Fundamentalsystem:

A g 0 2t te2t 3(e2t _ ¢t
et =UeUt = 0 0 o2t ( )
0 0 0 et

1€t + cote?t + 03(% +t)e?t + cy3(te? +et)

2t 2t 2t
2(t) = ety = Cg€2t + cste®® + c43(e el)
C3€
cqelt
AUFGABE 12
Eine Kugel wird im Punkt zg = x(0) einmalig angestoffen und rollt mit Anfangsgeschwindigkeit

vg = 2(0) von dort aus ohne weiteren Antrieb, aber unter dem Einfluss der Reibungskraft
fw)=a+p? (a,B>0)

geradlienig weiter.

Die Bewegung der Kugel wird dabei beschrieben durch die Differenzialgleichung
mi = — f ().

(1) Wie lange dauert es, bis die Kugel stehen bleibt? Wie lange dauert es maximal (vg — 00)?

(2) Welchen Weg hat sie dann zuriick gelegt?

LOSUNG

Ohne Reibung liegt ein triviales lineares Anfangswertproblem vor:

Z(t)=0
z(0) =z ~ x(t) = tvg + o.
.T(O) = Vo

Mit Reibungsterm: Substituiere u := 4 und l6se

{ i = — (o + Bu?)
u(0) = vg

Mit Separation der Variablen:

dy
a+ By?

f(t):=1und g(u) := f%(a + Bu?) ~ F(t) ::/0 dt =t und G(u) := fm/u

Unter Ausnutzung von

do = arctan(z)
[ 2 = arctan(z
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ergibt Gleichsetzen

Auflésen nach wu ergibt

0= arctan(0) = —

vapj

Fiir vg — oo:

(2) Berechnung von z(T") mit

/tan(;v) dz = —In| cos(z)|

To + /t \/gtan (arctan (\/Bm) — @ s) ds
0 o m

x(t) =

8
m
s
[SE]
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1
o + g/ tan(cy — ca8) ds
V B Jo
Q

(auf geeignetem Bereich) :

——

— =:co

=:C1

o + \/; <_612> [~ In|cos(er — e28)[]g

(In(cos(e1)) — In(cos(e; — eat)))

m
o — l?
1‘0—@111
B

35

3o

28

20

Position x der Kugel in t

oo (20

Geschwindigkeit dx/dt der Kugel in t
a

20
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