
Zusatzblatt 1 Übungsgruppe AIII

Zusatzblatt 1

Lemma

Seien D ⊆ R offen, g ∈ C1(D,R) und f ∈ C0(D × E,R) mit ∀x ∈ D : [0, g(x)] ⊆ E und y 7→ f(x, y)
integrierbar auf [0, g(x)] sowie ∀y ∈ E : x 7→ f(x, y) ∈ C1(D,R).

Dann ist F : D → R mit

F (x) :=
∫ g(x)

0

f(x, y) dy

auf D stetig differenzierbar mit Ableitung

F ′(x) = f(x, g(x))g′(x) +
∫ g(x)

0

f1(x, y) dy.

Beweis

Definiere die beiden Funktionen Ψ : g(D)×D → R und Φ : D → R2 durch

Ψ(a, b) :=
∫ a

0

f(b, y) dy und

Φ(x) := (g(x), x).

Dann sind Ψ,Φ stetig differenzierbar, F = (Ψ ◦ Φ) und es gilt

F ′(x) = (Ψ ◦ Φ)′(x)
= (∇Ψ)(Φ(x)) ◦ Φ′(x)

=

[(
f(b, a)∫ a

0
f1(b, y) dy

)∣∣∣∣a=g(x)

b=x

]
·
(
g′(x)

1

)
=

(
f(x, g(x))∫ g(x)

0
f1(x, y) dy

)(
g′(x)

1

)
= f(x, g(x))g′(x) +

∫ g(x)

0

f1(x, y) dy.

Behauptung

Seien α1, α2, β ∈ R, α2 6= 0, u0 ∈ C1(R,R) und f ∈ C0(R2,R).

Dann löst

u(x, y) := e
β

α2
y

(
u0

(
x− α1

α2
y

)
+
∫ 1

α2
y

0

e−βrf

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
dr

)

das Anfangswertproblem

α1ux + α2uy = βu+ f

u|Γ = u0,

wobei Γ := {(x, 0) | x ∈ R} die x-Achse bezeichne.

Beweis

Klar: u ist C1. Wir müssen also nur nachrechnen, dass u die Differenzialgleichung erfüllt. Es gelten

α1ux(x, y) = α1e
β

α2
y

[
−α1

α2
u′0

(
x− α1

α2
y

)
+
∫ 1

α2
y

0

e−βrf1

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
dr

]
;
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α2uy(x, y) = α2
β

α2
e

β
α2
y

[
u0

(
x− α1

α2
y

)
+
∫ 1

α2
y

0

e−βrf

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
dr

]

+α2e
β

α2
y

[
−α1

α2
u′0

(
x− α1

α2
y

)
+ F ′(y)

]
mit

F (y) :=
∫ g(y)

0

ϕ(y, r) dr, g(y) :=
y

α2
, ϕ(y, r) = e−βrf

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
.

Nach dem Lemma gilt dann

F ′(y) = ϕ(y, g(y))g′(y) +
∫ g(y)

0

ϕ1(y, r) dr

= e−
β

α2
yf

(
α1

α2
y + x− α1

α2
y,
α2

α2
y

)
1
α2

+
∫ 1

α2
y

0

e−βr
(
−α1

α2

)
f1

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
und wir erhalten

α2uy(x, y) = βe
β

α2
y

[
u0

(
x− α1

α2
y

)
+
∫ 1

α2
y

0

e−βrf

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)
dr

]

+e
β

α2
y

[
−α1u

′
0

(
x− α1

α2
y

)]
+e

β
α2
y
[
e−

β
α2
yf (x, y)

]
+e

β
α2
y

[∫ 1
α2
y

0

e−βr(−α1)f1

(
α1r + x− α1

α2
y, α2r

)]
= βu(x, y)+f(x, y)− α1ux(x, y)
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