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GRUNDLAGEN 0.1

Sei ab jetzt X stets eine nicht leere Menge.

(1) (X, ) heifst eine Magma, falls * eine Verknipfung auf X ist, d.h. falls x: X x X — X, (z,y) — zxy
eine Abbildung ist.
Beispiele hierfiir sind (P(X),\), (P(X),N), (P(X),U). O

(2) Eine Magma (X, *) heifit eine Halbgruppe, falls x assoziativ ist, d.h. falls fiir alle z,y,z € X gilt:
Zum Beispiel sind (N, +), ({2n | n € N}, +), ({2n | n € N}, ) Halbgruppen. O

(3) Eine Halbgruppe (X, x*) heift ein Monoid, falls (X,*) ein neutrales Element besitzt, d.h. falls ein
e € X existiert, so dass fiir alle v € X gilt: exx =z =z xe.

e ist in dem Fall eindeutig bestimmt.
Betrachte M := {1,2,3} und A := {id, f,¢,h} mit f =1, g =2 und h(1) =2, h(2) =1, h(3) =3,
wobei id, f,g,h : M — M. Dann ist (A, o) ein Monoid. %

(4) Eine Halbgruppe (X, *) heifit eine Gruppe, falls jedes Element invertierbar ist, d.h. falls zu jedem
z € X einy € X existiert mit zxy=e=y*xz.

Auch die Inversen sind eindeutig bestimmt.

Wichtige Beispiele sind die Gruppe der reellen (nxn)-Matrizen (R"*", 4), die Kleinsche Vierergruppe

und (QT, ). O
(5) Eine Gruppe (X, *) heifst abelsch, falls * kommutativ ist, d.h. falls Vo,y € X :zxy =y * x.

Beispiele sind neben den zuvor Genannten etwa (P, A) und ({1, —1,¢, —i}, ).

Die Menge der invertierbaren (n x n-Matrizen bildet mit dem Matrixprodukt eine nicht abelsche
Gruppe. o

(6) (X,+, ") heift ein Ring, falls + und - Verkniipfungen auf X sind, so dass (X, +) eine abelsche Gruppe
ist, (X, -) eine Halbgruppe und fiir alle z,y, z € X die Distributivgesetze x - (y + z) = (z - y) + (z - 2)
und (z+y)-z=(x-2)+ (y-2) gelten.

n .
Beispiele: (Z,+, ), (Z x Z,+,"), RIX] = {32 a:X'| n € Z, a; € R}, (P(X), A,0), (Z[i],+,).
i=0
Fiir gewohnlich betrachten wir kommutative Ringe mit Einselement, d.h. Ringe (X, +,-), bei denen

(X, ) ein kommutativer Monoid ist. Beachte aber: Die Matrizengruppe ist nicht kummutativ. %

(7) Sei (X,+,-) ein Ring. (X, +, ) heift ein Kdrper, falls (X\{0},-) eine abelsche Gruppe ist, d.h. falls
(X, 4+, ) ein kommutativer Ring mit 1 ist, in dem jedes von 0 verschiedene Element bzgl. - invertiervar

1st.

Beispiele: (Qa =+, ')7 (]Ra =+, ')v (C, =+, ')7 R(X) = {g | p,q € R[X]v q 7£ 0}7 Fy = ({Oa 1}3 +, ) O
(8) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. A heift ein R-Modul, falls es eine Verkniipfung R x A — A,

(r,a) — ra gibt, so dass gelten:

(a) (A, +) ist eine abelsche Gruppe.

(b)Vg,r €R, a,be A:r(a+b) =ra+rbund (¢+r)a = qa+ra.

(c)Vg,r € R, a € A: (rq)a = r(qa).

(d) Vae A:1la=a.

Ist R sogar ein Korper, so heifit A ein R-Vektorraum. O
(9) Ist A ein R-Modul, der zusitzlich eine innere Verkniipfung A x A — A, (a,b) — ab besitzt, so dass

gelten

(e) Ya,b,c € A: a(bc) = (ab)c,

(f) Va,b,c € A: (a+b)e = ac+ bc und a(b+ ¢) = ab + ac,

(g) Vr € R, a,b e A:r(ab) = (ra)b,

so heift A eine R-Algebra. O
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DEFINITION 0.2
Eine Gruppe G ist eine Menge X # () mit einer Vekniipfung *, so dass gelten:

() Va,y,z€ X : (xxy)*xz=x*(y*2).
(2)Jee X:VzeX:exz=x=zxx*e.
B)VzeX :yeX zxy=e=yx*ux.

G heil’t abelsch, falls zusatzlich gilt:
Q) Ve,ye X :xxy=yxxa.

BEMERKUNG 0.3
(1) Ublicherweise bezeichnet man mit G sowohl die Gruppe als auch die Grundmenge: G = (G, *).
(2) Das neutrale Element und die Inversen sind eindeutig bestimmt.

(3) Fiir z,y € G gilt (zxy) L =y txa L. O

BEISPIEL 0.4

(1) Wir betrachten die Menge (Ss) der Symmetrien eines regelméifigen Dreiecks ABC, genauer: die
Menge der Drehung p um den Winkel 60° und der Spiegelungen o4,0p,0¢ an den durch A, B,C
verlaufenden Symmetrieachsen.

Bezeichnen wir die Menge aller Kompositionen dieser Symmetrien mit S3, dann erhalten wir die

Menge Sz = {id, p, p?,04,08,0c} (beachte: z.B. poos = 0c, poog =04, pooc =0p).

(83, 0) erfiillt die Axiome einer Gruppe, ist aber nicht abelsch (denn o4 005 = p # p?> =g o0a).

Az := {id, p, p?} C S5 dagegen bildet mit der Komposition o sogar eine abelsche Gruppe. Die Gruppe

wird von p erzeugt, d.h. A3 = {p" | n € Z}; man nennt Az daher auch zyklische Gruppe Ordnung 3

(da p3 =id). O
(2) Sei m € N, m > 2. Dann gibt es fiir jedes z € Z eindeutig bestimmte ¢, € Z mit z = gm + r und

0 <r < m — 1. Wir bezeichnen die Menge der m-Reste {0,...,. — 1} mit Z,, und betrachten die
Abbildung *: Z — Z,, z+—Z: =1, (mit 2 = g;m +r,).

(Zy,,*) bildet eine abelsche Gruppe, wenn man setzt Va,y € Z,, : x *y := z + y. Das neutrale
Element ist 0; zu = € Z,, ist —z := m — x das Inverse. Z,, heifit die Restklassengruppe modulo m.

Es gilt Va,y € Z,, : x +y = T * 7, d.h. ~ ist ein ,Gruppenhomomorphismus” zwischen den Gruppen
(Z,+) und (Zyy,, *). Weiter gilt Vz € Z,, : Z2=zund Vz €Z:Z =7Z. O

DEFINITION 0.5

Seien (G, *) und (H,4) Gruppen. Eine Abbildung p : G — H heiflt ein Gruppenhomomorphismus,
falls fiir alle f,g € G gilt: p(f * g) = p(f) + p(9).

BEMERKUNG 0.6

1) Sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann p(1g) = 1z und p(g~—*) = (p(g)) L.

2) Mit p: G — H und ¢ : H — K Gruppenhomomorphismen ist auch ¢ o p: G — K einer.
3)id:G—G, g—gund 0: G — G, g+— 1lg sind stets Gruppenhomomorphismus von G in sich.
4) Auf (Z,+) ist fir jedes m € Z die Abbildung Z — Z, z — mz ein Homomorphismus.

(

(

(

(

(5) Ist ¢ ein bijektiver Homomorphismus (ein Gruppenisomorphismus), dann auch ¢=1.
(

(

(

(

)

)

)

)
6) Mit p, o ist auch p o ¢ ein Isomorphismus und es gilt (po )™t = top™t
7) Ist G eine Gruppe, dann bildet Aut(G) := {p: G — G | G ist Isomorphismus} eine Gruppe.
8) Sei G eine Gruppe. G’ C G heifit eine Untergruppe von G, falls (G',+) Gruppe ist.

)

9) Seien p : G — H ein Gruppenhomomorphismus, G’ € G und G’ € H Untergruppen. Dann sind
p(G") € H und p~'(H') C G Untergruppen. Speziell sind das Bild p(G) und der Kern p~t(1p)
Untergruppen. O
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DEFINITION 0.7
R := (X, +,) heifst ein Ring, falls + und - Verkniipfungen auf X sind, so dass gilt:

(1) (X,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) (X,-) ist assoziativ.
(3) Es gelten die Distributivgesetze.

Gibteseinl € X mit Ve € X : 1.2 =2 =z - 1, dann heift (X, +, ) Ring mit Eins.
Gilt Vz,y € X : -y =y - x, dann heift X kommutativ.
Gilt Vz,y e X :x-y=0= x =0 oder y = 0, dann heilit X nullteilerfre:.

BEISPIELE 0.8
(1) (Z,+,-) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins (ein Integrititsbereich).

(2) (Zm,+,-) mit Va,b € Z, :a+b:=a+bund a-b:=a-b ist ein kommutativer Ring mit Eins, der
Restklassenring von m. Zy, ist i.A. nicht nullteierlfrei.

(3) Ein besonders langweiliger Ring ist der Nullring ({0}, +,-) (mit 0+0=0-0=0).

(4) Alle ,Korper“ wie Q, R, C sind insbesondere Integritatsbereiche.

(5) Die Menge Z[i] := {a + bi | a,b € Z} bildet einen Ring, den Ring der Gaufischen Zahlen. Dieser ist
kanonisch isomorph zu Z x Z via Z[i] — Z?, a + bi — (a,b).

(6) Ist (G,+) eine Gruppe, dann ist (G, +,-) ein Ring, wobei Va,y € G : -y := 0.

(7) Ist (G,+) eine Gruppe, dann ist (End(G),+,0) ein Ring mit Eins, wenn man fiir ¢,¢ € G setzt
e+ :G—G, g— o(g)+¥(g) und potp: G — G, g p(1(g)); dann ist id das Einselement. ¢

DEFINITION 0.9

Seien (R, +,-) und (S, %, 0) Ringe. Eine Abbildung p : R — S heifst ein Ringhomomorphismus, falls fiir
alle f,g € R gilt: p(f + g) = p(f) * p(g) und p(f - g) = p(f) © p(g)-
Sind R, S Ringe mit Eins, dann heift p unitdr, falls p(1g) = 1g gilt.

BEISPIELE 0.10
(1) Die Inklusionsabbildung ¢ : Z — Q, z +— z ist ein Ringhomomorphismus.

(2) 7:Z — Zy,, x — T ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

(3) Sind p: R — S und ¢ : S — T Ringhomomorphismen, dann ist auch ¢ o p: R — T einer.
(1)
()

5) Fiir festes a € Z ordnet der Finsetzungshomomorphismus Z[X| — Z, p — p(a) jedem Polynom p des
Ringes Z[X] die Einsetzung p(a) € Z zu.

(6) Sei R ein Ring mit Eins. Dann heifit » € R eine Einheit (bzgl. -), falls r invertierbar ist, d.h. falls es
ein g € r gibt mit r¢ = 1.

id:R— R, r—rund 0: R — R, r — 0 sind stets Ringhomomorphismus von R in sich.

(7) Die Einheiten eines Ringes R bilden eine Gruppe, die mit R* bezeichnete Einheitengruppe von R.
Beispielsweise ist Z* = {—1,1}, (Zl:])* = {-1,1, —i,i}.

Fiir die Einheiten in Z,, gilt: a € Z,%, < ggT(a, m) = 1.

(8) Sind R, S Ringe mit Eins und p : R — S ein unitirer Ringhomomorphismus, dann gelten p(R*) C 5%
und Vr € R* : p(r=1) = (p(r)) L. O
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0.4 Korper und Koérperhomomorphismen

DEFINITION 0.11

Ist IC ein kommutativer Ring mit Fins, in dem jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist, dann
heifst K ein Korper.

BEMERKUNG 0.12

Sei R ein Ring. Dann ist R genau dann ein Kérper, wenn R* = R\{0}. O

SaTz 0.13 (Restklassenkorper)

Z.y, ist genau dann ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

BEWEIS

=: Seien Z,, ein Kérper und a € N mit a < m. Dann a € Z),, also invertierbar in Z,,. Nach letzten

0.10.7 gilt dann ggT(a,m) = 1. Also Va € N: alm = a = m oder a = 1, d.h. m ist prim.

<: Sei umgekehrt m prim, d.h. Va € Z,\{0} : ggT(a,m) = 1 = a € Z), (wiederum mit 0.10.7)
= 7), = Zn\{0} = Z,, Korper. O

BEMERKUNG 0.14

Jeder endliche Integritétsbereich ist ein Korper: Sei R ein endlicher Integritétsbereich. Dann gibt es zu
z € R\{0} natiirliche Zahlen n,m € N mit n < m und 2™ = z". Da R Integritétsbereich, gilt die
Kiirzungsregel Va,b,c € R, a #20:ab=ac=b=c,dennab=ac=alb—c¢)=0=b—c=0= b=
mit ¢ = 2", b=1 und ¢ = 2™ " erhalten wir £™ " =1, also z2™ "1 =1, d.h. € R*. O

DEFINITION 0.15

Seien (K, +,-) und (L, *,0) Korper. Eine Abbildung p : K — L heiflt ein Kdrperhomomorphismus,
falls fiir alle f,g € K gilt: p(f 4+ g) = p(f) * p(9), p(f - 9) = p(f) o p(g) sowie p(1x) =1f.

BEMERKUNG 0.16

(1) Die Verkettung von Kérperhomomorphismen ist ein Kérperhomomorphismus.

(2) Der einzige Korperhomomorphismus auf Q ist die Identitét.

3) #:C—C, (a+ib) —a—ibbzw. 5 : RxR - R xR, (a,b) — (a,—b) sind Kérperhomomorphismen.
(4)

4H:Q—-R, g— qund R — C, r — r sind Kérperhomomorphismen, sog. Einbettungshomomorphis-
men.

(5) Jeder Korperhomomorphismus ist injektiv: Seien p : K — L ein Kérperhomomorphismus und a,b € K
mit p(a) = p(b), d.h. p(a —b) = 0. Wegen p(K*) C L™ = L\{0} folgt a —b ¢ K*, also a —b =0 und
damit a = b.

(6) Seien p, ¢ prim. Gibt es einen Kérperhomomorphismus p : Z, — Z,4, dann p = ¢ und p=id: Angenom-
men, p # ¢g. Da p injektiv, gibt es keinen Kérperhomomorphismus von F, nach F,. Ein Homomor-
phismus p : F, — F, dagegen wire wegen p(1,) = 1, und p(1,) = p((p+1)1,) = (p+ 11, =p+1
nicht wohldefiniert.

Ist nun p : F, — [, ein Homomorphismus, dann p(k) = p(1+...4+1) = p(1)+...+p(1) = 1+..+1 =k
fiir jedes k € ).

(7) Sei d € Z\{0,1} quadratfrei, d.h. d* ¢ Z. Dann ist Q(v/d) := Q 4+ vdQ := {q+ Vdr | ¢,r € Q} C C,
versehen mit der Addition und Multiplikation von C, ein Korper.

Fiir d € N ist Q(v/d) ein Teilkrper von R; fiir d < 0 liisst sich auch R zu R(v/d) C C erweitern.
Speziell ist C selbst eine Kdrpererweiterung von R: C = R(7). O
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