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2 Vektorraume und Gleichungssysteme

2.1 Der n-dimensionale K-Vektorraum

DEFINITION 2.1

Seien K = (K, +,-) ein Korper, V eine Menge und + : VxV — V, - : K xV — V (neue) Abbildungen.
Dann heift V := (V, +, ) ein K- Vektorraum, falls (V,+) eine abelsche Gruppe ist, d.h.

(1) Yu,v,w eV :iu+ (v+w) = (u+v) + w;

2)Vo,weV :iv+w=w+uv;

3)IeV:VveV:iv+0=u;

A YoeV:I(—v)eV v+ (-v)=0

und fiir alle a, 6 € K, v,w € V gelten:

(5) a(v+w) = av + aw;

(6) (a+ B)v = av+ Bu;

(7) a(Bv) = (aP)v;
(8) 1

U = .

BEISPIEL 2.2

(1) Versehen wir die Menge K™ = {(z1,...,%y) | Z1, ..., Zn € K} mit den Operationen

(x17"'7xn)+(y1a"'ayn) = ($1+y177$n+yn),
a(zy, .., xn) = (az1,...,0z,)

(z,y € K", a € K), so wird K" zu einem C-Vektorraum.
(2) Die Menge F' aller Funktionen f: R — R wird durch

(f+9)(=@) = [flz)+g();
(af)(z) = af(z)

(f,ge F, z € R, a € R) zu einem R-Vektorraum F. O

DEFINITION 2.3

Seien V = (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V. Dann heift U := (U, +|v, |v) ein (K-)Unter-
vektorraum von V (in Zeichen: U C V), falls gelten:

(1) Yo,weU :v+weU;

2)YwelU, ac K:aveU,

BYU#A0(=0el).

BEMERKUNG 2.4

Ein Unterraum U4 C V eines K-Vektorraums V ist stets selbst wieder ein IC-Vektorraum. O

BEISPIEL 2.5

(1) Seien V ein K-Vektorraum, vy, ..., v, € V, dann ist
U :=span({v1, ..., vm ) == {a1v1 + ... + QmUm | 01, .oy € K}
ein Untervektorraum von V.

{v1, ..., Um } heilt ein Erzeugendensystem von U und U der von {vy, ..., v} aufgespannte Raum. Ele-
mente aus U werden Linearkombinationen aus {vy, ..., vy} genannt.

(2) {f:R—>R| f ist stetig} und {f : R — R | f ist differenzierbar} definieren Unterrdume von F.
Entsprechend definiert {f : [a,b] — R | f ist Riemann-integrierbar} einen Untervektorraum von
F' = (F',4,) mit F/ ={f :[a,b] — R} (und +, - wie bei F). O
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DEFINITION 2.6

Sei V ein K-Vektorraum. {vy,...,v,,} C V heifit linear unabhdingig, falls fir alle ay, ..., an, € K gilt:
a1V + ... + vy, =0= a7 =0, ..., a, = 0.

Andernfalls heifst {vy, ..., v} linear abhdngig.

BEMERKUNG 2.7

Genau dann ist {vy, ..., v} C V linear unabhéngig, wenn kein v; in span({v1, ..., v;i—1, Vit1, ..., Um }) liegt
(i=1,...,m), d.h. wenn keines dieser v; ,iberfliissig“ ist. %

DEFINITION 2.8
Seien V ein K-Vektorraum und {vy,...,v,} C V linear unabhéngig mit V' = span({vy,...,v,}).

Dann heifft U := {vy,...,v,} eine Basis von V. n heifst die Dimension von V.

NoTATION 2.9

Im Folgenden seien stets V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U = {vy, ..., v, } eine Basis von V. ¢

SaTz 2.10 (Austauschsatz von Steinitz)

Sei {wy, ...,wm} C V linear unabhéngig, dann ist (gegebenfalls nach Umnummerierung der Basisele-
mente) auch 2 := {wy, ..., W, Vi1, ..., Un } eine Basis von V.

FOLGERUNG 2.11
(1) Die Dimension dim V = n ist wohldefiniert, d.h. jede Basis von V enthélt genau n Elemente.
(2) Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum V besitzt eine Basis.

Mehr noch: Ist {wy,...,w;,,} C V linear unabhingig, so existieren v,,41,...,v, € V derart, dass
W = {w1, ..., W, Umt1, ---, Un } eine Basis von V ist (Basisergédnzungssatz).

(3) Ist W ein Untervektorraum von V, dann dim W < dim V), wobei ,=* genau dann gilt, wenn ¥V = W.
(4) Zu jedem v € V existieren eindeutige «;, ..., a, € K mit v = ayv1 + ... + apU,.

aq, ..., a, héngen allerdings von der gewéhlten Basis U abl. O

BEISPIEL 2.12

(1) K™ ist ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit kanonischer Basis € := {e(!),...;e(™}, wobei e(*) der
i-te Einheitsvektor: e := (0, ...,0,1,0, ...,0) (1 an i-ter Stelle).

(2) KN := {(an)nen | Vn € N : a, € K} definiert (mit (an)neny + (bn)nen = (an + bp)nen und
a(@n)nen = (an)nen) einen K-Vektorraum. Da {e(? | i € N} € KN linear unabhingig, ist K™
unendlich dimensional. {e(? | i € N} ist aber keine Basis von K": Die Einsfolge (1),en ist keine
(endliche!) Linearkombination von Elementen aus {¢( | i € N} (e := (0,...,0,1,0,0,...) mit 1 an
i-ter Stelle).

(3) L := {(an)nen € RY | lima,, existiert} bildet einen Untervektorraum von RY (Grenzwertsitze).

Lo == {(an)nen € RY | lima,, = 0} wiederum bildet einen Unterraum von L (und damit insbesondere
von RY).

L, Ly enthalten ebenfalls {¢® | i € N} als Teilmenge: lime® = 0. Also sind L, Ly unendlich-
dimensional.

(4) Auch Die Funktionenrdume F, 7’ sowie ihre Unterrdume aus Beispiel 2.5 sind unendlichdimensional:
Bereits {1,x, 22,23, ...} ist eine unendliche, linear unabhingige Teilmenge von F bzw. F’ (aber noch
keine Basis).

Wir werden im Folgenden keine unendlichdimensionalen Vektorrdume betrachten.
(5) P:={pe K[X]| degp < n} ist ein (n+ 1)-dimensionaler K-Vektorraum (mit {iblicher Addition und
skalarer Multiplikation). Eine Basis von P ist zum Beispiel {1, X, X?, ..., X"}. O
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2.2 Homogene, lineare Gleichungssysteme

DEFINITION 2.13
Seien K ein Kérper, a;; € K (1 <i<m, 1 <j <n). Dann heifit

alle + .- + alan =0

alel + -+ aman =0
ein homogenes, lineares Gleichungssystem (iber K) in den Unbestimmten X1, ..., X,.

a1 - Qin
1<i<m ,_
(aij)1<2n =
am1 " Gmn
heifst die zu (x) gehorige Koeffizientenmatrix.
Ein (x1,...,x,) € K™ heifit eine Losung von (x), falls gilt:

aniry + -+ apwzT, = 0

am1®1 + 0+ AQpaTn = 0

L :={x € K™ | x ist eine Losung von (%)} heift die Lisungsmenge von (x).

BEMERKUNG 2.14
(1) Die Menge K™*" := {(a”ﬁ;ézf | Vi,j : a;; € K} bildet einen K-Vektorraum, wenn man setzt
1<i<m 1<i<m 1<i<m 1<i<m ,__ 1<i<m
(aij)1252n T (0ij)1252n = (aij + bij)i1Z5<n und alaij)iZi=n, = (Qaij); 252, -
(2) Seien A := (a”)}é;é:'; € K™*" und x := (1, ...,2,) € K™, dann setzen wir

ai1x1 + ... Fapnx,
Ax = .
Am1%1 + ... + GmnTn
Weiter bezeichnen wir die i-te Zeile von A mit A; und die j-te Spalte mit A7),
(3) Die Losungsmenge von (x) lasst sich also schreiben als L = {z € K™ | Az = 0}.

(4) Seien z,y € K™, dann setzen wir
Toy = T1Y1 + ... T Tpln.

Dannist L={z € K" |Vi=1,...,m: A ez =0}. O

SAaTz 2.15

L ist ein Untervektorraum von K™, d.h. Linearkombinationen von Lésungen zu () sind wieder Lo-
sungen zu ().

BEMERKUNG 2.16

(1) Fiir A € K™*" gilt stets dimspan({A,, ..., A,,}) = dimspan({A™M), ..., A(™}). Wir bezeichnen diese
Dimension als den Rang von A (in Zeichen: rg(A)).

(2) Es gilt stets dim . = n—rg(A). Insbesondere besitzt () nur die triviale Losung = 0, wenn rg(A4) = n.

(3) Mit dem Gaufi-Algorithmus kann man immer eine Basis von L berechnen. O
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2.3 Gaufi-Algorithmus

Satz 2.17 (Elementare Zeilenoperationen)
Der Zeilenraum span({Az, ..., Ay }) € K™ (und damit auch der Losungsraum L) dndert sich nicht bei

(a) Multiplikation der i-ten Zeile von (x) mit beliebigem X # 0;
(b) Addieren eines A-fachen einer j-ten Zeile zur Zeile i (i # j);
(c) Vertauschen der i-ten mit einer j-ten Zeile.

BEMERKUNG 2.18 (Gauk-Algorithmus)
Durch iterierte Anwendung von (a)-(c) kann man jede Matrix folgendermafen (in eindeutiger Weise) auf
reduzierte Stufenform bringen:

(1) Suche die erste Spalte j; mit a;;, # 0 fiir ein 4. Sei i das erste solche. Dividiere die i;-te Zeile durch
a;,j, (a), vertausche sie mit der ersten Zeile (c) und mache alle anderen Komponenten der ji-ten
Spalte zu 0 (b).

(2) Suche nach der ersten Spalte jo rechts von Spalte j; mit einem aj,; # 0, @ > 2. Sei iy das erste
solche 4. Dividiere dann die i»-te Zeile durch a;,;,, vertausche sie mit der zweiten Zeile und mache
alle anderen Komponenten der jo-ten Spalte zu 0.

(3) Iteriere diesen Prozess bis maximal zum n-ten Schritt. Wir erhalten so:

ail ai2 a13 e QA1n 0 01 0 x % O 0 = Zeile 1
a1 a99 a3 e (0579 00 0 1 *x %= 0 --- 0 =x* Zeile 2
as1 Gzz azz - A3p 000 O0O0O0OT1T -+ 0 =« Zeile 3
~
ar1 Qp2  Qp3 Qg o0 o0o0©o0O0¢O0 -+ 1 =« Zeile r
Gml Gm2 Gm3  “**  GQmnp 0 0oo0oo0O0OO0OO0OC:-- 00
ki k2 j1 j2 ks ka jz - Gr kn—»

Dann besitzt () den selben Losungsraum wie das zur reduzierten Matrix gehorige, r-zeilige Gleichungs-
system

X +ay Xk T a) g, Xk + + ayp, Xk, = 0
Xj + by, Xis + ahy, Xk, + o + ayy, Xk, = 0
Xjy + + azy,  Xg,, = 0 (%)
Xj + a;',k:”,Tan—r = 0
in den n Unbestimmten Xy, ..., X%, , X;,..., X .

Dann besitzt der Losungsraum L von (%) bzw. (xx) eine Basis aus n — r Elementen der Gestalt
n
T = (Thy, Thy, Ty, Tjor Thigs Thogs Ljgs ooy Tjpy Theyy ) € K™

Eine solche ist gegeben durch

T, =1, k=0 (1#1), Tj = —apy, (l=1,..,7)

Tgy, =1, g, =0 (Z # 2)7 L, = _a’;,kg (l =1, .“77,.)

Tg, =1, ap, =0 (i#(n-r), z;=—ay,  (=1,.,7)

d.h.

a0 0 O 00 0 0 0

0 1 0 0 00 0 0 0

L0 ey e, 100 0 0

(0 0 —dj,, —db,, 01 0 0 0

(0 0 _all,kn,fr _aé,knfr 0 0 _af’s,kn,r o —ar, 1)

Die Basislosungen V), ..., (") sind also so konstruiert, dass fiir alle i =1, ..., (n—r), j=1,...,m gilt:

Ajea? =1 (=djy,) +afy, 1=0 0
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2.4 Inhomogene, lineare Gleichungssysteme

DEFINITION 2.19
Seien K ein Kérper, a;;,b; € K (1 <i<m, 1<j<n)und Xi, ..., X,, Unbestimmte. Dann heifst

anX1 + -+ awX, = b
. . . (+)

alel + - + aman = bm

ein inhomogenes, lineares Gleichungssystem (iiber K) mit einfacher Koeffizientenmatriz

air - Qip
1<i<
A= (i) <y =
m1 - Amn
und erweiterter Koeffizientenmatriz
air o a | b
1<i<
(A[D) = (aij|bi) 252 =
Am1 e Gmn bm
Das lineare Gleichungssystem
alle + - + alan =0
: 5 : (%)
alel + + aman =0

heilst zugehdriges homogenes System.

BEMERKUNG 2.20

(1) Genau wie bei homogenen Gleichungssystemen bezeichnen wir z € K™ als Lisung von (4), wenn x
alle m Gleichungen von (+) erfiillt. L, bezeichne die Menge aller Losungen von (+).

x ist also genau dann eine Losung von (4), wenn fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt: A; e x = b;.

(2) Sei #’ € K™ irgendeine Losung von (+) und bezeichne L, die Lésungsmenge von (*), dann ist
Ly =2'+L.:={2'+z |z eL.}.

Beachte: Ist 2’ ¢ L., dann ist L, kein Vektorraum. Man bezeichnet diese Mengen als affine Riume.

(3) Mit dem Gaufalgorithmus kénnen wir (aij|bi)§§§:; umformen zu

a1 @iz Q13 ai, | b 001 0 % % 0 0 b, Zeile 1
G21 Q22  G23 a2 | b2 0 001 %« % 0 0 bl Zeile 2
asy asz2 ass azn bg 0O 000 0 01 0 /3 Zeile 3
ar1  Gr2 Q3 Gry | br 00 00O0O0OTO 1 x| bl Zeile r
ml  Om2  Om3 A | b 00 00 O0O0O 0 0|0,

k1 ka2 j1 j2 ks ki Js Jr kn—r

(4) (4) ist genau dann 18sbar, wenn b; = 0 fiir alle ¢ € {r + 1, ...,m}. Eine spezielle Losung ist dann
x' = (0,0,b],b5,0,0,b5,...,b.,0).
Beachte: Im Gegensatz zu homogenen Systemen kénnen inhomogene Systeme unlésbar sein.

(5) Losbarkeitskriterium: Genau dann besitzt (+) eine Losung, wenn rg(A) = rg(Ald). O
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