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3.1 Vektorraum-Homomorphismen

DEFINITION 3.1
Seien V, W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine Abbildung.

f heilst linear oder Homomorphismus, falls fiir alle a1, s € K und alle vy,vy € V gilt:
f(Oq’Ul + 0&21}2) = Ozlf(’Ul) + Oégf(vg).

Wir setzen Kern(f) := f=1({0}) = {z € V | f(x) =0} und Bild(f) :== f(V) ={f(z) e W | z € V}.

BEMERKUNG 3.2

(1) Seien V' CV, W C W. Dann liefert die Linearitdt von f gerade, dass f(V') einen Untervektorraum
von W und f~1(W’) einen Untervektorraum von V' definiert.

Insbesondere sind Kern(f) ein Untervektorraum von V und Bild(f) ein Untervektorraum von W.
2) Sei U = {v1, ..., v, } eine Basis von V, dann ist f(V) = span({f(v1), ..., f(vn)})-
3) f ist genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0}. In dem Fall ist {f(v1), ..., f(v,)} eine Basis von f(V).
4) Ist V = W, dann ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.
)

5) Allgemein nennen wir einen bijektiven Homomrphismus f : V' — W einen Isomorphismus und V, W
isomorph (in Zeichen: V=W wvia f). In dem Fall ist {f(v1),..., f(vn)} eine Basis von W.

(6) Seien wy, ..., w, € W beliebig, dann gibt es genau einen Homomorphismus f : V' — W, so dass gilt

f(vl) = Wi, - f(vn):wn <>

(
(
(
(

Sarz 3.3 (Hauptsatz)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, dann ist ) isomorph zu K".

BEWEIS
(1) Sei U = {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann existieren zu jedem v € V eindeutige aq, ..., @, € K mit
v =aqv1 + ... + apvy,, vgl. (2.11.4). Also definiert
Uy :V — K", Vg (v) := (a1, ey )

eine Abbildung.
(2) Uy ist linear: Seien v,w € V, «, 3 € K beliebig, dann gilt

Uy(av+ fw) = TUglafarvy + ... + apvs] + B[B1v1 + ... + Bnvn))
= Ug(Jaar + BB1]v1 + ... + [aan + BBs]vn)
= ([aar + BB, ..., [aay + BB])
= alay,...,an) + B(B1, -, Bn)
a¥oq(v) + fUgy(w).

(3) Uy ist injektiv, denn Kern(¥y) = {0}. Ebenso leicht sieht man, dass Wy surjektiv ist, denn sei
a:= (ay,...,a,) € K, dann gilt fir v := ajv1 + ... + a,v, € V, dass ¥y(v) = a.

(4) Also ist insgesamt V = K™. O

BEMERKUNG 3.4

(1) Uy heikt die Koordinatenabbildung bzgl. U. Sei v € V, dann heifen ¥o(v) € K™ der Koordinaten-
vektor von v und die Eintrage aq, ..., a,, die Koordinaten von v.

(2) Nach (3.2.5) bildet {Ug(v1), ..., Pgs(vn)} eine Basis von K™. O
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3.2 Matrizen

DEFINITION 3.5
Seien KC ein Korper, K™*™ der Vektorraum der (m x n)-Matrizen tiber K.

: 1<i< 1<i< .
Seien A = (a;;),25<), € K™ " und B = (b;;),2;2 € K™*", dann heift A - B € K™*", gegeben durch
n
1<i<m N I<ZiZr A\ 1<iZr . o ) )
(aij)lgjgn '(sz)1§jgn = (Cw)lgjgm mit i = E :azkbkw
k=1

das Matrizprodukt von A und B und AT € K™*™ definiert als
1<i<miT 1<5<
[(aijhzizn]” = (aji)1Zizm:

die zu A transponierte Matrix.

BEMERKUNG 3.6

(1) Es sind ¢;; = A;  BY) und [AT]; = AW, [AT]0) = A;.

(2) Das Matrixprodukt - (auf K™*™) ist nicht kommutativ, d.h. im Allgemeinen gilt nicht A- B = B - A.
(3) K™m>™ > k™™ via f : (a”)}égz F> (@115 ey Qlpy ooy Qunly ooy Qi) -

(4) Eine Matrix A € K™*™ heifst invertierbar, falls ein B € K™*™ existiert mit AB = I = BA (wobei I

die Einheitsmatrix (61])%%22 bezeichnet). In dem Fall ist B eindeutig bestimmt und heifst die zu A

inverse Matriz (in Zeichen: B = A1) und es gilt rg(A) = rg(4A~1) = n.

(5) Die Menge der invertierbaren (n x n)-Matrizen bildet eine multiplikative (nicht abelsche) Gruppe,
GL(n). Insbesondere ist mit A, B auch AB invertierbar (mit (AB)~! = B~1A~1).

(6) Seien A € K™™ b e K™ und (A]b) die Koeffizientenmatrix des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems Ax = b, dann besitzt dieses genau dann eine eindeutige Losung, wenn A invertierbar ist.
Diese ist gegeben durch x = A~1b. %

BEMERKUNG 3.7 (Berechnung von A~')

Sei A € K™*™ invertierbar, d.h. die Matrixgleichung AX = I eindeutig l6sbar. Dann ist due j-te Spalte
XU der zu A inversen Matrix A~! gegeben als die (eindeutige) Losung des inhomogenen linearen Glei-
chungssystems AX) =¢eU) (j =1,...,n).

Zu 16sen sind also die n Systeme AX™M = e AX™ = (™ Dies ist simultan moglich mit dem
Gaufk-Algorithmus:

ail A1n 1 0 1 0 11 T1in
(Al =1 : ~ : Lo =X,
Ap1  *++ Qpp | O 1 0 1lzp - Tpn
dann ist X = (x”)}géz die zu A inverse Matrix. O

DEFINITION 3.8

Zwei Matrizen A, B € K™*™ heifen dhnlich (in Zeichen: A ~ B), wenn es eine Matrix C' € GL(n) gibt
mit B = CAC~1L.

BEMERKUNG 3.9

~ definiert eine Aquivalenzrelation, ist also reflexiv, symmetrisch und transitiv. %
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BEMERKUNG 3.10
(1) Die Menge der Homomorphismen von V nach W bezeichnen wir mit Hom(V, W).

(2) Sei A € K™*" dann definiert Lin(A) : K™ — K™, x +— Az einen Homomorphismus. O

Sarz 3.11
Lin : K™*" — Hom (K", K™), gegeben durch A — Lin(A), definiert einen Isomorphismus.

BEWEIS
(1) Lin ist linear: Seien A,B € K™*" «,3 € K und i € {1,...,n}, dann gilt
Lin(aA + 8B) (™) = (¢Ad + B) - e = a(A - e®) + (B - ) = (aLin(A) + SLin(B))(e™).
(2) Lin ist injektiv: Sei A € Kern(Lin), d.h. Lin(A4) = 0, d.h. Az = 0 fiir alle z € K". Dann ist
insbesondere Ae(® = A®) = 0 fiir alle i € {1,...,n}, d.h. A= 0. Also Kern(Lin) = {0}.
(3) Lin ist surjektiv: Fiir f € Hom(K", K™), setze A®) := f(e®) (i = 1,...,n), dann gilt

d.h. Lin(A) und f stimmen auf einer Basis von K™ iiberein. (3.2.6) = Lin(A) = f. 0

BEMERKUNG 3.12

(1) Wir bezeichnen die zugehérige inverse Funktion Lin~' : Hom(K™, K™) — K™*™ mit Mat. Diese
ordnet jedem Homomorphismus von K™ nach K™ eine eindeutig bestimmte, zugehorige Matrix zu.

(2) Sei f € Hom(K™, K™), A:= Mat(f). Sei x € K™ beliebig. Dann gilt: f(z) = A - x.

(3) Seien A € K™*™ und B € K"*". Dann ist Lin(A4) o Lin(B) = Lin(AB).

(4) Bisher haben wir nur Homomorphismen zwischen den Vektorrdumen K™ und K™ mit Matrizen (aus

K™*™) identifiziert.

Als néchstes wollen wir zu einem beliebigen f € Hom(V,W) mit V, W endlichdimensionale K-
Vektorrdume der Dimensionen dim(V) = n, dim(WW) = m, mit einer Matrix A € K™*™ identifizieren.
Dazu fixieren wir Basen U = (vy, ..., v,) von V und 2 = (wy, ..., wy,) von W.

Die zu f gehorige Matrix A = Mat%ﬂ(f) € K™*™ wird dann von ¥ und von 20 (und der Reihenfolge
der Basisvektoren!) abhéngen. O

DEFINITION 3.13
Seien V, W, 0,20 wie in (3.12.3) und Vg, Yoy die Koordinatenabbildungen aus (3.3).
Sei f € Hom(V, W). Dann heifit

A= Matd (f) := Mat(¥gg o f o Uh)

die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen U, 20.

BEMERKUNG 3.14
(1) Sei # € V. Dann ist f(z) = Wl (A - (Ugy(z))), d.h. bis auf Anwendung der (sehr einfachen) Koordi-

natenabbildungen Wy : v; — (g?i und Vey : w; — e\9) kann man die Bilder unter Homomorphismen
durch Multiplikation mit der zugehorigen Darstellungsmatrix berechnen (— Numerik).

(2) Mehr noch: Auch Linearkombinationen und Verkettungen von Homomorphismen lassen sich in Ma-
trizenoperationen iibersetzen (f : V. — W, g : W — U mit den {iblichen Bezeichnungen):

Matd (af + Bg) = aMaty (f) + fMatg (g), Matg; (g o f) = Matgy(g) - Maty (f).
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(3) Die zu A gehérige, lineare Abbildung ist Ling; (4) : K™ — K™ mit Ling) (A) = Ugg o fo Uy

(4) Man kann sich das Ganze anhand des folgenden Diagramms veranschaulichen:

f

V; v — W v
| v | | v |
o) g HnA) - em o)

5) Fiir Verkettungen g o f (mit A := Mat® f), B:= Maty g)) sieht das so aus:
b 20

v L. ow 4, U v
| | | - |
K Lin(A) Km Lin(B) K K Lin(BA) K"

Korrekterweise hétten wir in den Diagrammen Lingy bzw. Lingy, Ling; statt nur Lin schreiben miissen,
aber wenn klar ist, welchen Basen man benutzt, ldsst man die Indizes hdufig weg. %

BEMERKUNG 3.15 (Berechnung von A)
(a) Zuerst berechnen wir die Bilder unter f der Basisvektoren f(v1), ..., f(vn).
(b) Als néchstes bestimmen wir die Koordinatenvektoren (av;, ..., i) € K™ von f(v;) (i =1,...,n).

(c¢) Dann ist A := (O‘U)E;EZ@ die gesuchte Matrix:

flw) = apwi+ ... + amiwn,
\Ilg_ﬂl((au, ey Qi)
= Uy (4Y)
= U l(A-eW)
(A U ().
Die Abbildung liefert also auf einer Basis von V und damit auf ganz V' das Gewiinschte. O

BEMERKUNG 3.16

(1) Beim Nachweis in (c), dass A = Matg (f) ist, hitten wir auch umgekehrt vorgehen kénnen:

A-e® = A@
= (QLiy ey Qi)
= Uop(agwy + ... + i)
= Way(f(vi))
= U (f(Tg'(e)))
= (Vo foWy')(e")
= Mat(Tggo foWy') el

Die Spalten von A stimmen also mit denen von Mat(Wgyo foWy') {iberein = A = Mat(¥gno foWy").

(2) Sind YV, W nicht selbst bereits die Vektorrdume K™, K™, so erhalten wir niemals eine Matrix
A € K™ mit f(z) = Az fir x € V! Das Ganze funktioniert dann nur mit Hilfe der Koordi-
natenabbildungen Wy, Woy. %
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3.4 Basistransformation

DEFINITION 3.17
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 2,20’ Basen von V. Dann heif$t

A := Maty (id) = Mat(WUsy: o Ug')

die Transformationsmatriz bzgl. U, 0’.

BEMERKUNG 3.18
(1) Matg,(id) iibersetzt also Koordinaten bzgl. der Basis U in Koordinaten bzgl. 2’

(2) Das zugehorige Diagramm ist

s v 4. vy

v}
| o= | ] ]

3) A = MatZ, (id) ist invertierbar mit Inverser A~ = MatZ (id):
Dy by

' P4 DI
174 id 174 id Vv
K MatZ, (id) Ko MatZ’ (id) K
(S ¢, ¢,

Die Transformationsmatrix bzgl. 0,92’ ist also invers zur Transformationsmatrix bzgl. ', 5.

(4) Seien V, W endlichdimensionale KC-Vektorrdume mit Basen U, 20 und seien U, 20’ weitere Basen von
V., W. Sei weiter f : V — W ein Homomorphismus.

Betrachte das zugehorige Diagramm

Dig Py 2 20
id f id
1% \%4 w o— W
aty, (i aty atZ’ (i
Kn Mat,, (id) K Matg; (f) Km Matgy (id) Km
¢, ¢, ¢n ¢

Dann gilt:
Maty (f) = Matgy (id) - Matyy (f) - Matgy, (id).

(5) Seien speziell 2,9’ zwei Basen von V und f € Hom(V, V), dann sind Matg, (f), Mat3(f) dhnlich:
MatZ, (f) = Maty (id) - Mat3 () - MatZ, (id) = MatZ (id) - Mat3(f) - [Maty (id)]~*.

(6) Seien speziell YV = K™, W = K™ und f € Hom(K", K™). Dann ist Matg’:(f) = Mat(f).
Seien U, 2 weitere Basen von K", K™, dann gilt (Mat(¥y) = Maty (id), Mat(¥gy) = Matg. (id))

Mat3 (f) = Mat(Way) - Mat(f) - Mat(¥g) L.

Sei & € K™ beliebig, dann gilt f(z) = A -z mit der Matrix
A = Mat(f) = Mat(Wgy) ! - Matgy (f) - Mat(Py).
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