4 Bonusaufgabe II 4.2 Lésungen

4.2 Losungen

LOSUNG 5

(1) Schritt 1: Berechnung der reduzierten Zeilenstufenform der Darstellungsmatrix zu (+):

1 1 0 2 0 4 8 110 2 0 4|8
2 2 0 4 0 8 | 16 001 -5 0 7|2
001 -5 0 7T 2 ~ 000 0 1 1|3
00 0 O 1 1 3 000 0 O0O0]O0
000 0 -1 —-1]-3 000 0 0O0]O0

Also ist (+) losbar, das zugehdrige homogene System (x) besitzt n — r = 6 — 3 = 3 Basislosungen.

Schritt 2: Losung des homogenen Systems (x):

L, = span

Schritt 3: Eine spezielle Losung von (+) ist 2’ := (8,0, 2,0, 3,0), also ist die Losungsmenge von (+)
]L+ = x' + ]L*

(2) Berechnung von A~! mit dem Gauk-Algorithmus:

1 1.0 1/1 0 0 O 1 1.0 11 0 0 O
01110100W01110100
1 01 1/]0 0 1 0 01 1 0|1 0 1 0
1 11 0(0 0 0 1 01 0 1/]0 0 1 1
1 01 0j1 1 0 O 1 0 0 0j1 0 1 1
W01110100W01010011
00 0 111 1 1 0 001 0[{0 1 1 1
00 1 111 0 0 1 0 0 0 1|1 1 1 0
1 0 0 01 0 1 1
WOlOOllOl
001 010 1 1 1
00 0 1|1 1 1 0
Die inverse Matrix zu A ist also
1 0 1 1
1 |1 1 0 1
AiOlll -
1 1 1 0
LOSUNG 6
(1) Es gilt
—36 —48 —48 0 0 O
A?=[-18 —24 24|, A=10 0 0],
45 60 60 0 0 O
also auch A™ = 0 fiir alle n > 3.
(2) Wegen
-9 —-25 -5
B?=|4 11 2 |=B
-2 =5 0

gilt B™ = B fiir alle n > 1.
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2 (21 s (3 2 s (53
=) -G -G

sieht man, dass die Eintrége von C™ Folgeglieder der Fibonacci-Folge (fn)nen, = (0,1,1,2,3,5,...)

sind.
1 (1 1\ _ [(fo fi
c=(o)=(% )

Gelte die Behauptung also fiir n, dann

m _ m—1 _ fn fn—l 11 _ fn+fn—1 fn _ fn+1 fn
cr=c ¢= (fn—l fn—Q) (1 O) - (,fn—l +fn_2 fn—l) o ( fn fn—1>. O

LosuNG 7
(1) f(V') ist ein Unterraum von W:
(a) 0e V' = 0= f(0) e f(V').
(b) Seien z,y € f(V'), dann gibt es v,w € V' mit f(v) = z, f(w) = y. Da V' Unterraum von V,
folgt v+weV =z+y=f)+ f(w) = flv+w) e f(V').
(¢) Seien x € f(V'), a € K, dann gibt es v € V' mit f(v) = x. Da V' Unterraum von V, folgt
av € V' = ax = af(v) = flaw) € f(V'). O
f~1(W’) ist ein Unterraum von V:
(@) 0eW' =0¢e fL({o}) C fA1W)=0e f1(W).
(b) Seien z,y € f~1(W’), dann liegen f(z), f(y) in W’. Da W’ ein Unterraum von W ist, folgt
flaty) =f@)+fly) eW =at+ye f~H(W).
(c) Seien z € f~Y(W'), a € K, dann liegt f(x) in W’. Da W' ein Unterraum von W ist, folgt
flaz) = af(x) e W = ax € f~HW'). O
(2) Sei z € f(V), dann gibt es v € V mit f(v) = z. Da U eine Basis von V, gibt es aq, ..., a, € K mit
V= QiU F ... + QpUp, also . = f(v) = aq f(v1) + ... + anf(vn) € span({f(v1), ..., f(vn)}). Also ist
fV) = span({f(v1), ..., f(vn)}). Y
Sei nun f injektiv. Seien a, ..., a,, € K mit ag f(v1)+...+an f(vn) = 0, dann f(ayv1+...+a,v,) = 0;
da Kern(f) = {0}, also ayvy + ... + apv, = 0. Da ¥ = {vy,...,v,} linear unabhingig, miissen dann
schon a3 =0, ..., a, = 0 sein. Also ist auch {f(v1), ..., f(vp)} linear unabhéngig. O

(3) Aus

Beweis per Induktion:

(3) Sei v € V beliebig, ay, ..., a,, € K die (eindeutigen) Skalare mit v = ayv1 + ... + apv,. Wir definieren
f:V =W durch f(v) := aqwy + ... + apwsy,.

(a) Da W Vektorraum, gilt f(v) € W, d.h. f ist wohldefiniert.
(b) Seien v,w € V und «, § € K, dazu oy, ...,a, € K mit v = aqvy + ... + apv, und By, ..., 60, € K
mit w = B1v1 + ... + Bpvu,. Dann gilt:
flav+ pw) = fla(agvr + ... + apvn) + B(Brvr + ... + Brvn))
= f((OéOtl + ﬂﬂl)vl + ...+ (aan + 5ﬂn>vn)
= (aa; + B61)wi + ... + (aaw, + BBn)wy,
= a(aqwy + ... + apwy,) + B(B1wr + ... + Brwy)
= af(v) + Bf(w).
Also ist f linear.

(c) f ist eindeutig: Sei g ein weiterer solcher Homomorphismus. Sei v € V, v = ajv; + ... + apvn,
dann

g(v) = gla1vr + ... + ayvy) = a1g(v1) + ... + ang(vy) = w + ... + aw, = f(v).

Also stimmen f, g iiberein. O
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4.2 Loésungen

LOsSuUNG 8
(1) Méglichkeit 1: Nach (3.18.6) gilt

Maty (f) = Mat(¥qy o f o Uy')
= Mat(\I/gU)Mat(f)(Mat(\Ilm))’l
= [(Wan(eM), Tag(w®)) [ f (e )f(e() Fe®N][Tsy
= [(wi,w2) [F (M), f(e), Fe®N)]]

fle
(ORERHIL
0 Lo 2)\
1 1 2 1
0)\-3 1 -1

(=31 -1

o 1 2 1)
Moéglichkeit 2: Nach (3.15):

(a) Berechnung der Bilder unter f der Basisvektoren:

= O

= O

roo=(24). sw=(3). se=(1).

(b) Koordinatenvektoren dieser Bilder bzgl. 20:

fv1) = 3wy + lws, f(v2) = 1wy + 2wo,

(c¢) Darstellungsmatrix von f bzgl. 0, 20:
-3 1 -1
Mat?,}’(f):<l 5 1).

(2) Berechnung der Transformationsmatrix:

Matd (id) = Mat(Tgyo Uy')
= Mat \I/m])Mat(\I/m)

() G
= (40
(%)

Zur Berechnung von Mat(Wgy) haben wir wieder (3.7) benutzt:

0—110W1101W101
1 110 1 0 -1(1 O 0 1|-1 0

d.h.

O = (4 )
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(e®), Uy (™))

f(’Ug) = —1wy + lws.
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