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1 Der Korper der komplexen Zahlen

Sei K ein Korper, d.h. £ = (K,p,m), wobei K eine Menge ist (die Grundmenge des Korpers) und
p: KxK—K, (z,y)—x+y, m: KxK — K, (z,y) — x x y Abbildungen sind (die Addition und
die Multiplikation), so dass gelten:

(Al)Vao,y,ze K:z+ (y+2)=(x+vy) + 2 (Assoziativgesetz fiir +)
(AQ)Ve,ye K:z+y=y+ux; (Kommutativgesetz fiir +)
(A3) Joe K:Vx e K : x40 =u; (Existenz eines Neutralen fir +)
(A Ve e K :3(—z) e K:z+ (—x) = o (Existenz von Inversen fiir +)
(M1) Vz,y,z€ K:xx (yx2)=(z xXy) Xz (Assoziativgesetz fiir x)
(M2)Vz,y e K :x Xy =y X x; (Kommutativgesetz fiir x)
(M3) dee K\{o}:Vz € K:z x e =u; (Existenz eines Neutralen fiir x)
(M4) Vz € K\{o}: 3z V) e K:z x (z71) =¢; (Existenz von Inversen fiir x)
(AS) Va,y,ze Kz x (y+2) =z Xy+xXz. (Distributivgesetz)

Weiter enthalte K kein Element z, fiir das gilt * x z + e = 0. Wir definieren auf C = K x K neue
Abbildungen p' : C x C — C, p'(z,y) =z dyund m' : C x C — C, m/(x,y) = ¢ ® y durch:

(z,y) ® (u,v) = (z+u,y+v);
(z,9) @ (w,v) = ((z xu)—(yxv),(rx0v)+(y xu)).

(1.1) Beweisen Sie, dass C = (C, p’,m’) ein Korper ist.

Hinweis: Um zu ¥ € C\{d}, & = (71, z2) das multiplikativ Inverse Z~! zu bestimmen, betrachten Sie
die Gleichung
(z1,22) " = (21, 22) 7' © (21, —22) ' @ (21, —22)).

Seien M eine Menge und ® : K — M eine Bijektion, d.h. eine Abbildung, fiir die gelten:

Vee M:3ye K: O(y) =ux; (Surjektivitit)
Ve,ye M : ®(z) =P(y) =z =y. (Injektivitét)
Sei # € M. Wir bezeichnen mit ®~!(z) dasjenige y € K mit ®(y) = x.

Seien z,y € M. Wir definieren Abbildungen pg: M x M — M, (z,y) — By und mg: M x M — M,
(z,y) — x Xy durch

rBy = 8@ @)+ W)
tRy = 8@ (2)x 3 (y)).

(1.2) Beweisen Sie, dass M = (M, pg, mg) ein Korper ist.

Seien i ein Element, das nicht in K enthalten ist, und K[i] = (K[d], [+], [x]) ein Korper mit moglichst
kleiner Grundmenge K[i] 2 K U {i}, so dass fiir alle z,y € K gelten:

z[+Hy =z +y, z[Xly=z x y, (e[x])[+]1 = 0.

(1.3) Beweisen Sie:
K[i] = {a[+](#[x]b) | a,b € K}.
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(1.4) Zeigen Sie, dass fur alle a,b € K gilt:
a[+](i[x]b) € K = b=0.
(1.5) Beweisen Sie, dass fiir alle a,b,¢,d € K gilt:
a[+](i[x]b) = c[+](i[x]d) = a=cund b=d.
(1.6) Finden Sie eine Bijektion ® : C' — KJi], so dass fiir alle z,y € K[i] gilt:

oftly = @(@7'(2) @7 (y));
z[xly = @27 (x) @7 (y)).

(1.7) Gibt es mehrere Mdglichkeiten, solch ein ® zu definieren?

Seien K1 = (K1, +1, X1) und Ko = (K3, 42, X2) zwei Korper. Wir nennen eine Bijektion ® : K1 — K
einen K6rperisomorphismus zwischen /C; und Ko, falls fiir alle z,y € K; gilt:

P(z +1y) = (x) +2 P(y), Pz x1y) = @(x) X2 (y), P(e1) = ea.

(1.8) Beweisen Sie, dass es zwischen zwei Korpern Ki[i1] und Ks[ia] mit obigen Eigenschaften stets
einen Korperisomorphismus gibt.

Ist speziell £ = R der Korper der reellen Zahlen R = (R, +g, Xr), dann nennen wir € und jeden Korper,
der zu C isomorph ist, den Korper der komplexen Zahlen C = (C, +¢, X¢).

Wir kénnen R als Teilkérper von C auffassen via der Einbettung (d.h. injektiven Abbildung)
t:R—C, x +— (z,0).

Die komplexe Konjugation
K:C*}(L (1’7y)*—>(I,7y)

definiert einen Korperisomorphismus auf C.

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nichtkonstante Polynom
p(X)=ao+ a1 X +axX?+ ...+ a, X" (ag,a1,az,...,a, € C)

besitzt in C eine Nullstelle.
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