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Aufgabe 3.

Vervollständigen Sie den Beweis zu Theorem 1.1.1:

1. Zeigen Sie, dass für die normierten Eigenvektoren ψ1, ..., ψ` ∈ Rm der Matrix Y Y T zu den `
größten Eigenwerten λ1, ..., λ` gilt:∑̀

i=1

n∑
j=1

〈yj, ψi〉2Rm =
∑̀
i=1

λi.

2. Zeigen Sie per Induktion über `, dass für alle orthonormalen φ1, ..., φ` ∈ Rm gilt:

∑̀
i=1

n∑
j=1

〈yj, φi〉2Rm ≤
∑̀
i=1

λi.

Bemerkung: (ψ1, ..., ψ`) is somit eine Lösung von (P`).

Aufgabe 4.

Seien m > n, A ∈ Rm×n vom Rang n und UTAV = Σ eine Singulärwertzerlegung von A zu
den Singulärwerten σ1 ≥ · · · ≥ σn > 0. Mit ui ∈ Rm, i = 1, ...,m, bezeichnen wir die Spalten
von U und mit vi ∈ Rn, i = 1, ..., n, die Spalten von V . Weiter seien λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 die n
größten Eigenwerte von ATA. Zeigen Sie:

1. Avi = σiui und ATui = σivi für alle i = 1, ..., n.

2. ||A||2 = σ1.

3. σ2
i = λi für alle i = 1, ..., n.

Aufgabe 5.

1. Habe A ∈ Rn×n vollen Rang und sei A = UΣV T eine Singulärwertzerlegung von A. Geben
Sie eine Singulärwertzerlegung von A−1 an.

2. Bererchnen Sie eine Singulärwertzerlegung der Matrix

A =

 −2 0
0 1
0 −1

 .


