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Aufgabe 11.

Sei y ∈ H1(0, T ;Rm). Zeigen Sie, dass der in (3.2.9) eingeführten Operator R̃ : Rm → Rm,

R̃ψ =

T∫
0

〈y(t), ψ〉Wy(t) + 〈ẏ(t), ψ〉W ẏ(t),

folgende Eigenschaften besitzt:

1. R̃ ist linear.

2. R̃ ist beschränkt, d.h. es gibt ein C > 0 mit ||R̃ψ||W ≤ ||ψ||W für alle ψ ∈ Rm.

3. R̃ ist nicht-negativ, d.h. für alle ψ ∈ Rm gilt 〈R̃ψ, ψ〉W ≥ 0.

4. R̃ ist selbstadjungiert, d.h. für alle ψ, φ ∈ Rm gilt: 〈R̃ψ, φ〉W = 〈ψ, R̃φ〉W .

Aufgabe 12.

1. Finden Sie lineare Operatoren S, S̃ : L2(0, T ;L2(Ω))→ L2(0, T ;L2(Ω)) und ŷ, p̂ ∈ W (0, T ),
so dass die Lösungen y, p der Zustandsgleichung und der adjungierten Gleichung aus Aufgabe
8.3 gegeben sind als y = Su+ ŷ und p = S̃u+ p̂.

2. Zeigen Sie, dass S und S̃ beschränkt sind. Geben Sie explizit Schranken C, C̃ in Abhängigkeit
von den Daten σ, β, y0, σQ, σΩ, yQ, yΩ an.

Hinweis: Energieabschätzungen, Lemma von Gronwall.

Aufgabe 13.

Entwickeln Sie einen Pseudo-Code, der das Optimalitätssystem aus Aufgabe 8.3 mit Modellre-
duktion löst. Kombinieren Sie dazu den Code aus Aufgabe 9.1 mit der POD-Methode.

Beachten Sie, dass die zur Lösung (y∗, u∗, p∗) gehörige POD-Basis ψ∗ a priori nicht bekannt ist
und eine zu Beginn willkürlich gewählte POD-Basis keine gute FE-Basis für y∗, p∗ sein muss.
Es ist daher sinnvoll, die Basis mit aus dem Optimierungsprozess gewonnenen Informationen
zu aktualisieren.


