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Analysis 1
3. Ubungsblatt

O Aufgabe 9 (Korperaxiome) (4 Punkte)
1. Sei K ein beliebiger Korper. Zeigen Sie:
a) Das neutrale Element der Addition und das neutrale Element der Multiplikation sind eindeutig bestimmt.
b) K ist nullteilerfrei, d.h. Ve,y € K : 2y =0<= x =0 oder y =0
c¢) Es gelten die Vorzeichenregeln (—1)z = —x und (—z)(—y) = xy fiir beliebige =,y € K.

Hinweis: Geben Sie bei jedem Beweisschritt an, welche der folgenden Eigenschaften eines Korpers Sie benutzt haben: Assozia-
tivitdt von + (A1), Kommutativitat von + (A2), Existenz der Null (A3), Existenz der additiv Inversen (A4), Assoziativitdt von
- (M1), Kommutativitat von - (M2), Existenz der Eins (M3), Existenz der multiplikativ Inversen (M4), Distributivitat (D).

2. Betrachten Sie die Teilmenge Q[v/2] := {a + bv/2 | a,b € Q} des Kérpers R der reellen Zahlen.
Zeigen Sie, dass Q[v/2] mit der von R induzierten Addition und Multiplikation einen Kérper bildet.

O Aufgabe 10 (Méchtigkeit von Mengen) (4 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass (—1,1) C R und R gleichmdchtig sind, d.h. dass eine bijektive Abbildung zwischen den
beiden Mengen existiert.

2. Zeigen Sie, dass eine beliebige Menge M nie gleichméchtig ist wie ihre Potenzmenge P(M) := {A| A C M}.

Hinweis: Fiihren Sie die Annahme, es existierte eine surjektive Abbildung f : M — P(M), mit Hilfe der speziellen Menge
{meM|m¢ f(m)} € P(M) zu einem Widerspruch.

O Aufgabe 11 (Schranken) (4 Punkte)
1. Seien A, B C R nichtleer und beschrankt. Wir setzen A+ B:={a+b|a€ A & b€ B}.
Zeigen Sie, dass A + B beschrénkt ist, und bestimmen Sie das Supremum von A + B.

2. Bestimmen Sie — falls vorhanden — Maximum, Minimum, Supremum und Infimum von {% + % | n,m € N}.

O Aufgabe 12 (Allgemeine Potenzsummenformel) (8 Punkte)
Fiir beliebiges p € Ny definieren wir S,(n) := 3 kP.
k=1

1. Bestimmen Sie Sp(n) und beweisen Sie die rekursive Potenzsummenformel

Sa) = 217 =23 (D)5 -1 (=)

k=0

n
Hinweis: Vereinfachen Sie den Term ) (k + 1)? — kP und wenden Sie anschliefend den Binomischen Lehrsatz an.
k=1
2. Berechnen Sie mit der Formel Si, So, S3,54. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen aus Aufgabe 8.

3. Zeigen Sie, dass der in Aufgabe 8 vorgestellte, heuristische Ansatz immer zum Ziel fithrt, d.h. dass die p-te
Potenzsumme stets als Polynom (p + 1)-ten Grades in der Variablen n dargestellt werden kann.



