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Analysis I
12. Übungsblatt

� Aufgabe 45 (Partialbruchzerlegung) (0 Punkte)

Bestimmen Sie das unbestimmte Integral ∫
x2 + x+ 1

x4 − 1
dx. (???)

Hinweis: Über R zerfällt nach einer Variante des Fundamentalsatzes der Algebra jedes Polynom p(x) = a0 + a1x + · · · + anxn,
n ≥ 1, in lineare und quadratische Faktoren (x−x1) · · · (x−xk) ·((x−ξ1)2+(ξ′1)

2) · · · ((x−ξl)2+(ξ′l)
2) mit (nicht notwendigerweise

verschiedenen) x1, ..., xk, ξ1, ..., ξl, ξ′1, ..., ξ
′
l ∈ R, wobei die Polynome (x− ξi)2 + (ξ′i)

2, i = 1, ..., l, unzerlegbar sind, d.h. keine reelle
Nullstelle besitzen. Falls die Elemente x1, ..., xk, (ξ1, ξ′1), ..., (ξl, ξ

′
l) zusätzlich paarweise verschieden sind, so hat die zugehörige

Partialbruchzerlegung mit geeigneten reellen Koeffizienten z1, ..., zk, ζ1, ..., ζl, ζ′1, ..., ζ
′
l die Gestalt

p(x) =
z1

x− x1

+ · · ·+
zk

x− xk

+
ζ1x+ ζ′1

(x− ξ1)2 + (ξ′1)
2
+ · · ·+

ζlx+ ζ′l
(x− ξl)2 + (ξ′l)

2
.

� Aufgabe 46 (Konvexität) (8 Punkte)

Sei D ⊆ R ein Intervall. Eine Funktion f : D → R heißt konvex, wenn für alle x, y ∈ D und alle λ ∈ (0, 1) gilt

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

f heißt konkav, wenn −f konvex ist.

1. Seien D ⊆ R ein offenes Intervall und f : D → R zweimal differenzierbar. Zeigen Sie:

f ist konvex ⇐⇒ ∀x ∈ D : f ′′(x) ≥ 0.

2. Sei a > 0 beliebig. Zeigen Sie, dass der Logarithmus loga zur Basis a konkav ist.

� Aufgabe 47 (Youngsche Ungleichung) (4 Punkte)

Seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p +

1
q = 1. Zeigen Sie mit Aufgabe 42.2, dass für alle x, y ≥ 0 gilt x

1
p y

1
q ≤ x

p + y
q .

� Aufgabe 48 (p-Norm für stetige Funktionen) (8 Punkte)

1. Seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p +

1
q = 1 und f, g : [a, b]→ R stetig. Beweisen Sie die Hölder-Ungleichung

b∫
a

|f(x) · g(x)|dx ≤
( b∫
a

|f(x)|p dx
) 1

p

·
( b∫
a

|g(x)|q dx
) 1

q

.

2. Seien p ∈ [1,∞) und f, g : [a, b]→ R stetig. Zeigen Sie mit (1) die Minkowski-Ungleichung( b∫
a

|f(x) + g(x)|p dx
) 1

p

≤
( b∫
a

|f(x)|p dx
) 1

p

+

( b∫
a

|g(x)|p dx
) 1

p

.

3. Folgern Sie daraus, dass auf dem Raum der über [a, b] stetigen Funktionen eine Norm gegeben ist durch

‖f‖p =
( b∫
a

|f(x)|p dx
) 1

p

.


