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Analysis III
2. Ubungsblatt

O Aufgabe 5 (Fixpunktsatz von Weifinger) (5 Punkte)
Seien (X, || - ||) ein Banachraum, X D U # () abgeschlossen, (a,)neny € Ry mit io: an <oound @ : U — U mit
VYn € N:Vu,v € U: ||®"(u) — " (v)| < anlju —v], wobei ”Eln =dPo---00.

1. Zeigen Sie: ® besitzt genau einen Fizpunkt @ € U, d.h. ®(a) = @ fiir genau ein 4 € U.
2. Seien u, € U beliebig und u,, = ®"™(u,). Zeigen Sie: @ = limw,,.
3. Weisen Sie nach, dass die folgende Fehlerabschétzung erfiillt ist: ||a — uy,|| < < io: ak) [|ur — uol|-

k=n

4. Begriinden Sie, dass der Banachsche Fixpunktsatz ein Spezialfall dieses Satzes ist.

O Aufgabe 6 (Fixpunkt eines Integrationsoperators) (5 Punkte)

Seien (Zo,%0) € RxR", 7R >0, Q = {(z,y) e RxR" | |z —zo] <7 & [y —yoll2 < R}, f: Q2 - R
stetig und M, L > 0 mit || f(z,y)|2 < M (lokale Beschrianktheit) und || f(z,y) — f(z,9)|l2 < L|ly — g||2 (lokale
Lipschitz-Stetigkeit). Seien & = min(r, &) und I = [z, — €, 2, + €]. Sei der Raum X = C°(Z, R") versehen mit
der Supremumsnorm || - ||oc und U = {y € X | ||y — ¥olloo < R}. Zeigen Sie:

1. ®: X — X, definiert durch (®(y))(z) = yo + f;o f(t,y(t))dt, ist eine Selbstabbildung auf U, d.h. ®(U) C U.
2. Fiir a, = 4(eL)" gilt |2 u — ®"v]|o < apllt — v][o.

3. ® besitzt genau einen Fixpunkt in U.

O Aufgabe 7 (Lokaler Existenz- & Eindeutigkeitssatz von Picard & Lindelof) (5 Punkte)
1. Zeigen Sie, dass genau eine Lésung j € C*(I,R) zu §(z) = f(z,y(z)) & y(zo) = y, existiert.

2. Zeigen Sie, dass die Folge (Y )nen C CH(I,R) mit yo = yo und y, 11 = ®(y,,) gleichmiiRig gegen § konvergiert
mit (|7 — Ynlloo < 77(6L)" e [ly1 = yolloo-

3. Sei (e, L) = (1,10). Finden Sie fiir e = 10~*,10%, 10~2° minimale Ny, Ny mit (£25)™ < e & (L) <e.

O Aufgabe 8 (Glattungsfunktion) (5 Punkte)

Bemerkung: Lokalisierung und Globalisierung gehoren zu den wichtigsten, wenn auch etwas technischen, Konzepten fast aller
mathematischer Disziplinen. Sie werden beispielsweise benutzt, um unter restriktiven Vorraussetzungen gewonnene globale Exis-
tenzresultate unter schwicheren Voraussetzungen zumindest lokal zu erhalten (etwa in der lokalen Version des Satzes von Picard-
Lindeldf, wo Daten glatt abgeschnitten werden) bzw. umgekehrt, um mehrere lokale Existenzaussagen zu einer globalen zusam-
menzusetzen (vgl. etwa die Partition der Eins beim Satz von Gauf).

Ziel ist es zunichst, eine Funktion ¢ € C*°(R,R) mit supp(p) = {z € R | p(z) # 0} = [0, 00) zu konstruieren.
1. Geben Sie zu beliebigem k € N ein ¢ € C*(R,R) mit {z € R | ¢(z) # 0} = (0,00) und ¢ ¢ C**(R,R) an.

2. Sei n € N beliebig. Zeigen Sie: t"e~! — 0 fiir t — oo.

3. Sei ¢ : R — R definiert durch ¢(x) = exp(—21) fiir z > 0 und ¢(z) = 0 sonst. Zeigen Sie, dass es

x

zu jedem n € N ein Polynom p, vom Grad hochstens 2n gibt, so dass fiir die n-te Ableitung von ¢ gilt
Vo > 0: o™ (z) :pn(%)exp(—%).

4. Folgern Sie daraus: ¢ € C>°(R,R) mit ©(™ (0) = 0 fiir alle n € N.



