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Analysis III
3. Übungsblatt

� Aufgabe 9 (Richtungsfeld) (4 Punkte)

Betrachten Sie das Anfangswertproblem ty(t)y′(t) = ln(t) & y(t◦) = y◦ für t◦ > 0 und y◦ ∈ R.

1. Bestimmen Sie zu jedem (t◦, y◦) die Lösungen der Differenzialgleichung sowie das maximale Existenzintervall.

2. Zeichen Sie für t◦ ∈ (0, 2] und y◦ ∈ [−2, 2] das Richtungsfeld der Differenzialgleichung.

� Aufgabe 10 (Separation der Variablen) (3 Punkte)

Lösen Sie die folgenden skalaren separablen Gleichungen und geben Sie die maximalen Existenzintervalle an:

ẏ(t) = 1 + y2(t) & y(π2 ) = −1, ẏ(t)y(t) = t & y(0) = 1, tẏ(t) = y(t) ln y(t) & y(1) = e.

� Aufgabe 11 (Substitutionsansatz) (4 Punkte)

1. Seien a, b, c ∈ R, b 6= 0, I ⊆ R ein Intervall und f ∈ C0(I,R). Zeigen Sie, dass für eine Lösung y des
Anfangswertproblems ẏ(t) = f(ay(t) + bt+ c) mit y(t0) = y0 die folgende implizite Gleichung erfüllt ist:

t− t0 =

ϕ(t)∫
ϕ(t0)

1

af(x) + b
dx, ϕ(t) = ay(t) + bt+ c.

2. Lösen Sie die folgenden Anfangswertprobleme und geben Sie die maximalen Existenzintervalle an:

ẏ(t) = exp(y(t) + t)− 1 & y(0) = 0, ẏ(t) = cos2(2y(t) + t− 2)− 1
2 & y(0) = 1.

� Aufgabe 12 (Glattes Abschneiden) (9 Punkte)

Sei ϕ ∈ C∞(R,R) die in Aufgabe 8 definierte Glättungsfunktion mit supp(ϕ) = (0,∞).

1. Zeigen Sie, dass für die n-te Ableitung der Funktion ψ(x) = ϕ(1− x) · ϕ(1 + x) gilt

ψ(n)(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
ϕ(n−k)(1 + x)(−1)kϕ(k)(1− x).

2. Zeigen Sie, dass sich ψ in keiner Umgebung von x = −1 in eine dort gegen ψ konvergierende Taylorreihe
entwickeln lässt.

3. Seien ε > 0 und ξ ∈ R. Konstruieren Sie aus ψ eine Funktion ψε,ξ ∈ C∞(R,R) mit supp(ψε,ξ) = [ξ− ε, ξ+ ε],
ψε,ξ(x) > 0 für x ∈ (ξ − ε, ξ + ε) und

∫
R ψε,ξ(x) dx = 1.

4. Seien f, g ∈ L1(R). Zeigen Sie, dass für die Faltung (f ∗ g)(x) =
∫
R f(x − y)g(y) dy gilt f ∗ g ∈ L1(R) mit

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

5. Seien Ω = (a, b) mit −∞ ≤ a < b ≤ +∞, K = [α, β] mit a < α < β < b, ε < min{1, 12 (α− a), 12 (b− β)} > 0
und Uε = (α− ε, β + ε) gilt. Bezeichne χε die charakteristische Funktion auf Uε, d.h. χε(x) = 1 für x ∈ Uε
und 0 sonst. Zeigen Sie: ϕ = ψε,0 ∗ χε liegt in C∞(R) mit 0 ≤ ϕ ≤ 1, es gilt ϕ = 1 auf K und supp(ϕ) ⊆ Ω
ist kompakt.


