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Analysis III
8. Ubungsblatt

O Aufgabe 29 (o-Algebren) (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle o-Algebren auf der Grundmenge Q2 = {d, ®, ¢}.

O Aufgabe 30 (Eigenschaften von o-Algebren) (4 Punkte)

Es seien ¥ und ¥’ o-Algebren auf einer Grundmenge Q2 sowie S,8" C P(Q2), wobei P(Q2) die Potenzmenge von
Q bezeichnet. Zeigen oder widerlegen Sie:

a) YUY ist eine o-Algebra auf (.

b) ¥ N Y ist eine o-Algebra auf Q.

¢) Es seien 0(S8) =X und § C ¥'. Dann ist ¥ C .

d) Es seien 0(S) =X und ¢(S') = ¥'. Dann ist 6o(SNS') =3 NY.

O Aufgabe 31 (Borelsche o-Algebra) (6 Punkte)

Bezeichne B(R) die Borel-o-Algebra, d.h. die vom System der offenen Teilmengen von R erzeugte o-Algebra.
Zeigen Sie, dass B(R) = o(S) fuir die folgenden Teilmengensysteme S C P(R) erfiillt ist:

a) S ={(a,b): —o0 <a<b< o0},
b) S ={[a,b) : —00 < a < b< 0},
¢) § ={K CR: K kompakt}.

O Aufgabe 32 (Grenzmenge) (6 Punkte)
Fiir eine Mengenfolge (A, )nen € P(Q2) auf einer Grundmenge € definieren wir

limsup(A4,) = ﬂ U A sowie liminf(A,) = U ﬂ Ag.

neNk>n neNk>n
Wir sagen, dass eine Mengenfolge (A, )nen € P(£2) gegen eine Grenzmenge A C Q konvergiert, falls
A =liminf(A,) = limsup(4,).

a) Zeigen Sie, dass fiir jede Folge (A, )nen € P(R) stets gilt liminf(A,,) C limsup(Ay).

b) Es sei (An)neny C P(), sodass (Ap,)nen entweder monoton wichst, d.h. A, C A, fir alle n € N, oder
monoton fallt, d.h. A, D A, 4 fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass (A, )nen konvergiert, und bestimmen Sie die
Grenzmenge der Folge.

c¢) Essei Q = N. Entscheiden Sie, ob nachstehende Mengenfolgen konvergieren, und bestimmen Sie gegebenen-
falls ihre Grenzmengen:

o A, ={keN:n teilt k}.
o A, ={k € N:k ist Primteiler von n}.



