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Analysis III
9. Übungsblatt

� Aufgabe 33 (Urbild-σ-Algebra) (5 Punkte)

Seien X eine nichtleere Menge, (Y,Y) ein Messraum und f : X → Y . Zeigen Sie, dass X = {f−1(Y ) | Y ∈ Y}
eine σ-Algebra auf X ist.

� Aufgabe 34 (Maße und Monotonie) (5 Punkte)

Seien (X,X ) ein Messraum und µ : X → [0,∞] mit µ(∅) = 0 und µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) für alle disjunkten
Mengen A,B ∈ X . Für jede monoton wachsende Folge (An)n∈N ⊆ X sei zudem limn→∞ µ(An) = µ(

⋃∞
n=1An).

Zeigen Sie, dass µ ein Maß auf X definiert.

� Aufgabe 35 (Dirac-Maß) (5 Punkte)

Es seien Ω = N und S = {A ⊆ Ω | ∀a ∈ A : a ist gerade}.

1. Charakterisieren Sie die Elemente von Σ = σ(S).

2. Es sei N ∈ N ungerade und µ = δN bezeichne das zugehörige Dirac-Maß, d.h. µ(N) = 1 und µ(n) = 0 für
alle anderen n ∈ N. Zeigen oder widerlegen Sie: Der Maßraum (Ω,Σ, µ) enthält nichtmessbare Nullmengen.
Hinweis: A ⊆ Ω heißt eine Nullmenge, falls ein B ∈ Σ existiert mit A ⊆ B und µ(B) = 0.

3. Wiederholen Sie Aufgabenteil (2) für den Fall, dass N gerade ist.

� Aufgabe 36 (Eigenschaft äußerer Maße) (5 Punkte)

Seien X eine Menge und µ ein äußeres Maß auf X. Für eine Folge von Teilmengen (An)n∈N von X gelte∑∞
n=1 µ(An) <∞. Zeigen Sie, dass für A = {x ∈ X | x ∈ An für unendlich viele n ∈ N} gilt µ(A) = 0.


