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Analysis III
11. Übungsblatt

� Aufgabe 41 (Integration mittels Lebesgue-Maß) (5 Punkte)

Sei Ω = [0, 1] versehen mit der Borelschen σ-Algebra Σ = B(Ω) und dem Lebesgue-Maß λ.

1. Geben Sie eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen fn : Ω → R an, die punktweise gegen die
Funktion f : R→ R, gegeben durch f(x) = 1− x, konvergiert.

2. Berechnen Sie mittels des Satzes über monotone Konvergenz den Wert des Integrals
∫

Ω
f dλ.

� Aufgabe 42 (Integration mittels Zählmaß) (5 Punkte)

Sei µ : P(N) → [0,∞] das Zählmaß auf Σ = P(N). Zeigen Sie, dass für alle Folgen f : N → R+ gilt∫
N f dµ =

∑∞
n=1 f(n).

� Aufgabe 43 (Integration mittels Bildmaß) (5 Punkte)

Seien (Ω,Σ, µ) ein Maßraum, f : Ω → R messbar und ν bezeichne das von f induzierte Bildmaß ν = µ ◦ f−1,
vgl. Aufgabe 38.

1. Zeigen Sie, dass für alle (B(R)-)messbaren, positiven Funktionen g : R→ R gilt
∫
R g dν =

∫
Ω
g ◦ f dµ.

2. Seien speziell Ω = N, Σ = P(Ω) und µ das Zählmaß auf Σ. Berechnen Sie
∫
R g dν für den Fall f(n) = 2n und

g(x) = 1
x (x > 0), g(x) = 0 sonst.

� Aufgabe 44 (Anwendung des Eindeutigkeitssatzes) (5 Punkte)

Seien µ, ν zwei endliche Maße auf dem Messraum (R,B(R)) mit
∫
R f dµ =

∫
R f dν für alle stetigen, beschränkten

Funktionen f : R→ R. Zeigen Sie, dass dann µ = ν erfüllt sein muss.


