Universitiat Konstanz -
Fachbereich Mathematik und Statistik
Prof. Dr. Stefan Volkwein g g g
Martin Gubisch, Sabrina Rogg —] —
Wintersemester 2015/2016

Ausgabe: Freitag, 30.10.2015 LT
Abgabe: Freitag, 06.11.2015, 10:00 Uhr, Biiro G413

POD fiir linear-quadratische Optimalsteuerung
1. Ubungsblatt

O Aufgabe 1 (Adjungierte Operatoren in Hilbertrdumen) (5 Punkte)

Seien Hi, Hy reelle Hilbertrdume, T € Z(H;, Hy) mit Adjungierter T’ : H) — H{ und bezeichne J; : H; — H|
den Riesz-Isomorphismus (J;x,y) u: u, = (z,y)m, fir v,y € H;, i =1,2.

1. Zeigen Sie, dass fiir T* = J; 'T"Jy : Hy — H gilt:
Vee Hy :Yy € Hy: (T"y,x)g, = (y,Tx)p,.

2. Zeigen Sie, dass (T*)* = T erfiillt ist.

O Aufgabe 2 (Variationsformulierungen fiir Randwertprobleme) (5 Punkte)

Seien © = (0,T) C R ein Zeitintervall, @ C R? ein reguliires Gebiet und f € L?(© x Q), g € L%*(0© x 09),
Yo € L2(). Weiter seien o > 0 und 3, v € R.

Betrachten Sie die Neumannsche Anfangs-Randwert-Aufgabe

yt(tvx) - O‘Ary(tax) + 6y(t,x) = f(ta SU) fiir (t,l’) €0 xQ
(Qy/00)(t, &) +vy(t, ) = g(t,§) fiir (t,£) € © x 00
y(0,2) = yo(x) fiir = € Q.

1. Formulieren Sie das Problem als Variationsgleichung fiir schwache Losungen

y € L?(© x Q) mit y, € L*(© x Q) und V,y € L*(© x Q)%

2. Formulieren Sie das Problem als Variationsgleichung fiir schwache Losungen
y € L*(© x Q) mit V,y € L*(© x Q)%
d.h. elimieren Sie die in (1) auftretende Zeitableitung durch Wahl geeigneter Testfunktionen.

O Aufgabe 3 (Erweiterung von POD-Basen) (5 Punkte)
Seien X ein Hilbertraum und y € C°(0, X).
Zeigen Sie, dass eine Rang-¢ POD-Basis {1, ..., ¢} durch eine Losung ¢11 von

max 9/ (), )3 dt

Ypespan(Pr,...,Pe

zu einer Rang-(¢ + 1) POD-Basis {1, ..., ¥¢y1} erweitert werden kann.

O Aufgabe 4 (Unkorreliertheit der POD-Elemente) (5 Punkte)

Sei y € R™*™ und sei {91, ..., ¢} C R™ eine Rang-¢ POD-Basis zu y bzgl. des Standard-Skalarprodukts (-, -)gm
mit zugehdrigen Singuldrwerten o7, ..., oy.

Zeigen Sie:
n

> s, )i (g, )z = 08 fiir alle k1 =1,...,L.

j=1



