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POD fiir linear-quadratische Optimalsteuerung
2. Ubungsblatt — Theorieteil

O Aufgabe 5 (Frobenius-Norm) (5 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Frobenius-Norm

lAllF = ( a%) = \/spur(AAT) = \/spur(ATA)
i=1 j=1

? J

eine Norm auf dem Vektorraum der reellen (m x n)-Matrizen definiert.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle A € R™*" und B € R"*° gilt: [|AB|lr < ||A|lr|Blr.

3. Sei A € R™*" vom Rang d und bestehe U € R4*™ aus orthonormalen Spalten. Zeigen Sie: ||[UA|r = ||A]p.
4. Definieren Sie ein Skalarprodukt (-,-)p auf R™*" sodass || - ||p die von (-, -)r induzierte Norm ist.

5. Habe A den Rang 1. Zeigen Sie, dass Vektoren z € R™, y € R™ existieren mit A = zTy und || A||r = ||2]|2]|y||2-
O Aufgabe 6 (Frobenius-Norm und Operatornorm) (5 Punkte)
1. Zeigen Sie, dass fiir die zur euklidischen Norm || - ||2 gehorige Operatornorm || - || auf R™*™  definiert durch

| All2 = max{||Az|2 | ||z||2 = 1} gilt: ||A]|3 = p1, wobei g > -+ > u, die Eigenwerte von AT A sind.
2. Sei A € R™ ™ invertierbar. Zeigen Sie: ||[A71||3 ist der Kehrwert von p,,.
3. Zeigen Sie, dass fiir alle A € R™*™ und z € R™ gilt ||Az||2 < ||Allr|z||2-
4. Zeigen Sie, dass fiir alle A € R™*" stets || All2 < ||Allr < /1|42 erfiillt ist.
5. Identifizieren Sie die Menge aller Matrizen A € R™*™_ fiir die gilt ||A||2 = || A4]r-

Hinweis: In Aufgabe 8 soll dann gezeigt werden, dass die POD-Basis optimale Approximationen bzgl. der Frobenius-Norm liefert.

O Aufgabe 7 (Finite-Differenzen-Methode) (5 Punkte)
Seien Q = [ay, by] X [ay,b,] € R? und © = (0,7) C R. Wir betrachten die lineare Wirmeleitungsgleichung
2ty x,y) — oAz(tx,y) = f(tx,y) in © x Q,
z(tw,y) = g(t; @, y) in © x 90
2(0;2,y) = z0(,y) in Q

mit £,g: 0 xQ =R, 2z :Q = Rund o > 0. Seien x = (xg,...,xx,41) € RVe+2 vy = (Y05 -y YN, +1) € RNv+2
dquidistante Diskretisierungen der Ortsvariablen x,y.

1. Diskretisieren Sie die Differenzialgleichung mittels der Finite-Differenzen-Methode im Ort und stellen Sie das
zugehorige System gewdhnlicher Differenzialgleichungen

Dz(t) + Pz(t) = {(¢) in O, $z(0) = 29
auf, d.h. finden Sie ®, ¥ € RNeNuxNaNy ynd f(t),z9 € RN mit z;;(t) ~ 2(t;2i,y;). Beachten Sie:
7 ¢ RV=*Ny sondern z = (211, ..., Zins cos ooy Zinls ooy Zmn ) € RY=Nv lexikographisch geordnet.

2. Formulieren Sie fiir das System das explizite Euler-Verfahren, das implizite Euler-Verfahren und das Crank-
Nicolson-Verfahren. Sind die Methoden wohldefiniert, d.h. besitzen die zugehdrigen linearen Gleichungssys-
teme stets eine eindeutige Losung?



