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ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird auf Grundlage eines abstrakten Modells die Gleichung fiir die
Kennlinie einer Solarzelle und mithilfe dieser ein numerisches Verfahren zur Identi-
fikation der einer gegebenen Solarzelle zugehérenden Modellparameter hergeleitet.
Fiir das Verfahren miissen Startwerte fiir die Parameter und als Kennlinie Tupel
(Ug, Ir), k = 1,...,n fiir ein n € N, vorgegeben werden. Dabei sind die Uy ver-
schiedene an die Solarzelle angelegte Potentiale und die I die dazu gemessenen
Stromdichtewerte. Die Werte fiir die Modellparameter sollen mit dem Verfahren so
bestimmt werden, dass die Differenzen der gemessenen und mit der Modellgleichung
berechneten Stromdichtewerte mdoglichst klein sind. An einer Beispielkennlinie wer-
den Ergebnisse des Verfahrens vorgestellt. Falls die Startwerte in etwa mit den op-
timalen Parameterwerten {ibereinstimmen, werden sehr gute Naherungen fiir diese
erzielt. Auch bei Abweichungen bis zum Faktor 2 von den optimalen Modellparame-
terwerten als Startvorgaben konvergiert das Verfahren in vielen Féallen. Manchmal
weichen die so ermittelten Parameterwerte jedoch auch stark von den optimalen
ab. Durch eine leichte Modifikation der Startwerte fiir die Parameter konnen die

gewiinschten Ergebnisse erreicht werden.
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1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

Dieses Kapitel befasst sich mit der Herleitung der Gleichung fiir die Modellkennlinie

einer Solarzelle. Das dabei verwendete Modell wird nun vorgestellt.

1.1 FUNKTIONSWEISE EINER SOLARZELLE

In diesem Abschnitt werden mit Abb. 1.1 (vgl. [Ja01], S. 23f.) fiir die Arbeit relevante

Bestandteile einer Solarzelle sowie deren prinzipielle Funktionsweise beschrieben.

Finger

|
Busbar//7 ‘ //

Emitter (n-dotiert)

Basis (p-dotiert)

i
Rulcksaitenkontakt

Abb. 1.1: Aufbau und Bestandteile einer Solarzelle

Zunichst wird der Begriff des Dotierens erkldart (vgl. [Ja01], S. 11-13). Als Do-
tierung wird das Einbringen weniger Fremdatome in ein Material bezeichnet, um
dessen Leitfdhigkeit zu beeinflussen. Bei der n-Dotierung besitzen die Fremdatome
mehr Valenzelektronen als fiir die Entstehung von vier Bindungen zu Atomen des
Grundmaterials benétigt werden. Mindestens ein Elektron ist somit {iberschiissig
und wird nach der Bindung freigesetzt, sodass eine negative Leitung entsteht. Bei
der p-Dotierung hingegen werden Fremdatome eingebracht, deren Anzahl an Va-

lenzelektronen fiir die Bildung von vier Bindungen zu Atomen des Grundmaterials
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1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

nicht ausreicht. Es entsteht ein Defektelektron - auch Loch genannt - was zu einer
positiven Leitung fiithrt. Bei einer Solarzelle befinden sich, wie in Abb. 1.1 zu sehen
ist, zwischen zwei Kontakten - dem Riickseitenkontakt, der positiven Elektrode, und
dem Frontseitenkontakt, der aus Busbar und Fingern bestehenden negativen Elek-
trode - zwei verschieden dotierte Schichten. Die der Sonne zugewandte n-dotierte
Schicht bezeichnet man als Emitter, die der Sonne abgewandte p-dotierte Schicht
als Basis. Beide bestehen aus einem Halbleitermaterial. Durch die verschiedene Do-
tierung der beiden Schichten entstehen an ihrem Ubergang Elektron/Loch-Paare.
Zum Stromfluss kommt es, da sich unter Lichteinfluss diese Paare 16sen und zwi-
schen den Metallkontakten ein Spannungsunterschied entsteht. Dieser Vorgang wird

als photovoltaischer Effekt bezeichnet.

1.2 DAS ZWEIDIODENMODELL

Das Zweidiodenmodell ist ein abstraktes Modell, welches das generelle Verhalten
einer Solarzelle in einem Stromkreis relativ gut darstellt. Das folgende Bild zeigt
das zugehorige Ersatzschaltbild (vgl. [Ja01], S. 26), in dem durch die Pfeile die im

Modell betrachteten Stromflussrichtungen festgelegt werden.

Basis

Emitter

Abb. 1.2: Ersatzschaltbild des Zweidiodenmodells
Die darin vorkommenden Grofen haben folgende Bedeutung (vgl. [Ja01], [Le07]):

e Der Parallelwiderstand Rgh soll alle durch Materialfehler wie beispielsweise
Kristallfehler entstehenden Verluste darstellen.



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

Der Serienwiderstand Es symbolisiert sdmtliche Faktoren, die einen hoheren
Gesamtwiderstand verursachen, wie etwa der Widerstand innerhalb und zwi-

schen verschiedenen Materialien.

Jpn, steht fiir den durch den Photoeffekt entstehenden Photostrom.

D1 bzw. D, ist die erste bzw. zweite Diode. Eine soll die Rekombination an

Storstellen und die andere die Band-Band-Rekombination widerspiegeln.
Upg steht fiir das Potential der Basis.
Uy ist die direkt an der Parallelstrecke anliegende Spannung.

Ug bezeichnet das Potential des Emitters.

Die Bauteile werden nun genauer beschrieben. [I;, bezeichne dabei jeweils den in ein

Bauteil hineinfliekenden, I,,; den herausfliesenden Strom. Dieselben Bezeichnungen

werden fiir das Potential U verwendet.

Fiir einen Widerstand mit Faktor R > 0 gilt

Iin - Iout7
(11) Uin_Uout - R[m

Die zweite Gleichung ist das Ohm’sche Gesetz.

Bei einer Stromquelle mit Ausgangsstrom I ergibt sich

]in = ]out7
(1.2) I, = I
Fiir eine Diode gilt
[in = [out7
Uin - Uou
(13) Im = J() (eXp <B%> - 1) .
n

Die zweite Gleichung ist die Kennlinie der Diode mit gegebenen Faktoren Jy, B
und n. Dabei ist Jy der Diodensperrstrom, B = ;= die Inverse der Tempera-
turspannung, wobei e die Elementarladung, k£ die Boltzmann-Konstante und
T die Temperatur in Kelvin bezeichnet, und die Konstante n der Diodenidea-
litdtsfaktor (vgl. [Ja01], S. 25).



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

e An Knotenpunkten mit k hineinfliekenden Stromen [ (1) 1"

fliekenden Stromen [ (51135, vy I (SQt

und [ heraus-
sowie analogen Bezeichnungen fiir die Poten-

tiale erhalt man

(1.4) Wy 41 = 194 419,
vy = vl fir j =2,k
Ul Ul fiir j=1,..,1.

Die erste Gleichung ist bei allen Bauteilen die erste Kirchhoff’sche Regel. Die be-
nutzten physikalischen Gesetze sind in den iiblichen Physikbiichern zu finden, z.B.
in [No07|. Zur Bestimmung der Kennlinie dieses Modells werden noch die Gréfsen
Ip und Ip eingefiihrt, die den Strom im Emitter bzw. in der Basis bezeichnen. Auf-
grund der Ladungserhaltung aller Bauteile folgt I = Ip und nach (1.1) ergeben

sich Gleichungen fiir U, sowie die Kennlinie des Parallelwiderstands égh:

(1.5) Uy = Ug— Rslp,
Uy — Ug
Rgy,

I, -
Einsetzen von (1.5) in (1.6) ergibt

@) Us — Up — Rsls _
Rsp

Rsp"

jm bzw. j{n seien nun die Parameter fiir den Diodensperrstrom der ersten bzw.
zweiten Diode. Ublicherweise wird der Idealititsfaktor der ersten Diode auf 1 und
der der zweiten Diode auf 2 gesetzt (vgl. [Ja01], S. 27). Die Kennlinien fiir die beiden
Dioden ergeben sich aus (1.3) unter Beriicksichtigung von (1.5):

(1.8) Ip, = Ju (eXp (B (UB Up - és'fB» - 1) ,
(1.9) In, = Joo <eXp (g (UB Uy — §573)> - 1) .
Nach (1.4) gilt weiter

(1.10) Ip+ 1Ly, = Ip, +1Ip,+1If_ .
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Es ist wegen (1.2) I, = j;h. Mit AU :=Ug — Uy — ]SLSTB und durch Einsetzen der
Kennlinien der Bauteile Rgy,, D1 sowie Dy entsprechend (1.7) - (1.9) in (1.10) kann

man schlieflich die Kennlinie fiir 15 angeben:

~ ~ ~ AU AU
IB = — ph_'_JOl (eXp (BAU) — 1)—|—J02 (exp (BT) — 1) —|—§_
Sh

— O (UB Uy — ESTB> .

Trifft man nun noch die Annahme, dass der Strom Iy gleichméfig iiber die Oberflé-
che F' der Solarzelle verteilt ist, ldsst sich die Kennlinie folgendermafen durch die

Stromdichte J ausdriicken:
T
F

1 ~ - -
= =G (UB Uy — RSFIB>
= Gg (UB - UE - RSJ),

wobei Rg = ESF ist. Es ist dann

V \%
(111) G(;(V) = —Jph -+ JOl (eXp (BV) — 1) + J02 (exp <B§) - 1) -+ R_
Sh
mit - ~ ~
J, J J ~
=" Jn=" Jn="7. Rsw=RaF.

Bei der experimentellen Emittlung der Solarzellenkennlinie werden an die Basis ver-
schiedene Potentiale Up =: Uy, angelegt. Die Funktion G5 hingt somit nur von den
Groken J und Ug sowie von den Parametern J,p, Jo1, Jo2, Rsn, Rs, B und Uye ab.
Man definiert

(1.12)  G(Ug, J; Jpn, Jo1, Jo2; Rsn, Rs, B, Upat) = Gs(Upe — Ug — RsJ).

Im Folgenden werden die Parameter unterdriickt, falls sie nicht unmittelbar von

Bedeutung sind.
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1.3 DAS ERWEITERTE SOLARZELLENMODELL

Der Basis-Emitter-Strom soll nun lokal durch das im vorigen Abschnitt vorgestell-
te Zweidiodenmodell dargestellt werden. Das genaue Stromverhalten in der Tiefe
wird also vernachléssigt und eine zweidimensionale Auflésung betrachtet. Das fol-

gende Bild zeigt einen Ausschnitt der Oberfliche eines Solarzellenmoduls und gibt

Aufschluss iiber die Geometrie, von der ausgegangen wird.

Periodizitétszelle Symmetrieachsen

——t
I

[ |

Elementa‘rzelle Bus Finger

Abb. 1.3: Ausschnitt aus einem Solarzellenmodul

Bei Vernachlassigung von Randeffekten geniigt es aufgrund der Symmetrie eine wie

in der Abbildung eingezeichnete Elementarzelle zu betrachten. Ihre Teilbereiche und

deren Bezeichnungen sind in der folgenden Abbildung zu sehen.

Q, Q, A,
Q, Q, ars
L Le

Abb. 1.4: Teilbereiche einer Elementarzelle

A = Ag+ Ap bzw. L := Lg+ Lp stehen fiir die Breite bzw. Lénge der Elementar-

zelle. Es ist weiter

o Op =0 U UQ3UQy, der gesamte Emitter

6



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

o Op = )y der Finger
e (Op =5 U3 der Bus
e O = Qp UQp der Kontakt

einer Elementarzelle. Es wird davon ausgegangen, dass in den Teilbereichen die
Parameter homogen sind. Bezeichnungen fiir die Rénder der einzelnen Teilbereiche
Q;,1=1,...,4, werden mit Abb. 1.5 eingefiihrt.

Mo

M

Abb. 1.5: Notation fiir die Rander der Teilbereiche einer Elementarzelle

Schlieflich miissen noch Angaben zur Kontaktierung gemacht werden, die fiir eine

Randbedingung der Modellgleichung wichtig sind.

ideale reale
Kontaktierung Kontaktierung

I
Spannungsvorgabe im Bus

Abb. 1.6: Kontaktierung im Modell und in der Realitdt

Fiir das Modell kénnen also Spannungen vorgegeben werden fiir I'o3 U I's3 oder fiir

['99. Im Weiteren wird die ideale Kontaktierung betrachtet. Dazu wird definiert:

FD = F23 U F33.
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Weitere Parameter sowie die Zielgrofen werden in der folgenden Ubersicht einge-
fiihrt.

Leitfihigkeiten
YE Flachenleitfahigkeit des Emitters
~ EB fir )? € QB . . .
Yo(X) = Flachenleitfahigkeit des Kontakts

EF fiir jz € QF
Kontaktierungswiderstand zwischen Emitter und Kontakt

() Rip fiir X € Qp
C - ~
Rer fir X € Qp

Zielgrofsen

Ug: Qp — R Spannung im Emitter

Ip: Qp — R? Ladungsflussdichte im Emitter

Jg: Qp — R Stromdichte von der Basis in den Emitter
K: Qp— R Stromdichte vom Emitter in den Kontakt
Ucs: Q¢ — R Spannung im Kontakt

Ic: Qp — R? Ladungsflussdichte im Kontakt

Mit diesen Begriffen konnen nun die Bestimmungsgleichungen fiir die gesuchten

Grofsen aufgestellt werden. n = (Z); ) ist dabei die dufere Normale.

Ohm’sches Gesetz (vgl. [Ha06], S. 525)

Ip = —YgVUg,
Ioc = —XcVUc.

Ladungserhaltungsgleichungen

le]E:JE—K inQE,
diV[C:K in Qc.
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Symmetrierandbedingungen

Ig-n=0 auf 0Qg,
Ic-n=0 auf 0Qc\I'p.

Bedingung an die Kontaktierung
Uc=0 auf I'p.

Bedingungen an die Strome senkrecht zum Emitter

JE = G(UE, JE; jph) mit jph = Jph]lgl und G wie in (112),
1
C
Bestimmt man I, so kann unter Beachtung von I, = I,,; und mit |Qg| = AL der

aus der Solarzelle herausflieffende Strom folgendermafsen berechnet werden:

F
1.13 Ly = — [ Io-n ds.
( ) ¢ ’QE’/cns
I'p

Der Term vor dem Integral ist notwendig, um auf den Strom der ganzen Zelle zu-

riickzurechnen, da zur Berechnung nur eine Elementarzelle betrachtet wurde. Die

gemessenen Kennlinien werden als Tupel (Um — Uguts ICI’},”) angegeben, es wird also
die Stromdichte verwendet. Die erste Komponente entspricht Uy, dementsprechend

ist fiir die Berechnung der Modellkennlinie folgende Definition sinnvoll:

(1.14) V(Up) = L/JC-n ds.
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1.4 ENTDIMENSIONALISIERUNG

Zur Berechnung wird folgendes Koordinatensystem angelegt:

El emeptarzel le

Y |

X

Abb. 1.7: Koordinatensystem fiir das Modell

Um die eindimensionale Gleichung zu erhalten, fiir die in Kapitel 3 dieser Arbeit ein
numerisches Losungsverfahren angegeben wird, werden einige Vereinfachungen vor-
genommen. Busbar und Kontaktwiderstand werden vernachlassigt und es wird von
einem homogenen Oberflichenwiderstand ausgegangen. Ug und Us werden durch
U , I und I durch IN, Yp und Yo durch ¥ und Jg durch J ersetzt, was einem

Kontaktwiderstand 0 entspricht. Die Bestimmungsgleichungen vereinfachen sich zu

I[(X,Y)=—-%VU(X,Y) in Qp,
divI(X,Y) = J(X,Y) in Qp,
(1.15) J(X,Y)=GU(X,Y),J(X,Y)) inQp,
UX,Y)=0 auf T'p,
\T(X,Y -n=20 auf 0Qg\I'p.

Der folgende Ansatz fiihrt schlieklich auf die eindimensionale Gleichung. Gesucht

sind I, U und J, die jeweils nach R abbilden und folgende Bedingungen erfiillen:

I(X) = —SU'(X) fiir X € (0, L),

I'(X) = J(X) fiir X € (0, L),

(1.16) J(X)=GU(X),J(X))  fiirXe(0,L),
U(0) =0,
I(L) -nx = 0.

10



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

Lemma 1.1. Gibt es Funktionen I,U und J, die (1.16) ldsen, so erfillen I,U und

- _ I(X _
J, fur alle Y € [0, A] definiert durch I(X,Y) := (O ) ,UX)Y) :=U(X) und

J(X,Y) := J(X), die Bedingungen (1.15).

Beweis. Seien I,U und J gegeben, die (1.16) erfiillen und I,U und J wic in der
Behauptung definiert. Dann erfiillen diese fir Y € (0, A) die Gleichungen

T vy ((1C0 ) e (U ) e oopx vy
9 O O 7 7
divI(X, V) < 0 "2 g Fx, v,

T def (1.16) def ~ T

T 700 " qux), J(X) ¥ qU(x,Y), J(X,Y))

jeweils fiir X € (0, L) sowie folgende Randbedingungen:

0(0,Y) % v(0) "2V o,

ILY) n% ( I(OL) ) n=1(L) nyx "2 0.

Aufgrund der Unabhéngigkeit von Y ist die Normalenableitung von I am oberen
Rand I'i3 UT'9y sowie am unteren Rand I'sy U I'yy ebenfalls 0. Die Funktionen I , U
16sen dann also mit J (1.15). O

Ist I,U eine aus (1.16) geméfs Lemma 1.1 hervorgegangene Losung von (1.15), so

ergibt sich nach (1.14) als Formel fiir die Kennlinie

1 ~
U (Up, — | 1 d
(Upat) o n ds
I'p
1
(1.17) & W) = —/I~nX ds.
!QE|F
D

11



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

1.5 SKALIERUNG
Im Weiteren wird Gleichung (1.16) betrachtet. Diese wird in diesem Abschnitt ska-

liert. Man definiert mit typischen Grofen L, I,U,J und ¥

C X
=
i(a) = T,
a(w) = L)
(1.18) 4 e %?)
g =
=
Somit muss auch gelten
gstu(a)) = ST
- —% + % (exp (BU(X)) — 1) + % (exp (gU(X)> _ 1> + (1{25}
(7h T @) + exp (BUu( ) — log (J{n»
+ oxp <BQU (2) — log ((}L)) + JgShu(x).

Um eine bessere Ubersichtlichkeit zu erreichen, werden folgende Parameter einge-

fihrt:
'Z _ JRs
1 -— U )
Jpn Jor . Joo
Zy = = =
J J J
J
1.19 z3:=log | — |,
(1.19) 3 g< Jm)
J
24 —lOg <J_>7
02
U
25 1= —= .
JRg,
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Daraus ergibt sich fiir gs mit b := BU

gs(u(x)) = —29 + exp (bu(x) — 23) + exp (éu(x) — 24) + zsu(x)

2
und wegen
J(X) = G5 (Upr — U(X) — RsJ (X))
sowie IR
Upat — U(X) — RgJ(X) = U(u — u(z) — 75 j(x))
Y
schliefslich

j(@) = gs (1 = u(z) = 215 ().

Wie bei dem Zweidiodenmodell definiert man

ww) = LU Ly

i(2) = @ _ %(—ZU'(X)) _ —ia%u’(z)) _ —%Uu'(:v),
Yoy = o100 IR By

u(0) = @ _o,

(1) -m, = T g

Aus der letzten Bedingung folgt sofort u/(1) = 0. Werden nun U und ¥ festgelegt

und setzt man [ := % und J := %, so folgt
i(x) = —ou'(7) fir x € (0,1),
i'(z) = j(x) fir z € (0,1),
u(0) =0,
u'(1) =0,
j(x) = g(u(x), j(x))

13



1. HERLEITUNG DER GLEICHUNG

Ableiten der ersten und Gleichsetzen mit der zweiten Gleichung liefert schliefslich

die numerisch zu l6sende Differentialgleichung:

—u"(x) = nj(z) fiir z € (0, 1),

(1.20) ) i) = glule). (@) firz € (0.1),
u(0) =0,
(1) =0,

wobei 1 := ¢~ und ¢ gegeben ist durch

9(u,j) = gs(p — v — 21J),
u
gs(u) = —z2 + exp (bu — z3) + exp (b§ — z4> + z5u.
Setzt man zg := 1, so sind zi,..., 26 genau die Parameter, die durch Messungen

identifiziert werden sollen. Nach Definition sind nur positive Werte fiir z», ..., zg und

nichtnegative Werte fiir z; zugelassen und sinnvoll. Wegen

1 1 [
\I[(Ubat) - m /] ‘Nnx ds = m/[’b(l‘) ‘Nnx ds
1—‘lD FD

1

(1.21) $(p) =

14



2. KXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

In diesem Kapitel wird bewiesen, dass eine eindeutige Losung u der Differentialglei-
chung (1.20) existiert und dass sie in C*(0,1) N C'[0, 1] liegt. Dazu wird ein Satz aus
|Ze90| benutzt, der auf der Theorie der monotonen Operatoren basiert. Der Satz gilt

fiir elliptische Randwertprobleme der Form

(2.1) M : Lu(x) = f(z,u(x)), OM : Bu(x) = h(x),

wobei M ein beschranktes Gebiet im R™ ist. Der Einfachheit halber wird meist
u anstatt u(z) geschrieben. Losung bedeutet in diesem Abschnitt immer Lésung in

C*(M)NC'(M). Es wird nun der folgende Spezialfall aus [Ze90] (S. 335f.) betrachtet:
(S) Essein=1, M = (c,d) ein offenes Intervall in R mit —oco < ¢ < d < oo und

Lu = —anv” + a1u’ + au,
Blc)u(c) — k(c)u'(¢)  fir x = ¢,
B(d)u(d) + k(d)u'(d)  fir x = d.
Weiter gelte

(I) aii,al,a € C (W)

(IT) L ist streng elliptisch, z.B. a;; > 0 in M.

(IIT) Fiir x = ¢ und x = d gelte jeweils genau eine der Bedingungen

(a) k(z) =0,  Bx) =1,
(b) k(z) =1, B(z) =0
(IV) @ > 0 in M. Auferdem sei a # 0, falls 3(c) = 3(d) = 0.

Zur Formulierung werden noch einige Hypothesen benétigt, die aus (H1) und (H2)
in [Ze90] (S. 318t.) fiir (S) abgeleitet sind:

15



2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

(H1) Es liege der Spezialfall (S) von (2.1) vor.
(H2) Essei f € C' (M x R) und h(c) € R sowie h(d) € R.
Es gilt der folgende

Satz (Existenz und Eindeutigkeit) ([Ze90], S. 321). Es seien (H1) und (H2)
erfillt und es gelte f,(x,u) <0 auf M x R. Dann hat (2.1) héchstens eine Lisung.
Wenn f zusitzlich auf M x R nach oben beschrinkt ist, dann hat (2.1) genau eine

Losung.
Beweis. Siehe [Ze90]. O

(1.20) ist ein Spezialfall von (S) mit

M =(0,1) =: (¢,d),
ap; = 1,
a, =0,
a =0,
ple) =1, k(c) =0,
B(d) =0, k(d) = 1,
h(c) =0, h(d) =0

Die unter (S) definierten Bedingungen (I) - (IV) sind hier erfiillt. Um den Satz

anwenden zu konnen, misste fiir (1.20) noch gelten:
(A) —u”" = f(z,u) in (0,1) fir ein f mit

(i) feC (M xR),
(ii) fu(z,u) <0 auf M x R,
(iii) f ist auf M x R nach oben beschriinkt.

Zunéachst wird gezeigt, dass es zu (1.20) ein J gibt mit —u” = J(u) und J € C*> (R).
Danach wird J'(u) < 0 fiir dieses J gezeigt. Fiir f definiert durch f(z,u) := J(u) fir
(z,u) € (M x R) ergeben sich daraus sofort (i) und (ii). (iii) gilt jedoch fiir f nicht.
Allerdings kann gezeigt werden, dass die Losung u der Differentialgleichung - falls
eine solche existiert - in einem beschriinkten Intervall K bleibt und man kann ein J
definieren, das nach oben beschrankt ist und das sich auf K wie J verhalt. In der
Definition von f kann dann J anstatt J verwendet werden, sodass alle Eigenschaften
in (A) erfiillt sind.
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Lemma 2.1. FEs seien i1 € R, b, 29, ..., 26 > 0 sowie zy > 0 gegeben und fest. Dann
gibt es fir (1.20) ein J mit —u” = J(u) in (0,1) und J € C* (R). Die Funktion J

erfillt fir alle u € R
F <u, J(u)) =0,
<6

wobei F' fiir alle u,j € R definiert ist durch

F(u,j) =j—gs(n —u—zj).

Beweis. Unter Verwendung des Satzes iiber implizite Funktionen wird gezeigt, dass

es eine globale Auflosung j = ¢(u) von j = gs(u — u — 217) gibt. Sei

wi(u,j) == exp (b(p—u— 21j) — 23),
(2.2) '
yJ) i =¢€

) XP(%(M—U—le)—%)-

Damit ergibt sich wy(u, j), wa(u, 7) > 0 fiir alle u, j € R und fiir festes u gilt

1
wa(u

( . . . . o0, 21 > 07
lim wq(u,j) = lim we(u,j) =
j——00

j——o00

exp (b(p—u)—z23), 2z =0,

0, z1 >0,

hm wl(“?j) - hm w2(u7j) -
J—0 J—0

exp (2 (p—u)—z), 2z =0.
Ferner ist fiir u,7 € R

F(u,j) =j+ 22 —wi(u, j) — wa(u, j) — 25 (1 — u — 21))
und somit

0 b
(2.4) 57 F () = 1 by () + —tws(u, )+ 2521 > 0.
Sei ab jetzt u fest. Dann ist j +— F'(u,j) monoton steigend und mit (2.3) gilt

. . . . —0Q, .7_> —00,
(2.5) F(u,j) =j+ 20— (w1 +ws) (u,j) — 25 (0 — u — 215) —
00, j — o0.

Mit (2.4), (2.5) und da F' € C*®(R?), insbesondere F stetig bei festem u, existiert
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

nach dem Zwischenwertsatz genau ein j, € R mit F(u, jo) = 0. Nach dem Satz tiber
implizite Funktionen gibt es weiter eine lokale, und weil diese - wie die Argumenta-
tion gezeigt hat - fiir jedes u € R existiert sogar eine globale Auflésung j = ¢(u)
mit ¢ € C*(R). Die Funktion J definiert durch J(u) := zgp(u) fir u € R erfiillt
somit die Behauptung. O

Es sei J wie in Lemma 2.1. Thre Eigenschaften werden nun néher untersucht.

Lemma 2.2. Die Funktion J ist streng monoton fallend mit

oo fiiru — —oo,
J(u) —
—00  fiir u — oo.

Beweis. Fiir alle u € R sei ¢ definiert durch

Dann ist nach Lemma 2.1 u — F (u, p(u)) = 0. Aus
Fu, p(u) = ¢(u) + 22 — wi(u, p(u)) — wa(u, p(u)) = 25(n — v — 210(u))

ergibt sich damit

0= 2 Plu, p(u)

Ju
= /() + (0 b () wa () + (5 + 0 ) walo )
+ 25 (14 21 (w))
und weiter

0=¢'(u) (1 + bzywy (u, p(u)) + %’U&(U, o(u)) + z5z1)

+ bwy (u, p(u)) + §UJ2(U, o(u)) + 2s.

Schlieflich erhalt man

__ —hwnu () — Jwa(us p(u)) — 2
Lot bz (us () + 5w (u, p(u) + 2521

(2.6)  ¢'(u) <0 fiir alle u € R,
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

also ¢ streng monoton fallend. Fiir alle u € R gilt

0= () + 25 = wi(u, p(u)) — walu, p(u)) = 2z5(p — u = 21(u)),

was dquivalent ist zu

0= p(u)(1 4 2521) + 22 — wi(u, o(u)) — wau, p(u)) — 25(p — u).
Auflésen nach p(u) ergibt

2wy (1, () + wy(w, (1)) + 25 — )
1 + 2521
wi,we>0 —z29 + 25(u - U) u——00
>
1+ 2524

plu) =

Q.

Um die Unbeschrénktheit von ¢ nach unten zu zeigen, wird noch einmal (2.6) be-
trachtet. Es gelte zunéchst z; # 0.

—bwy (u, p(u)) = gws(u, p(u)) — 2
L+ bzyws (u, p(u) + %5t wa(u, (u)) + 2521
3 = (dzwi(u,p(u) + Fws(u, p(u) + 2521)

oz (T4 bz (u, p(u) + Brws(u, p(u) + 2521)
1 — (1 +bzwi(u, p(w)) + Frwa(u, p(u)) + 2521)

,a(1+bawﬂu¢%@)+2;wﬂm¢@0%+%a)

N J/

I
no

Es ist C1(u) > 1+ 252 fiir alle u € R. Damit erhdlt man

) 1 L 1 1

u = _ — - o

1 lel(u) 21 21 (1 + 2521) 21
1—1-— -

= A S o<

21 (1 + 2521) 1+ 2521

Falls z; = 0, so ergibt sich aus (2.6) sofort ¢'(u) < —z5. C' wie oben definiert ist
also auch in diesem Fall eine obere Schranke von ¢, die echt kleiner 0 ist. Daraus
folgt sofort p(u) ——— —o0o. Wegen J(u) = z5¢(u) und z5 > 0 iibertragen sich die
Monotonie sowie die Grenzwerteigenschaften von ¢ auf J und die Behauptung ist

gezeigt. ]
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Aus den im Lemma gezeigten Eigenschaften ergibt sich mit dem Zwischenwertsatz,
dass es genau ein u € R gibt mit J(u) = 0. Zur Veranschaulichung des Zusammen-
hangs von v und J(u) fiir verschiedene Batteriespannungen, also verschiedene Werte
von u, dient die folgende Abbildung. z1, ..., zg sind dabei mit den ersten Startwerten
fiur Rg, Jpn, Jo1, Jo2, Rsn, 2 und Skaliergrofen aus der Datei Parameter.m (siche
Anhang C) nach (1.19) und z = % berechnet.

3 ) .
— u=11.68
—— u=24.22
25 n = 26.47

25

|
o
al
T

-15 -10 -5
Abb. 2.1: Zusammenhang zwischen u und J(u)

Es sei ug die - einzige - Nullstelle von J und

oo [0,up], falls ug >0,

[tg,0],  sonst.

Weiter sei [y die linke Intervallgrenze von K, [ < [y beliebig und die Funktion
X : R — [0, 1] definiert durch

0, u<l—1,

x(u) = e~exp<—ﬁ>, I—1<u<l,
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Weil

ou (o0 (-r=n=m)) - _<12—e<(5 - zl>)2>2 (=)

fiir u — [ — 1 bzw. u — [ den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert 0 besitzt, ergibt
sich x € C*(R).

Lemma 2.3. Die Funktion J : R — R definiert durch

u

j@y—/I@Mﬂﬁ+J®

l

1st monoton fallend, mindestens zweimal stetig differenzierbar und nach oben be-
schrinkt durch J(I —1). Auf [l,00) stimmt J mit J iiberein. Die einzige Nullstelle

von J ist dann die Nullstelle ug von J.

Beweis. Weil J € C>(R) und y € C'(R) ist, ist .J stetig und liegt wegen

{ J'(u) = J'(u)x(u),
J" () = J"(w)x(u) + J'(w)x' ()

in C2(R). Mit der Gleichung fiir die erste Ableitung von .J ergibt sich weiter

J'(u)=0, fallsu<l-1

sowie

J'(u) <0, fallsu>1—1.

Insbesondere ist J monoton fallend und J(u) = J(I — 1) fiir alle v < [ — 1. Weiter
gilt

LMU=/f®Mwﬁ+Jm:wa falls u > I
1
und mit [ < ug folgt wegen der Monotonie, dass uq die einzige Nullstelle von J ist.

Die Behauptung ist somit gezeigt. O

Sei J wie in Lemma 2.3 und sei die Funktion f definiert durch f(z,u) := J(u)
fiir alle (z,u) € ([0,1] X R). Dieses f erfiillt nun (A). Aus J € C%(R) ergibt sich
(i), wegen fu(z,u) = J'(u) < 0 fiir alle (z,u) € ((0,1) x R) gilt die Bedingung
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

(ii) und (iii) folgt sofort aus der Beschrianktheit von J nach oben. Damit erfiillt die
Differentialgleichung

u" () = f(z,u(z)) fir z € (0,1),
(2.7) u(0) =

alle Voraussetzung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes und es gibt genau eine

Losung u dieser Gleichung.
Lemma 2.4. Die Lisung u von (2.7) ist beschrinkt mit u(xz) € K fir alle x € [0, 1].

Beweis. Es wird folgende Differentialgleichung betrachtet:

—u"(z) = J(u(x)) fir « € (0,2),
(2.8) u(0) =0,
u(2) = 0.

Auch diese besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz genau eine Lésung
u € C%*0,2)N C'0,2]. Sei nun w definiert durch

—w"(z) = —u"(2—2) = J@2—-2)) = J(w(x))  firze(0,2)

{w(()) = U(2) =0,
w(2) = u(0) = 0.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung von (2.8) folgt sofort w = u, insbesondere

sowie

u(z) =w(z) = u(2 —x) fir z € [0, 2].

Also ist u achsensymmetrisch zu x = 1 und somit @’(1) = 0. Die Einschrankung von
u auf das Intervall [0, 1] erfiillt demnach (2.7) und ist die eindeutige Losung u dieser
Differentialgleichung. Sei nun angenommen, dass u ihr Maximum an der Stelle xg

in (0,2) annimmt. Dann muss u”(x¢) < 0 und somit J(u(x)) > 0 gelten. Da z die
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2. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT

Maximalstelle von % und .J monoton fallend ist, ergibt sich @ < ug im Intervall [0, 2]

und weiter

~@"(x) = J@(x)>0  in(0,2),

was dquivalent ist zu
u"(x) <0 in (0,2).

Mit dem Maximumprinzip - nachzulesen beispielsweise in [RR96| - folgt daraus
wegen u(0) = u(2) = 0 sofort u > 0 und insgesamt 0 < u < wg in [0,2]. Dieser
Fall kann also nur auftreten, falls ug > 0 ist. Ebenso kann gezeigt werden, dass
up < u < 0 ist, falls @ thr Minimum in (0, 2) besitzt - was nur fiir vy < 0 moglich
ist. In jedem Fall gilt w(z) € K fiir z € [0,2], also insbesondere u(x) € K fir
z € [0,1]. O

Satz. Die Differentialgleichung (1.20) hat eine eindeutige Losung u.

Beweis. Mit der gleichen Argumentation wie in Lemma 2.4 kann gezeigt werden,
dass eine beliebige Losung von (1.20) nur Werte in K annehmen kann. Da in diesem
Intervall die Funktionen J und J iibereinstimmen, ist die Lésung w von (2.7) auch

die eindeutige Losung der urspriinglichen Differentialgleichung (1.20). O]

Wie Lemma 2.4 zeigt konnen fiir die Losung u genau drei Fille auftreten, die jeweils

an einer der drei Kurven aus Abb. 2.1 veranschaulicht werden:

1. Die Nullstelle ug von J ist kleiner 0, wie bei der roten Kurve. Dann nimmt die

Losung nur Werte in [ug, 0] an.
2. Die Nullstelle ug von J ist 0. Dann ist © = 0, wie etwa bei der blauen Kurve.

3. Die Nullstelle uy von J ist grofer 0, wie bei der griinen Kurve. Dann nimmt

die Lésung nur Werte in [0, ug] an.

Die gestrichelten Linien verdeutlichen die Bereiche, in denen die Losung in den

einzelnen Féllen liegen muss.
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3. DAS NUMERISCHE
LOSUNGSVERFAHREN

In diesem Kapitel sollen zu einer gegebenen Kennlinie die dem Modell zugehori-
gen Parameter so bestimmt werden, dass die Modellkennlinie mit der gemessenen
moglichst gut iibereinstimmt. Dazu muss zunédchst die Differentialgleichung (1.20)
numerisch gelost werden. Mit der Losung kann die skalierte Kennlinie und mit die-
ser aus (1.21) die tatséchliche Modellkennlinie bestimmt und mit den Messwerten

verglichen werden. Es bezeichne z = (2, ..., 2).

3.1 DISKRETISIERUNG DER GLEICHUNG

Zur Ubersicht nochmals die zu 16sende Differentialgleichung (1.20):

(3.1) —u"(z) = zj(x) fir z € (0,1),
(3.2) j(x) =g(u(x),j(x))  firze(0,1),
(3.3) u(0) =0,
(3.4) | /(1) =0,

wobei g gegeben ist durch

9(w,J) = gs(pt = u = 213),
(3.5) u
gs(u) = —z9 + exp (bu — z3) + exp (b§ - 24) + zsu.

Die Diskretisierung erfolgt mit der Finite-Differenzen-Methode (vgl. [Ha06], S. 630-
636). Fiir ein N € N wird das Intervall [0,1] in N Teilintervalle der Lénge h := +
aufgeteilt, sodass N + 1 Stiitzstellen z; := % entstehen, ¢ = 0,..., N. Weiter wird
u; = u(x;) sowie j; 1= j(x;) fiir i =0, ..., N gesetzt. Zur Berechnung wird auferdem
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

der Wert von u an der Stelle 1+ h benétigt, die nicht im Intervall [0, 1] liegt. Dieser

Wert wird mit uy,1 bezeichnet. Mittels zentraler Differenzen ergibt sich

—Ui—1 + 2u; — Ui

h2

(3.6) —u"(x;) =~ firi=1,..,N

als Approximation zweiter Ordnung. Unter Beachtung von (3.3) folgt daraus

2U1 — U9

(37) () = =

Um eine Naherung fir —u”(zx) zu erhalten, wird aus dem zentralen Differenzen-

quotienten fiir die erste Ableitung von u an der Stelle x

(34)
Uny1 R uy_1 + 2hu’ (zN) =" un_q

hergeleitet. Einsetzen in (3.6) fiir i = N ergibt

—ZUN_l + 2uN

(3.8) —u"(zy) & 3

Die Approximationen (3.6) - (3.8) sind nun alle von der Ordnung 2. Setzt man sie

in (3.1) sowie (3.2) ein, erhdlt man folgende Bedingungen fiir uy, ..., uy, j1, ..., jn:

( 2161 — U9 X
Tz = Z6J1;
—Ui—1 + 2u; — : .
i 2u u+1:,26j7; firi=2,..,N—1,
(3.9) h
—2uy_1+2uy .
\Jz—g(s(u—ul—zljl)zo firi=1,...,N.

3.2 NEWTONVERFAHREN

Aufgrund der Nichtlinearitat der Gleichungen aus (3.9) wird zur Losung das Newton-
verfahren verwendet. Der Algorithmus ist in den gédngigen Biichern zur numerischen
Mathematik zu finden, etwa in [Ha06]. Es wird eine Nullstelle von F' = (fy, ..., fan)

25



3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

gesucht, wobei die f; gemék (3.9) definiert sind durch

( 20U, — U.
f1(U) 12% — 26Un+1,
U1 +2U; — Ui .
J(U) = ! —26Uny; fire=2,...,. N —1,
J— _ + .
In(U) = x th S 26N
(i (U) :=Un — g5(t = Un—mn — 21Up,) firm=N+1,....2N

mit U = (U, ..., Uay)'. Ausgeschrieben ist

fm(U) =Un+ 22 — exp (b (ILL —Unom — ZlUm) N Z3)

— exp (b'u — UN_; —aUn z4> — 25( — Uy — 21Upy).

Fiir das Newtonverfahren wird die Jacobi-Matrix von F' bendtigt. Es sei von nun an

Py = (fi, o0 ) Fo = (fng1, o fan), Us = (U, ., Uy) und Uy = (Unya, -, Uan).
Aus (3.10) ergeben sich folgende N x N-Matrizen:

& 0
_ 1
h2
OF;
(3.11) By = 8U1 (U) = :
1 - _ 1
h2 : h2
0 4 &
—Z6 0
0F,
3.12 By =—(U) =
(3.12) = g (O)
0 —Z6

Es ist weiter fiir m = N +1,...,2N

9 fm
8UN—m

(U)=bexp (b(p — Un—mn — 21Up) — 23)

+ gexp (bu — UN_;" —An _ 24) + 25
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

sowie
O fm . Ofm
ou,," "’ YoUux_,,

Die nicht erwdhnten partiellen Ableitungen der Komponenten von F; sind jeweils 0.

g—gj(U) und g—gﬁ(U) sind also N x N-Matrizen mit Diagonaleintrag ag}’;”_“m(U) bzw.

ng:(U ) in der (m — N)-ten Zeile. Die Jacobi-Matrix ist dann die diinn besetzte

2N x 2N-Matrix

)

(U) +1.

or,  on
(3.13) o= |
3.13 JWU) := U).
or,  or,
oU, oU,

Fiir das Newtonverfahren wird nun ein Startvektor gewéhlt. Aufgrund der Dirichlet-
Randbedingung u(0) = 0 bietet sich dafiir beispielsweise der Vektor u(®) = (0, ...,0)*
——

2N —mal
an. Mit vorgegebenen Werten fiir b und p sowie sinnvoll gewahlten Parameterwerten

21, ..., 2 entsprechend ihrer Bedeutung kann, wie sich auch in der Implementation
(siehe Kapitel 4 und Anhang C) zeigen wird, in wenigen Iterationsschritten eine gute
Néherungslosung fiir die uw; und j;, ¢ = 1, ..., N, gefunden werden. Aus dem k-ten
Niherungswert v®) berechnet man den nichsten durch Losen des Gleichungssystems
(3.14) und Addieren des Losungsvektors zu u®):

(3.14) J (u®)y® = —F (u™)
(3.15) R )

Der Wert v*+1) wird als Néherung fiir die Nullstelle akzeptiert, falls die euklidischen
Normen von —F(u**+Y) und y*) kleiner als vorgegebene Toleranzen sind. So wird
sichergestellt, dass der Funktionswert von F' an der Stelle u**V fast 0 ist und dass
die tatséchliche Nullstelle nahe an ©*+1) liegt. Die ersten N Komponenten von u*+1

sind nun eine Naherung flir u, ..., uy, die weiteren fir 7y, ..., jn.

3.3 BESTIMMUNG EINER NAHERUNG VON W(Upy)

Hat man eine Naherungslosung gefunden, kann aus dieser ein approximativer Wert
fir ¢ (p) 02D Gy (0) = %60) bestimmt werden. Dazu wird eine Formel fiir «'(0) =: uy
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

hergeleitet. Es ist

( h2
uy =ug + hug + 7ug + O(h?),

4h?
(3.16) uy =ug + 2hug + 7%/ + O(h%),
9h?
| us = o + 3hug + TUg + O(h?)
mit uj = u”(0). Gesucht ist nun eine Linearkombination von ui,us und us als
Néaherung von uj. Aus
uy, = oqup + aaus + Qsus
3.16 h? 4h?

9h?
+ a3 (UQ + 3hu{) + 711/0/)

ergibt sich durch Koeffizientenvergleich als Gleichungssystem fiir o := (g, ag, a3)*

1 1 1 aq 0
(3.18) h 2h 3h | |as| =
Boop2 M) \ay 0
—A

Invertieren von A fihrt auf

3 -5 1
2h B2
(3.19) At=[-3 § -3
1 -3 L1
2h  h?
und man erhalt
0 _5
(3.20 s g (| = 4
.20) a = =\ 4
3
0 ~on

Wegen «; € (’)(%) fir i = 1,2,3 ist (3.17) eine Approximation der Ordnung 2 und

> 4 3
(3.21) ug A —gp + Flz = 5l
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

ergibt sich als Formel fiir «/(0). Ist also (u, ..., un, J1, ..., jn) eine mit dem Newton-

verfahren bestimmte Nadherungslosung von (3.9), so ist

1 5 4 3
(3.22) () = — <—%U1 + pu2 ﬁ%)

Z6

und nach (1.21)

I I 5 4 3
(323) \II<Ubat) = f¢(ﬂ) ~ I_J_Z6 <—%U1 + EUQ - ﬁﬂg}) .

3.4 BESTIMMUNG EINER NAHERUNG VON V., (V(Upy))

Um Néaherungsformeln fir V, (¢(u)) aufzustellen, braucht man wegen (1.21) Ap-

’
. . 0
proximationen von —aa w(0)
Zi 26

von u bzw. 7 nach dem Parameter z;. Dann ist fiir i = 1,...,6

fir « = 1,...,6. Es bezeichne u,, bzw. j,, die Ableitung

(0

(3.24) —8Z'u”(x) (D 82~Z6j<x) fir z € (0,1),
d . 2) 0 . ..
(3.25) @) g5 (= ule) = mj@)  fir e (0,1),
u,,(0) = 0,
| u,,'(1) = 0.

Die Randbedingungen ergeben sich, da «(0) und «/(1) unabhéngig von den Parame-
tern immer 0 sind. Weil die Reihenfolge der Ableitungen aufgrund der Glattheit der
Funktion u vertauscht werden darf, ergibt sich aus (3.24) fiir z € (0,1)

—u," (%) = 2., ( firi=1,..,5,
(3.26) { (%) = 2672(7)

—Usz" () = 265 (%) + ().

Gleichungen fiir die j,, folgen aus (3.25). Bei der Berechnung wird der Einfachheit

halber das Argument weggelassen. Mit wy, wy wie in (2.2) - auch hier werden die
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Argumente weggelassen - gilt:

B
Jou = 5095 (U —u — 21])
321

‘ 4 b b. bz .
= (_buz1 - b] - bzl]m) wy + (_Eu?«l - §j - 711721) W2

+ (—25Usy — 212502 — 25))-

Umstellen der Gleichung ergibt

1+ bzywy + ng + 2125 | Joy = — | bwn + §w2 + 25 | uy, — bjwy — 5]1112 — 25].

Definiert man nun noch

b
V] = — (bw1 + —wy + z5> ,

2
(3.27) -
Vo (= (1 + bzlwl + 771}2 + le5> ,
so folgt
. ViU, — bjwy — %jw2 — 25]
(3.28) Jo = :
(%]
Analog erhélt man
.
. ViUy, — 1
Jzo = ;7
(]
. VilUzy — W1
Jzg = U—27
(3.29) Gy = Az W2
(]
. VilUy + b — U — 21]
Jzs = )
Vg
. Ulu%
\jZG - ’U2 .
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Einsetzen in (3.26) ergibt schliefslich fir jedes i = 1, ..., 6 eine Differentialgleichung

fiir u,, mit
( VU, —bjwy — Sjwy — 255
us, " () — 26— (x) = 24 2 (),
() )
—ie1(a)
VU —1
uzQH(x) <6 = (x) = %6 _(I)v
Vo V2
——
=:ca(x)
V1, —w
us, () = 26——2(x) = 26 — (),
) )
~—
(3.30) . ‘1';3(“
7" . 1Uzy _ — w2
(@) = 26752 (0) = 20— (o),
=:ca(z)
17 - Uluzs ,u —u—2z1)
(@) = 2 ) = 2 B ),
::Z;(x)
u ”(],‘) . V1Uzg (I) — j(l’)
26 6 Vs 6 % )
\ =:c6()

jeweils fiir z € (0,1) sowie den Randbedingungen

u,(0)=0 firi=1,..,6,
u,'(1)=0 firi=1,...,6.

Die Diskretisierung erfolgt wie bei (1.20) im ersten Abschnitt dieses Kapitels mit

finiten Differenzen. Es werden dasselbe N sowie dieselben Gitterpunkte und dieselbe

Diskretisierung fiir die zweite Ableitung nach x verwendet. Es sei ugk) = u,, (xy) fir
k=1,...,Nundi=1,..,6. Wie (3.6) - (3.8) ergibt sich
( 2u2) — ug) VU, (1) (z1)
— 2 x1) = 26¢;(21),
12 6y 1 6Ci(T1
_y*D o9y, () (k4
(3.31) T i, Ml S zgvluzi () = zeci(xy) firk=2,...,N —1,
h? (%)
—2u(ziv_1) + 2ugv) Uluzi( ) (zx)
— 2 x1) = 26¢i(x
12 6y, VM1 6Ci(TN
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fiir ¢ = 1, ..., 6. Dies fiihrt auf die Gleichungssysteme

wobel b; == (zg¢;(x1), ..., chi(a?N))t und A; definiert ist durch

V2

U—l(l‘l) 0
Ai = Bl — 26 ..
0 (zw)

mit B; wie in (3.11). Die k-te Komponente der Losung U, ist dann ein Naherungs-

wert fiir ult) = Uy, (xg).

Anstatt (3.28) und (3.29) in (3.26) einzusetzen, kann man auch fiir ;3 ..., j
sitzliche Variablen einfithren und (3.26) und (3.28) bzw. (3.29) fiir das entsprechen-

de ¢ mit diesen zusétzlichen Variablen diskretisieren. So erhélt man fiir jedes i ein

zu-

Gleichungssystem mit 2N Gleichungen und Variablen. Dazu werden noch definiert

bi = (07 ...,O,Ci(xl)/(]Q(:Cl), "'7Ci(xN)v2(xN>>t fiir i = 17 ) 5a
——
N—mal
be := (j(z1), ..., 5(xN),0,...,0)",
——
N—mal
—U1<I1) O
BS = ’ 3
0 —vy(xp)
’Ug(xl) 0
B, = ’ s
0 vo(zN)
~ B, B
Ai = ! >
Bs By

mit By, By wie in (3.11) bzw. (3.12). Dann kénnen aus den Gleichungssystemen

wie auch mit (3.32) Naherungswerte fiir w,, (), £k =1,...,N, i = 1,...,6 bestimmt

werden. Diese sind jeweils die ersten N Komponenten der Losungsvektoren (721..
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

Mit den Losungsvektoren kann schliefslich eine Naherung fiir V, (1(u)) angegeben

werden. Es ist

9 u'(0) _ u'(0)

firi=1,..,5,
82’1‘ 26 26
0 uw'(0)  uy,'(0)  u'(0)
0z 26 2 2

Analog zu (3.16) - (3.20) leitet man mit uzi’(()),u(z}),ug) und v anstatt Uy, Uy, Usg

und uz die Formel (3.21) her, sodass gilt:

0 0

(3.31) V. (0(1)) = (a—zlwm), 2

mit

0 1 5 4 3
m el + @ - S fiir i = 1,..., 5
8zi¢(u) ” ( o7 U + Uz~ o, ) iir 4 .., B,

0 1 5 U 4 u 3 s
_ ~ (1 _ =t = (2 _22Y)_ 2 B3 _ 8
82’61/}(M) 26 ( 2h (U'Z6 ZG) * h (U'Z6 ZG) 2h (uzG ZG)) ’

Zuriickrechnen auf die unskalierte Formel fiir die Kennlinie ergibt

(3.35) Ve (U (Ubat)) =

3.5 OPTIMIERUNG NACH DEN PARAMETERN

Es seien fiir £ = 1,...,n Messpaare (Uy, I}) gegeben. Fiir das Modell bedeutet Uy
die Batteriespannung und die [ sollen moglichst genau durch die W(Uy) appro-
ximiert werden. Nun kann wie beschrieben fiir jedes U, U(Uy) sowie V, (V(Uy))
berechnet werden. Dann soll die Fehlerquadratsumme der Differenzen I, — W (Uy),
k = 1,...,n, minimiert werden. In der Implementation wird zur Optimierung der
MATLAB®-Befehl 1sqnonlin benutzt ([Ma09]). Als Argumente miissen zumindest
eine Funktion fun sowie ein Startvektor x0 iibergeben werden. Berechnet fun eine
vektorwertige Funktion
fi(@)
flay=1 1+ |,
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

so liefert der Aufruf

x = lsgnonlin(fun,x0)

ein Minimum der Quadratsummen der Funktionen fi, ..., f,,. Zuséatzlich kénnen Vek-
toren 1b bzw. ub als untere bzw. obere Schranke fiir die Variablen in x als Argumente

iibergeben werden. Der Aufruf lautet dann
x = lsgnonlin(fun,x0,lb,ub,options),

wobei die Standardoptionen vor diesem Aufruf mit optimset gedndert werden kon-
nen. Z.B. kann fun bei dem Aufruf mit Startvektor x als zweites Argument die
Jacobi-Matrix von f an der Stelle x zuriickgeben. Bei dem Algorithmus wird dann
diese verwendet, anstatt mittels finiter Differenzen eine Ndherung fiir die Matrix zu
bestimmen. Dazu muss in options ’Jacobian’ auf >on’ gesetzt werden. Als Algo-
rithmen konnen Trust-Region-Reflective, Levenberg-Marquardt oder Gauss-
Newton gewahlt werden. Da der Trust-Region-Reflective-Algorithmus der einzi-
ge ist, der eine Beschrankung an x zulésst, wird er in der Implementation verwendet.
Die Vorgehensweise dieses Algorithmus soll nun kurz erlautert werden. Es werden
zunédchst eine Umgebung Uy des Startwerts x0 sowie eine einfachere Funktion ¢, die

das Verhalten von f in U, widerspiegelt, bestimmt. Die Losung s des Problems
min {q(s),s € Up}

wird zum Startwert addiert und der Funktionswert an dieser Stelle bestimmt. Ist
f(x0+4s) < f(x0), so wird mit x0+ s weitergerechnet, ansonsten wird eine neue Um-
gebung bestimmt und der Schritt wiederholt. Genaueres kann in [Ma09] nachgelesen
werden. Hier muss fun fiir einen geeigneten Startwert zo = (2o, ..., 2z06) den Vektor
der Differenzen I, — ¥ (Uy) und dessen Jacobi-Matrix mit (—V, (¥(Uy)))" in der k-ten
Zeile zuriickgeben. Durch den Aufruf von lsqnonlin mit dieser Funktion und dem
Startwert wird die Optimierung durchgefiihrt. Es stehen weitere Ausgabeargumente

zur Verfiigung. Beispielsweise liefert
[x,resnorm,residual,exitflag,output] = lsgnonlin(...)

neben der Minimalstelle x die quadrierte euklidische Norm des Residuums, resnorm,
das Residuum selbst, residual, den Grund fiir die Beendigung des Algorithmus

symbolisiert durch die Ganzzahl exitflag und output fiir genauere Angaben unter
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3. DAS NUMERISCHE LOSUNGSVERFAHREN

anderem zur Anzahl der Iterationen. Auch hier finden sich nahere Informationen in
[Ma09].

3.6 BESTIMMUNG DER PARAMETER

Man kann fiir verschiedene Werte von N, also verschieden viele Gitterpunkte, das
beschriebene Naherungsverfahren fiir alle U, durchfithren und optimale Parameter
mit lsgnonlin bestimmen. Die k-te Komponente der iibergebenen Funktion gibt
dabei an der k-ten Stelle die Differenz von I, zum berechneten Stromdichtewert
bei Spannung U}, zuriick. Sinnvolle Werte fiir die Parameter werden als Startvektor
20 = (201, ---, 206) Ubergeben. Fiir das néchstgrofere N kénnen dann jeweils die zuvor

berechneten Parameterwerte als Startvektor benutzt werden. Aus (1.19) sowie mit

kann man auf die Parameter J,p, Jo1, Jo2, Rsn, Rs und ¥ zurtickrechnen:

(a0
fis ==
Jpn = (22 — exp(—2z3) — exp(—24)) J,
J
JOI - )
exp(23)
(3.36) T
JOQ - )
exp(z4)
U
Rey — ——
Sh JZ57
no =
\ Z6
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4. IMPLEMENTATION UND ERGEBNISSE

Die MATLAB®-Implementation des vorgestellten Losungsverfahrens mit einer Bei-
spielkennlinie befindet sich in Anhang C. In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse
vorgestellt, um einen Eindruck von den Méglichkeiten des Verfahrens zu vermitteln.

In Anhang A sind die Ergebnisse in Tabellenform zu finden.

4.1 VORBEMERKUNGEN

In der Datei Parameter.m (sieche Anhang C) liegen Startwerte fiir die Parame-
ter und Skaliergréfen fiir (1.18) vor. Die Datei Beispielkennlinie.txt enthélt als
Messdaten fiir eine Solarzelle in der ersten Spalte Werte von —0,3 bis 0,7 fiir die
Batteriespannung, in der zweiten die bei der entsprechenden Spannung gemessene

Stromdichte. Die Einheiten sind dabei folgendermafsen gewihlt:

Batteriespannung:  [V],

cm?

Stromdichte: [mA] .

Fiir verschiedene Startwertvorgaben sind in Anhang B einige Vergleiche der gemes-
senen mit der berechneten Kennlinie als Abbildungen zu finden. Weitere liegen als
fig-Dateien auf der CD in Anhang C vor. Bei der Veranschaulichung werden da-
bei nicht die gemessenen bzw. berechneten Werte I fiir die Stromdichte, sondern
die Werte log|I — Iy| gegen die Werte der zugehérigen Batteriespannung geplottet.
Dadurch sind Unterschiede deutlicher erkennbar. I ist hierbei der bei Batteriespan-

nung 0,00150754 gemessene Wert —0,0349871.

In der Implementation ist U auf die Temperaturspannung gesetzt, sodass nach De-
finition von B und wegen b = BU sofort b = 1 folgt. Lineare Gleichungssysteme
wie (3.14) werden mit dem \-Befehl von MATLAB®gelost und fiir das Newtonver-

fahren werden Toleranzen von 107'° vorgegeben. Zur Bestimmung der Ableitung
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4. IMPLEMENTATION UND ERGEBNISSE

von u und j an den Stiitzstellen xq,...,zx wird (3.33) benutzt. So kann dieselbe
Matrix wie auch bei dem Newtonverfahren verwendet werden. Nur die Diagonal-
elemente der in der Definition von zzL vorkommenden Untermatrizen B3 und By
miissen ersetzt werden. Aus Konditionsgriinden werden aufserdem die ersten N Zei-
len der Matrix und entsprechend natiirlich auch die ersten N Komponenten der
rechten Seiten der Gleichungssysteme (3.14) und (3.33) in der Implementation mit
h? multipliziert. Anhand von verschiedenen sinnvoll gewiihlten Startwerten fiir die
Parameter Rg, Jpn, Jo1, Jo2, Rsh, 2 und somit auch 2, ..., 25 werden nun Ergebnisse

der Implementation vorgestellt.

4.2 RESULTATE MIT VERSCHIEDENEN STARTWERTEN

In diesem Abschnitt werden vier verschiedene Vorgaben fiir die Startparameter be-
trachtet:

Rg = 0,46
Jon = 35

Jor = 1077
W) Joz =107
R, = 2000

SR
\ 7

Rs=1

Jon =15

Jor =0,5-107*
@ Jop =1,5-107°

Rgp = 1000

1
sl
\ 7
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4. IMPLEMENTATION UND ERGEBNISSE

Dabei ist

Die Ergebnisse, die mit den verschiedenen Vorgaben erzielt werden, werden nun
verglichen. Zunéchst soll geklart werden, ob es sinnvoll ist, 1sqnonlin mit kleinen
Werten fiir N aufzurufen und die damit identifizierten Parameter dann fiir immer
grofere N als Startwerte zu benutzen. Ein Laufzeitenvergleich gibt dariiber Auf-
schluss. Dazu wird einerseits die Laufzeit des Programms gemessen, wenn nur fiir
N = 1024 1lsgnonlin aufgerufen wird, andererseits die Laufzeit fiir Aufrufe mit
N = 32,64,128, 256,512, 1024, also verschiedene NN, wobei fiir 32 die Startparame-

terwerte und bei dem Aufruf mit dem néchstgroferen N dann jeweils die zuvor

\

Rg=1
Jon = 25
Jor =107
Jop =05-107°
Rgp = 2000
S
Rg =1
Jon =30
Jor = 1077
Jop =0,5-107°
Rsn = 2000
10
N=

[Rs] = [Rsp] = Qem?,

[Jph]

X] =

mA

= [Joi] = [Jo2] = p—k

ot

identifizierten Werte iibergeben werden.
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4. IMPLEMENTATION UND ERGEBNISSE

Laufzeit in Sekunden
Startwerte | N = 1024 | verschiedene N
(1) 24,12 52,52
(2) 103,43 70,37
(3) 124,32 55,19
(4) 294,28 68,02

Nur bei den ersten Startwerten ist der direkte Aufruf mit einem grofen N schneller.
Das lasst sich dadurch erklédren, dass die Startwerte fast mit den spéater identifizierten
Werten iibereinstimmen. Bis zur Konvergenz ist nur eine Iteration von lsqnonlin
mit N = 1024 notig. Bei allen anderen Vorgaben fiir die Startwerte werden mehr
Iterationen benoétigt, da die Startwerte teilweise nur bis in etwa auf den Faktor 2
mit den spéter identifizierten Werten iibereinstimmen. Vorgaben dieser Genauigkeit
sind sinnvoll, da vor der Identifikation Angaben in dieser Grofenordnung iiber die
Parameterwerte gemacht werden kénnen. Anhand der Tabellen in Anhang A zeigt
sich, dass in einem solchen Fall der Aufruf mit zunéchst kleineren /N nicht nur in der
Regel die Laufzeit stark verbessert, sondern sogar bessere Ergebnisse erzielt. Bei den
zweiten Startwerten ist der Unterschied am deutlichsten. Hier wird ein gutes Ergeb-
nis nur bei dem Aufruf mit verschiedenen N erzielt (vgl. die Werte von resnorm fiir
N = 2% in Tab. A.4 und Tab. A.5). Fiir weitere Untersuchungen wird darum diese
Methode verwendet.

Nun soll untersucht werden, ob sich die Berechnung der Jacobi-Matrix und die
Verwendung von ’Jacobian’ ’on’ auszahlt. Dazu werden wieder die Laufzeiten
fiir Aufrufe mit N = 32,...,1024 verglichen. Bei der Bestimmung der Laufzeit mit

’Jacobian’ ’off’ wurde V, (¥ (Upy)) im Programm nicht berechnet.

Laufzeit in Sekunden
Startwerte | >Jacobian’ ’off’ | >Jacobian’ ’on’
(1) 265,96 52,52
(2) 376,86 70,37
(3) 265,70 55,19
(4) 355,12 68,02
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Die Berechnung der Jacobi-Matrix mit dem in Kapitel 3 angegebenen Algorithmus
verkiirzt demnach die Laufzeit ungefahr um den Faktor 5. Weiter sind die Ergeb-
nisse, wie ein Vergleich der Werte von resnorm in den Tabellen in Anhang A zeigt,
in beiden Féllen ungefahr gleich grofs. Zum Vergleich der identifizierten Parameter-
werte wird darum die Variante des Aufrufs mit verschiedenen Werten von N und

>Jacobian’ ’on’ verwendet.

Mit den dritten Startwerten wird keine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit der
gemessenen Kennlinie erreicht. 1sqnonlin bricht nicht wegen Konvergenz ab, son-
dern weil sich das Residuum kaum mehr veréindert. resnorm hat Grofenordnung
107% gegeniiber nur 3 - 107! bei den Startwertvorgaben (1), (2) und (4). Vor allem
der Wert von Jys weicht, wie Tab. A.2, Tab. A.5, Tab. A.8 und Tab. A.11 zeigen,
bereits nach dem ersten Aufruf so stark von den mit den anderen Vorgaben erzielten
Werten ab, dass keine guten Ergebnisse mehr erreicht werden. Es kann also nicht
in jedem Fall garantiert werden, dass bei Ubereinstimmung der Startwerte bis auf
Faktor 2 mit den optimalen Modellparameterwerten Konvergenz eintritt. Jedoch
stimmt (3) mit (4) bis auf den Wert fiir J,;, tiberein und bei den vierten Startwer-
ten liefert das Verfahren sehr gute Approximationen der Kennlinie. Bei schlechten
Ergebnissen empfiehlt sich daher der Versuch, die Startwerte nacheinander etwas zu
verdndern, um eine Verbesserung zu erreichen. Ein Vergleich der Abbildungen B.5
und B.6 mit den Abbildungen B.8 und B.9 zeigt den Unterschied, der nur durch
die Modifikation von J,, entsteht. Die bei dem Aufruf von 1sqnonlin mit N = 32
ermittelten Stromdichtewerte stimmen bei (4) fast mit den gemessenen iiberein. Bei
(3) ist dies nicht der Fall. Die Abweichungen verdndern sich auch bei dem Aufruf

mit den groferen N kaum mehr (vgl. B.7).

Bei der Berechnung werden mit (1) maximal 7, mit (2) maximal 9, mit (3) maximal
8 und mit (4) maximal 11 Newtoniterationen benttigt. Mehr als 7 Newtoniteratio-

nen sind jedoch Ausnahmefalle.

Ein Vergleich der mit (1), (2) und (4) mit N = 2'* 2!2 und 2'® identifizierten Pa-
rameterwerte (vgl. Anhang A) zeigt eine Ubereinstimmung in allen aufgefiithrten
Stellen. Die Abbildungen B.2, B.4 und B.10 veranschaulichen diese sowie die hohe
Ubereinstimmung der gemessenen mit der berechneten Kennlinie. 1sqnonlin ak-

zeptiert die mit N = 2! berechneten Werte auch als Optimum bei dem Aufruf mit
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N =22 und N = 23, Die Werte

(

Rg = 0,459186752,
Jon = 35,000010749,
Jo1 = 1,000467034 - 107,
Joa = 9,976069753 - 107,
Rgp, = 1999,494075,
> = 1,421977834

(4.1)

fiir die Modellparameter werden daher als Naherungswerte akzeptiert.
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Es soll noch kurz erwahnt werden, wie die gewonnenen Daten eingesetzt werden. In
der Praxis kann die Identifikation der Modellparameter bei der Qualitatsbestimmung
von Solarzellen von Nutzen sein. Ziel ist es, eine moglichst hohe Maximalleistung der
Solarzelle zu erreichen. Nur anhand einer gemessenen Solarzellenkennlinie ist eine
genaue Feststellung eventueller Méngel kaum moglich. Experten wissen jedoch, wel-
che Modellparameterwerte einer hohen Effizienz entsprechen. Ein Vergleich dieser
mit den zu einer Solarzelle identifizierten Werten kann so Aufschluss iiber die Qua-
litdt der Zelle geben. Beispielsweise kann ein zu kleiner oder zu grofer Wert einem
nicht optimalen Dotierverhalten entsprechen oder einem zu niedrigen bzw. zu ho-
hen Widerstand zwischen zwei Materialien. Anhand dieser Feststellungen sind dann
Veranderungen bei dem Herstellungsverfahren moglich, die diese Méangel ausbessern
und zu einer hoheren Qualitét der Solarzelle fithren. Weiter konnen die Ergebnisse
mit denen anderer Modelle verglichen werden, um Zusammenhénge zwischen den
Parametern festzustellen. Es ist gut vorstellbar, dass mit einem komplexen Solar-
zellenmodell, das ein aufwéandiges Verfahren zur Parameteridentifikation erfordert,
bessere Aussagen iiber das Verhalten und die Méngel der Solarzelle getroffen werden
kénnen als mit einem einfacheren Modell. Wenn Zusammenhénge zwischen den Pa-
rametern beider Modelle genutzt werden konnen, um von den Werten des einfachen
Modells auf die des anderen zuriickzurechnen, spart man viel Aufwand, kann aber

trotzdem die besseren Ergebnisse nutzen.
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ANHANG

A. UBERSICHT UBER DIE ERGEBNISSE

Auf den folgenden Seiten finden sich Tabellen zur Ubersicht iiber die identifizier-
ten Parameter und weitere Ergebnisse - z.B. resnorm - bei verschiedenen Aufrufen
von lsqnonlin. Bei dem Aufruf mit verschiedenen N werden fiir das erste N die
Startparameterwerte verwendet. Bei dem Aufruf mit dem néchstgroferen N werden
dann jeweils die bei dem vorherigen Aufruf identifizierten Parameterwerte benutzt.
It sei die Anzahl der Iterationen, die 1sqnonlin benétigt, FA die Anzahl der Funk-

tionsaufrufe der Funktion differenz.m (vgl. Anhang C).
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B. BILDER DER
KENNLINIENVERGLEICHE

Auf den néchsten Seiten werden einige Kennlinienvergleiche mit den vier verschiede-
nen Startwertvorgaben in der in Kapitel 4 erklarten Form gezeigt. Die zugehorigen

und weitere fig-Dateien konnen auf der CD in Anhang C gefunden werden.
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B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

STARTWERTE (1)

—— gemessene Kennlinie
-4 — — — berechnete Kennlinie .

-12r

log|I-Io|

-141

-161

-181

-20 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

U
Abb. B.1: Kennlinienvergleich vor der ersten Iteration bei dem Aufruf mit N = 32

— gemessene Kennlinie
-4f| = — — berechnete Kennlinie .

20 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

U
Abb. B.2: Kennlinienvergleich nach dem Aufruf mit N = 8192
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B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

STARTWERTE (2)

-2

log |I-1|
®

10

12

-18

-20

—— gemessene Kennlinie
— — — berechnete Kennlinie

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

— gemessene Kennlinie
-| = — — berechnete Kennlinie

-03 -02 -01 0 0.1

0.2
U

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Abb. B.4: Kennlinienvergleich nach dem Aufruf mit N = 8192
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B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

STARTWERTE (3)

-2 T T

—— gemessene Kennlinie
— — — berechnete Kennlinie P

-12r

-14
-03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Abb. B.5: Kennlinienvergleich vor der ersten Iteration bei dem Aufruf mit N = 32

— gemessene Kennlinie
— — — berechnete Kennlinie

-10

-12

-14
-03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
U

Abb. B.6: Kennlinienvergleich nach der letzten Iteration mit N = 32
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B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

—— gemessene Kennlinie
— — — berechnete Kennlinie

-14
-03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
U

Abb. B.7: Kennlinienvergleich nach dem Aufruf mit N = 8192
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B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

STARTWERTE (4)

—— gemessene Kennlinie
— — — berechnete Kennlinie

-2

-10f

-12r

-14 ‘
-03 -0.2 -01 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7

Abb. B.8: Kennlinienvergleich vor der ersten Iteration bei dem Aufruf mit N = 32

— gemessene Kennlinie
_4t = — ~ berechnete Kennlinie 4

log |I-1y|
5

-12r

-14r

-161

-18 ! ! | ! ! ! ! ! !
-03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
U

Abb. B.9: Kennlinienvergleich nach der letzten Iteration mit N = 32

33



B. BILDER DER KENNLINIENVERGLEICHE

—— gemessene Kennlinie
-4 — — — berechnete Kennlinie .

log|I-Iy|

-12r

=141

-161

-18y

-20 :
-0.3 -0.2 -01 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7
U

Abb. B.10: Kennlinienvergleich nach dem Aufruf mit N = 8192
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C. BEISPIELIMPLEMENTATION
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C. BEISPIELIMPLEMENTATION

Auf der CD sind der Ordner Implementation und darin folgende Dateien zu finden:

Parameteridentifikation.m

Das Hauptprogramm

differenz.m

Wird in Parameteridentifikation.m lsgnonlin als erstes Argument
ibergeben und berechnet den Vektor der Differenzen I, — W (Uj) und die

zugehorige Jacobi-Matrix

kennlinie.m

Wird in differenz.m fiir alle k£ aufgerufen und berechnet (u), wobei
w= Uy U-!

newton.m

Wird in kennlinie.m zur Losung von (3.14) aufgerufen

F.m

Wird in newton.m zur Berechnung von F' (vgl. (3.10)) aufgerufen
DF2.m

Belegt die letzten N Zeilen der Jacobi-Matrix fiir das Newtonverfahren
loeser.m

Wird in kennlinie.m zum Lé&sen von (3.33) aufgerufen

Parameter.m

Belegt die Startwerte und Skaliergrofien fiir das Verfahren

Beispielkennlinie.txt

Eine Beispielkennlinie mit Tupeln (Uy, I},), k =1, ..., 200

Weiter sind im Unterordner Bilder die fig-Dateien zu den Kennlinienvergleichen zu
finden (vgl. Anhang B).
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