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Aufgabe 9.1: Eine interessante Polynom-Familie: “Die Tschebyschevs”

Neben den Legendre-Polynomen zéhlen die T'schebyschev-Polynome zu prominenten Vertretern der Klasse der
Jacobi-Polynome. Letztere werden durch zwei reelle Parameter «, 8 spezifiziert, welche die zugehorige Gewichts-
funktion waps = (1 — 2)*(1 + x)? festlegen. Um die Integrierbarkeit der Gewichtsfunktion auf (—1,1) zu
gewéhrleisten sind a und ( stets grofler —1 zu wihlen. Die Jacobi-Polynome zeichnen sich unter anderem da-
durch aus, daB sie einer Orthogonalititsrelation geniigen. Genauer gilt fiir zwei Jacobi-Polynome Jhes ), JiP
mit gleichen Parametern aber unterschiedlichen Polynomgraden m # n:

1
/ TP (@) I (@) wa,p(x)da = 0. (1)
1

Wihrend die Legendre-Polynome orthogonal sind beziiglich des Standardskalarprodukts, welches sich fiir (o, 3) =
(0,0) ergibt, so daf die konstante Funktion 1 als Gewichtsfunktion fungiert, gehéren die Tschebyschev-Polynome

zu den Parametern (o, 8) = (—%7 —%) Sie sind somit paarweise orthogonal beziiglich des Skalarprodukts

das sich beispielsweise iiber C([—1,1]) betrachten 148t. Man beachte, da$ die Gewichtsfunktion w(z) := (1 —
22)7Y/2 trotz ihrer Singularititen bzw. Unstetigkeiten bei —1 und 1 iiber [—1,1] integriebar ist und daher eine
Ll (—1,1)-Funktion darstellt. Die Tschebyschev-Polynome weisen eine Reihe sogenannter Minimaz-Eigenschaften
auf, weshalb sie auch gerade in der angewandten Mathematik von eminenter Bedeutung sind.

In den folgenden Aufgaben geht es darum, die Tschebyschev-Polynome vermdoge ihrer geforderten Orthogona-
litdtseigenschaft beziiglich des Skalarprodukts (2) konkret zu bestimmen und einige ihrer Eigenschaften bzw.
Darstellungsmoglichkeiten zu studieren. Dabei sollen zunéchst die engen Beziehungen zu den trigonometrischen
Funktion herausgestellt werden, aus denen z.B. die spezielle Gestalt der Drei-Term Rekursion (siehe Teil e)
resultiert. Es mag verwunderlich erscheinen, dafi die Tschebyschev-Polynome meist iiber ihre Orthogonalitéit
eingefithrt werden, obwohl sie ihre herausragende Bedeutung ganz anderen Eigenschaften verdanken.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen, Gleichheiten etc. und versuchen Sie die Fragen zu beantworten.

a) (Trigonometrische Orthogonalitétsbeziehungen) Aus der Fourieranalysis ist bekannt, dal die Funktionen
1, cos(x), cos(2x), ..., sin(x), sin(2x), ... (trigonometrische Monome) beziiglich des Standardskalarprodukts in
L',2(07 27) paarweise orthogonal sind. Ferner sind die Funktionen iiber jedem Interval, dessen Linge mit der
Periode 27 iibereinstimmt, ebenfalls orthogonal im £?-Sinne.

Tatséchlich stehen jeweils 1, cos(x), cos(2z), ... und sin(x),sin(2z), ... auch in £2(0,7) senkrecht zueinander
(was ist der tiefere Grund dafiir?). Gilt dies auch fiir andere bzw. beliebige Intervalle der Linge 77 Miissen
bzw. konnen auch cos(ma) und sin(nz) in £2(0,7) zueinander orthogonal sein?

b) (Rekursionsbeziehungen trogonometrischer Monome) Fiir Cy(x) := cos(nx) und S, (z) := sin(nz) konnen
sukzessive mittels folgender Formeln berechnet werden:

{ Cry1(x) = 2cos(x)Cn(z) — Crn-1(x) { Cryi1(z) = —2sin(x)Sn(z) + Cn-1(x)
Sn+1(x) = 2cos(x)Sn(x) — Sp—1(x) Snt+1(z) = 2c0s8(z)Cr(x) + Sn-1(x)

Die trigonometrischen Monome lassen sich als Polynome in cos(x), sin(x) darstellen. Welche trigonometri-
schen Monome lassen sich als Polynom in einer Variablen — entwder cos(z) oder sin(z) — schreiben?
/2

¢) Integraltransformation: /;1 % dz = /: f(cos(0))g(cos(6))do = /; P f(sin(0))g(sin(0)) do

. T () := cos (narccos(z)) Vo(x) :=sin (narcsin(z))
2 p— - .
d) L3, (—1,1)-orthogonale Funktionen: { Un(z) i= sin (n arccos(x)) W () = cos (n arcsin(z))
Welche Funktionen sind orthogonal zueinander? Welche Funktionen sind Polynome in 7 Sonstige erwéhnens-
werte Beziehungen?



e) Drei-Term Rekursion: Die Folge der Tschebyschev-Polynome (7% )ren, 148t sich rekursiv bestimmen:
Initialisierung: To(x) =1, Ti(x) = =z, n>1: Thyi(x) =22Th(x) — Th-1(x)
cosh (narcosh(z)) falls 1 <=z
(—1)" cosh (narcosh(—z)) falls = < —1

g) Globale Darstellung: Yz € R: To(z) = 3[(z + V22— 1)* + (v — Va2 = 1)¥]

LBt sich diese Darstellung direkt aus der Darstellung in f) herleiten?
h) Niitzliches: Fiir |z| > 1 gilt auch: Tn(z) = 3 [(z + V22— 1)* + (z+ Va2 —1)""]

Beachte: Aus a® —b” =1 folgt a—b= (a+b)"". AuBerdem gilt: T, (1(z + 2)) = 2(z™ + ==).

n/2]

i) Ezplizite Darstellung der Tschebyschev-Polynome: Tn(x) = z (—1)k(27}€)x"72k(1 —z%)F

f) Darstellung fir |z| > 1: Th(x) = {

k=0
Welcher Faktor steht vor der hochsten Potenz? Man beachte dazu auch die Rekursionsformel.

_1 n2n ! d7l
j) Rodriguez Formel: Typ(z)=+1— a2 ot
2n)!  dam

k) Differentialgleichung: Ty, ist eine Losung der Differentialgleichung (1 — mQ)y” —zy +nly=0.

(1 _ m?)nfl/Q

Wie sieht eine zweite linear unabhéngige Losung aus?

1) Ableitung der Tschebyschev-Polynome — Tschebyschev-Polynome der 2. Art

Initialisierung: To(z) = 1, Ti(z) = 2z, n>1: Thii(x) = 22T (z) — Thoi(x)
- i 1)0 -
Es gilt fiir 6 € (0,7): Tr(cos(9)) = W, ferner: T (z) = nTn—1(z).
sin
m) Symmetrie: Vn € No : T (—z) = (—1)"Tn(z), ferner: T,,(1) = 1.
n) Nullstellen und Eztremstellen der Tschebyschev-Polynome liegen simtlich im Intervall [—1, 1]. Es gilt: Null-
stellen bei cos(%=1r) fiir k € {1,..,n}; Extremalstellen auf [~1,1]: [Ta(z)] = 1 &  cos(%X) fiir

k € {0,...,n}. Beachte: bei —1 und 1 liegen jedoch keine Extremalstellen vor, falls die Tschebyschev-
Polynome auf R betrachtet werden.

Die vielfiltigen Darstellungen der Tschebyschev-Polynome bieten ganz unterchiedliche Moglichkeiten sie zu de-
finieren und auch zu berechnen. Uberlegen Sie, wie sich die Tschebyschev-Polynome am effizientesten berech-
nen lassen. Schreiben diesbeziiglich ein MATLAB Ptrogramm und vergleichen Sie unterschiedliche Berechnungs-
moglichkeiten.

Letzte Frage: Es heifit die Konvergenzabschéitzung des CG-Verfahrens mittels der Tschebyschev-Polynome sei op-
timal. Bekanntlich besitzen auch die Tschebyschev-Polynome gewisse Optimalitétseigenschaften (die bereits oben
erwithnten Minimax-Eigenschaften), da sie in etlichen Féllen die Polynome mit der kleinsten Norm darstellen,
welche einer gewissen Zwangsbedingung geniigen. Eine derartige Eigenschaft wird bei der Konstruktion des Gra-
dientenverfahrens gefordert. Kann man daraus schliefen, dafl das Gradientenverfahren eigentlich nichts anderes
macht, als implizit die Tschebyschev-Polynome aufzubauen?

Kléren Sie das Verwirrspiel und in welchem Sinne die Konvergenzabschitzung optimal oder gar scharf ist.

Aufgabe 9.2: Erzeugung A-konjugierter Vektoren

Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren wird meist als Standardwerkzeug zur Erzeugung orthonor-
maler Basen herangezogen; es ist jedoch mit einem erheblichen Aufwand verbunden, der sich vor allem bemerkbar
macht, wenn die Dimension des Vektorraums grof} ist.

Im folgenden wird ein alternatives Verfahren vorgestellt, dafy auf einer Drei-Term Rekursion beruht. Dazu sei V/
ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum (Hilbertraum) und A : V' — V ein linearer, positiv definiter und
symmetrischer (selbstadjungierter) Operator. Der nachstehende Algorithmus baut eine A-orthogonale bzw. A-
konjugierte Basis auf.

Waéhle Startvektor: by € V
Firk=1,2,...n—1
(br, br)

_ (Aby,bk) o o
Q41 = (orrbn) Brt1 = Tr1,br 1)’ brt1 := (A + ak)br + Brbr—1.

a) Beweisen Sie, dafl die so generierten Vektoren tatsiichlich paarweise orthogonal sind.

b) Setzt man Vj, := span(b, ..., by) so zeige man fiir k € {1,...,n—1}: Viy1 = Vi + AV} oder anders ausgedriickt:
AV, C Vk+1 aber AV} SZ Vi.

¢) Kombinieren Sie dieses Orthogonalisierungsverfahren mit dem in der Vorlesung untersuchten Verfahren der
konjugierten Richtungen. Diskutieren Sie die Nachteile des so erhaltenen Verfahrens zur Loésung linearer
Gleichungssysteme mit s.p.d. Systemmatrizen und iiberlegen Sie, ob und wie sich das Verfahren verbessern
lassen konnte.



