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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen
Aufgabenblatt 2

Aufgabe 3: Lineare Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten kénnen bekanntlich mittels der
Exponentialfunktion explizit gelost werden, indem man die Exponentialmatrix der Koeffizien-
tenmatrix (mulipliziert mit der Zeit) berechnet. Auch wenn diese analytische Lésungsmethode
numerisch problematisch sein mag, da die Berechnung der Exponentialmatix i.a. aufwendig ist,
wollen wir sie in dieser Aufgabe fiir ein Verfahren anwenden, das sich fiir den Fall variabler
Koeflizienten eignet. Die Idee besteht darin, die variable Koeflizientenmatrix auf hinreichend
kleinen Zeitintervallen durch eine konstante Matrix zu ersetzen. Durch sukzessives L&sen von
Anfangswertproblemen mit konstanten Koeffizenten kann man sich so bis zu einem vorgegebe-
nen Endzeitpunkt “hochhangeln”. Die folgenden Teilaufgaben (vor allem iv) zielen darauf ab,
die Konvergenz dieser Methode nachzuweisen.

i) Es sei A € C(R{,CN*N) eine stetige und beschréinkte Matrixfunktion. Es gelte ferner
sup;sq | A(t)|| =: M < co. Zeige, dal das Anfangswertproblem

z(0) =z CV,  &(t)=At)z(t) t>0
eine auf ganz ]Rar definierte Losung besitzt. Insbesondere ist die Abschitzung
lz(@®)] < e [lao]

herzuleiten. Hinweis: Welche Gleichung erfiillt z(¢) := e~™*z(t) und wie sieht das Mono-
tonieverahlten von ||z|| aus?

ii) Konstruiere eine stetig differenzierbare Matrixfunktion £ € C1(RZ x R{, CV>*N) mit der
Eigenschaft
x(t) = E(t,s) x(s) fir ¢t,s>0.

E wird als Evolutionsmatriz bezeichnet.
iii) Betrachte nun die inhomogene Gleichung mit q¢ € C(R7,CN).
y(0) =y €CY,  y(t)=A)y(t) +q(t) t>0

Zeige, daf die Losung durch die Identitét (Variation der Konstanten)

y(t) = E(t,0) 5o + /O B(t,s) q(s) ds

gegeben ist, welche auch unter dem Namen Duhamelsches Formel firmiert.

iv) Essei X € CHR{, CV*N) die Losung des Anfangswertproblems



wobei I € CVN*N fiir die Identitéiit bzw. Einheitsmatrix steht. Betrachte das kompakte
Zeitintervall [0,7] und setze h := T/n fiir n € N sowie t; := jh mit 0 < j < n. Fir
t € [0,T] exitiert dann k € {0,1,...,n} und 6t € [0, h) derart, dal t = kh + §t. Beweise:

X(t) = lim et AE) phAte-1)  ohA0)

n—oo

Hinweis: Konstruiere eine Approximation X,, fiir X wie im Einleitungstext beschrieben.
Schitze den Fehler mittels des Residuums ab, welches sich ergibt, wenn man X, in die
Differentialgleichung einsetzt. Benutze dabei die Duhamelsche Formel.

Es mag bei allen Schritten hilfreich sein, zunéchst den skalaren Fall zu betrachten.

Aufgabe 4: Langzeitverhalten des Eulerschen Polygonzugverfahrens

Der ungedampfte, eindimensionale harmonische Oszillator wird durch das folgende Differential-
gleichungssystem im Phasenraum beschrieben

. 0 1
T = Ax, A'_<—1 0).

Die erste Komponente von z(t) € R? entspricht dabei dem Ort, wihrend die zweite Komponente
die Geschwindigkeit bzw. den Impuls angibt. Die Losung fiir den Anfangswert

2(0) = <(1)> lautet  @(t) = (_‘“’Zfr(l’?t)> .

Implementiere das explizite Euler Verfahren fiir dieses Anfangswertproblem und vergleiche die
numerische Losung mit den in der Vorlesung hergeleiteten asymptotischen Entwicklungen (¢,, =

nh)
a(n) = x(ty) + shtpa(ty) + K2 (2t22(t,) — $Ax(ty)) |
o(n) = e%ht”m(tn) - %hztne%ht”AaE(tn) .

Bestimme dazu die Approximationsraten von ||z — 4| bzw. || — 0| iiber das Zeitintervall [0, 7]
wie in Aufgabe 2 (Blatt 1) erldutert mit

i) fester Endzeit T' =1
ii) gitterabhéngiger Endzeit T' = %

Welche Entwicklung beschreibt das Verfahren besser?



