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Aufgabe 14: Absolute Stabilitét

Betrachte ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren mit der Schrittweite i fiir das Modellproblem

z(0) = o, (t) = Ax(t) fir t >0, AeC.

Die numerische Losung & ist dann gegeben durch:

#(0) = o, kz:A(;e(nHZaijkzj), Bn+1) = &(n) +h Y biki . (%)

Dabei bezeichnen A = (a;j);,j=1,....,s und b = (b;);=1,... s die Koeffizienten, welche durch das Runge-Kutta
Tableau (Butcher Schema) gegeben sind.

a)

Zeige, dafl sich Z(n + 1) mittels folgender Formel berechnen 1ifit
En+1) = [1+h\b"(I —hAA) 'e]i(n) = R(hN)Z(n) (%)

e:=(1,1,...,1)T € R*. Bemerkung: Die Funktion R(z) wird als Stabilititsfunktion bezeichnet. Das
Runge-Kutta Verfahren ist genau dann absolut stabil, falls |R(hA)| < 1. Dies impliziert, da§ die
Folge #(n) gegen 0 konvergiert.

Zeige, daf fiir ein explizites Runge-Kutta Verfahren der Ordnung s € {1, ..., 4} die Stabilitéitsfunktion
die Darstellung R(z) = Y5 _; 772" besitzt.

Der Bereich absoluter Stabilitit ist definiert durch A = {z € C : |R(z)| < 1}. Stelle diesen fiir
die gingigen Einschrittverfahren (Euler, Heun, RK4) graphisch mit Matlab dar. Bemerkung: Die
Grofle des Stabilitétsbereichs ist zumindest heuristisch gesehen ein guter Indikator fiir das Stabi-
litdtsverhalten bei nicht-linearen Systemen.

Zeige, dafl die Stabilitéitsfunktion im allgemeinen Fall in der folgenden Form geschrieben werden
kann ( 7y

det(I — zA + zeb
R = .

(2) det(I — 24) (x%)

Tip: Stelle (ki, ..., ks, #(n + 1)) € R**! als rechte Seite eines Gleichungssystems dar, wobei
(#(n),...,2(n)) € R¥*! formal die Rolle der Unbekannten iibernimmt und bestimme #(n + 1) mit
Hilfe der Cramerschen Regel.

Begriinde, weshalb das Stabilitdtsgebiet im Falle expliziter Verfahren stets beschrankt sein muf.
Tip: Beachte, dafl A in diesen Féllen eine strenge untere Dreiecksmatrix ist.

Vergleiche (x) mit (xx). Liafit sich die Identitéit im folgenden Sinne verallgemeinern?
1+b"Ma = det(I +ab” M)

Hierbei ist M € C**™ und a,b € C".

Aufgabe 15: Last Minute Reisen mit Alltours

Ein innovatives Reiseunternehmen plant fiir eine zahlungskréftige und immer waghalsiger werdende Kund-
schaft das ultimative Reiseerlebnis. Touristen sollen in kleinen Raketenkapseln um den (halben) Globus



fliegen. Die Kapseln sollen vom Land abgeschossen werden, mindestens einen Kontinent {iberqueren und
dann im Meer landen, wo sie von Bergungsschiffen aufgenommen werden.

Fiir eine erste, grobe Machbarkeitsstudie wird ein einfaches Simulationsprogramms fiir einen primitiven
Raketentyp bendtigt. Es soll dabei angenommen werden, dafl die Geschwindigkeit der Raketen — gleich
einer Kanonenkugel — nach ihrem Abschufl nicht mehr beeinflufit werden kann und der Eigenantrieb nur
dazu dient den Luftwiderstand zu kompensieren. Ebenso soll die sich durch die Verbrennung des Treib-
stoffs &ndernde Masse der Rakete aufler Acht gelassen werden. Dagegen sind die Eigenrotation der Erde
sowie die Hohenabhéingigkeit der Erdanziehungskraft zu beriicksichtigen.

Das Programm soll so angelegt sein, dafl die Abschufiposition und die Abschufigeschwindigkeit (Nord-,
Ost- und Vertikalkomponente) frei vorgegeben werden kénnen.
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Die Flugkurve der Rakete ist durch eine | A
i) Projektion auf eine Weltkarte 0 p g ‘*h:
ii) dreidimensionale Darstellung _50 j . i
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zu visualisieren. Da das Management von Alltours schon bald eine Vorentscheidung treffen will, ist die

Aufgabe moglichst umgehend zu bearbeiten. Man versuche auch die benétigten Beschleunigungen ab-
zuschéitzen, damit die Reise nicht im falschen Sinne zu einer last-minute Reise ohne Wiederkehr wird.

Hinweise:

1) Zum besseren Verstdndnis des Einflusses der Erdrotation auf die Flugbahn, soll diese auf zwei
verschiedene Weisen berechnet werden. Dies bietet nicht zuletzt auch eine gute Moglichkeit, das
Programm auf seine Richtigkeit zu testen.

Grundlage der Berechnungen sind zwei kartesische Koordinatensysteme, deren Urspriinge im Erd-
mittelpunkt liegen und deren z-Achsen mit der Rotationsachse der Erde zusammenfallen. Wahrend
das eine als ruhend angenommen wird (Inertialsystem), soll sich das andere mit der Erde mitdre-
hen. Die Bewegung der Rakete wird im Inertialsystem durch die Newtonsche Bewegungsgleichung

beschrieben -

r=—-yM .
[l]®

Hier stehen « fiir die Gravitationskonstante, M fiir die Masse der Erde und z fiir die Position des
Geschosses. Um die Flugbahn auch direkt im mitrotierenden System zu beschreiben, mufl die Bewe-
gungsgleichung einer geeigneten Transformation unterzogen werden (zeitabhéngige Transformation
einer Differentialgleichung). Die transformierte Gleichung ist zunéchst anzugeben.
Tip: Beachte, daBl man Drehungen vorteilhaft mit Hilfe von Exponentialmatrizen darstellen kann.
Beispielsweise ist eine zeitabhingige, gleichférmige Rotation um die z-Achse mit der Winkelge-
schwindigkeit w gegeben durch
0-10

Rit) = emn(e 1 4])

Fiir den Fall des ruhenden Systems besteht das Programm aus folgenden Schritten:

— Transformation der Anfangsdaten in das ruhende Bezugssystem.
— Numerisches Losen der Newtonschen Bewegungsgleichung.

— Ricktransformation der Bahnkurve bzw. Projektion auf die Erdoberfliche.

Im Fall des sich mitdrehenden Systems kann die transformierte Gleichung direkt gelést und visua-
lisiert werden. Fiir beide Fille ist es jedoch sinnvoll, sich zunéchst eine Subroutine zu schreiben,
welche zu gegebenen kartesischen Koordinaten Lingen- und Breitenwinkel berechnet (Trafo: kart.
Koordinaten — Kugelkoordinaten).

2) Die Daten fiir die Umrisse der Kontinente befinden sich in der zu Matlab gehérenden Datei topo .mat.
Das Matlab Kommando earthmap 6ffnet zur Illustration ein Fenster mit verschiedenen Erdansich-
ten. Wie man die Daten aus der Datei topo.mat fiir eine eigensténdige Visualisierung nutzt, erfahrt
man am besten, indem man sich das Matlab-Skript earthmap.m etwas néher anschaut. Die Datei
earthmap.msollte im Unterverzeichnis toolbox/matlab/demos des Matlab-Wurzelverzeichnisses zu
finden sein.



