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Aufgabe 24: Stabilitédtsfunktion des Merson-Verfahrens

Bestimme die Stabilitdtsfunktion des Merson-Verfahrens mit dem folgenden Butcher-Schema:
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Zur Definition der Stabilitéitsfunktion siehe Aufgabe 14, Blatt 6.

Aufgabe 25: Ein Stabilititssatz

Es sei 2 C R"™ offen und I C R ein offenes Intervall mit 0 € I. Die Funktion f : I x Q@ — R"
geniige der folgenden Ungleichung

(*) <f(t,y)—f(t,2),y—2> S)‘Hy_ZH% fiir alle (tay)’(tvz) EIXQ,

wobei A € R eine Konstante ist. Ferner seien u,v : [0,7) C I — € zwei Losungen der Diffe-
rentialgleichung w = f(t,w) zu den Anfangswerten wug, vy € §2. Beweise, dafi dann die folgende
Abschitzung besteht.

lu(t) = v(®)]2 < €lluo — woll

Hinweis: Betrachte die Funktion ¢(t) := ||u(t) — v(t)||3 und schiitze zunichst ihre Ableitung
ab.

Bemerkung: Die Bedingung (%) wird als schwache Lipschitzbedingung oder Monotoniebedingung
bezeichnet. Beachte, dal im Gegensatz zur (starken) Lipschitzbedingung auch negative Werte
fir A erlaubt sind. Im Falle A < 0 spricht man von einer dissipativen Differentialgleichung.
Warum? Was wird dissipiert (“zerstreut”)?

Aufgabe 26: Testfragen

1) Wie heiflen die Runge-Kutta-Verfahren, die durch die nachstehenden Butcher-Schemata
definiert sind (mit Begriindung)?
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2) Wie sehen die zugehorigen Stabilitédtsbereiche aus?



3) Wie heifit die folgende gebrochen lineare Transformation?
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Wie gut approximiert C'(z) die Exponentialfunktion e*? Es sei A eine schiefsymmetrische
Matrix, d.h. AT = —A. Welche Eigenschaft besitzt die Matrix C'(A4)? Zur Definition von
C(A) siehe Aufgabe 22, Blatt 9.

4) Warum ist die Stabilitdtsfunktion eines s-stufigen, expliziten Runge-Kutta-Verfahrens der
Konvergenzordnung s durch die abgebrochene Exponentialreihe bis einschliellich zum s’ten
Term gegeben? Was kann man iiber die Stabilitdtsfunktion sagen, falls die Konvergenz-
ordnung nicht s sondern k ist mit k < s?



