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Aufgabe 1: Verletzte Glattheitsvoraussetzungen fiir Fehlerabschitzungen

Was passiert eigentlich, wenn die Glattheitsvoraussetzungen nicht erfiillt sind, welche zur Herlei-
tung der Standard-Fehlerabschétzungen fiir Differenzenquotienten mittels Taylor-Reihen benétigt
werden?

a) Finde Funktionen f, welche an einer Stelle z € R ein- aber nicht zweimal (stetig) differen-
zierbar sind, so daf} entweder

D f(@)— f'(w) = O(h)  oder  Dj f()— f'(x) #O(h) gilt.

b) Finde Funktionen f, welche an einer Stelle z € R zwei- aber nicht dreimal (stetig) diffe-
renzierbar sind, so dafl entweder

DDy f(z) — f"(x) = O(h*)  oder D D, f(x)— f"(z) # O(h*)  gilt.

Aufgabe 2: Numerische Konvergenzstudie Finiter-Differenzen Approximationen

Fiihre fiir die folgenden Finiten-Differenzen Sterne (engl. Stencil) numerische Konvergenzunter-
suchungen durch:

i) [0, -1, 1] i) [-1,0, 1] i) [1, =2, 1]

Werte dazu den Stern fiir einige, selbstgewihlte Funktionen an besonderen Stellen aus und
berechne die Abweichung von dem Wert der zugehorigen Ableitung. Wiederhole dies fiir meh-
rere Schrittweiten h und trage die erhaltenen Abweichungen in einem doppelt-logarithmischen
Diagramm gegen h auf. Betrachte auch Funktionen, bei welchen die Standard-Abschétzungen
aufgrund zu geringer Regularitit versagen (Aufgabe 1).

Hinweis: Fiir mogliche, spitere Anwendungen ist es empfehlenswert, eine MATLAB-Routine
zu schreiben, welche Abweichungen und Schrittweiten als Argumente annimmt und automatisch
die gewiinschten Diagramme erzeugt.

Aufgabe 3: Unmégliche Differenzenquotienten

Zeige, dafl es keinen dreistelligen Finite-Differenzen Stern fiir die erste Ableitung gibt, welcher
eine Genauigkeit von dritter Ordnung erreicht. Mit anderen Worten:

Es existieren keine Gewichte 1,792,773 € R bzw. Stiitzstellenfaktoren oy, ao, a3 € R, so daf fiir
jede in einer Umgebung der Null viermal stetig differenzierbare Funktion mit einer Konstanten
C > 0 und hinreichend kleinem h > 0 gilt:

‘% {1 f(arh) + yaf(azh) + y3f(ash)} — f/(o)‘ < Cn



Aufgabe 4: Eine Finite-Differenzen Gleichung
Welche Differentialgleichung wird durch die folgende Differenzengleichung diskretisiert?

fin+1,i—1)— f(n,i) = hwf(n,i)

Die Indizes n € Ng,i € Z sind dabei mit der Zeit ¢ = nh bzw. mit der Stelle x = ¢h zu
identifizieren.



