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Aufgabe 10: Ein elementares Schema zur Lésung der Diffusionsgleichung
Im folgenden soll ein einfaches numerisches Verfahren zur Losung der Diffusionsgleichung (Warmeleitungsgleichung)
analysiert werden. Wir betrachten hier zun#chst das Ganzraumproblem fiir die Unbekannte v € F(RY x R):

Ow(t, ) — vO2u(t,z) =0 fiir alle (¢,7) € RT x R } )

mit der Anfangsbedingung v(0,z) = vo(z) fiir alle (¢,z) € R.

Dabei ist vo € F(R) eine gegebene Funktion; der Parameter v wird als Diffusionskoeffizient oder Diffusivitit
bezeichnet.

Das Zeit-Raum Gebiet R x R wird mit einem im Ursprung zentrierten Gitter iiberdeckt. Die Schrittweite in
zeitlicher bzw. raumlicher Richtung betrage At > 0 bzw. Az > 0. Dabei wird der Gitterknoten mit den Indizes
(n,j) € No X Z mit dem Zeit-Raum Punkt (nAt, jAz) € R x R assoziiert. Zur Diskretisierung von (1) fithren
wir die iiblichen Finite-Differenzen Operatoren ein:

D;f : F(No) — F(No) definiert durch Df f(n) := L= fiir f e F(No)
Dy : F(Z) — F(Z) ” Dy g(j) := Li=gU=1 fir g € F(Z)
Di : F(Z) — F(Z) ” Df g(j) := L0l fir g € F(Z)

Eine Moglichkeit (1) zu diskretisieren und nidherungsweise zu lésen, stellt das folgende (diskrete) Anfangswert-
problem fiir die unbekannte Gitterfunktion V' € F(Ng x Z) dar.

V(0,5) = uo(jh)  fiir alle j € Z o)
D}V(n,j) —vDFD;V(n,§) =0 fiir alle (n,j) € No x Z
Notation: Mit F(M) bezeichnen wir die Menge der reellwertigen Funktion iiber M.
a) Setze a:= 1/%. Zeige, daf sich (2) eindeutig lsen 148t. Definiere dazu einen geeigneten
Evolutionsoperator E, : F(Z) — F(Z), so daB fiir die Losung V von (2) gilt:
V(n+1,)=EV(n,-) fiir n € Ny. (3)

Antwort: [E.V(n,)](j) == aV(n,j+1) + (1-2a)V(n,j) + aV(n,j—1)

b) Zeige, dafl E, in L>(Z) C F(Z) einen beschrankten linearen Operator darstellt, dessen
Norm gegeben ist durch:

1B )1 falls o <
Ne(e=@) ~ da—1 falls o>

N D=

Bezeichnung: In diesem Kontext nennen wir ein numerisches Schema, welches sich in die Form (3) bringen
188¢t, absolut stabil (in L£°°(Z)) fiir den Wert «, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so daB fiir alle n € N gilt:

12N 2 (oo ) < ©-

c) Fiir welche o > 0 ist das Verfahren stabil? Zeige anhand einer speziellen Initialisierung,
daf} das Schema fiir o > % nicht absolut stabil sein kann.
Tip: Betrachte die Funktion g : Z — Z mit g(j) = (—1)7. Welche spezielle Eigenschaft besitzt g beziiglich Eq?



d)

Im folgenden betrachten wir « als fest vorgegeben und setzen Ax = h > 0 und At =
%hQ. Die Funktion v besitze stetige und beschrankte partielle Ableitungen bis zur zweiten
Ordnung in der Zeit bzw. bis zur vierten Ordnung im Ort, d.h. v € C,?A(RS' x R). Ferner
sei v eine Losung der Diffusionsgleichung (1).

Die Gitterfunktion v € F(Ng x Z) sei definiert durch o(n,j) := v(nAt, jAx). Bestimme
Konstanten C1,Co > 0 unabhéngig von h derart, dafl die folgenden Abschétzungen gelten:

|Df o = vDID; 0| pooygy < Cih?

[6(n+1,-) = Bad(n, )| ooy < C2h'  fiirallen € Ny

Beachte, dafl die Konstanten von v (bzw. speziellen Ableitungen), v und « abhingen
diirfen!

Anmerkung: Die Differenzen innerhalb der Norm-Doppelbalken bezeichnet man als Konsistenzfehler,
(lokalen) Abschneidefehler (engl. truncation error) oder Residuum. Die maximalen Exponenten von h,
welche auf der rechten Seite stehen diirfen, geben die Konsistenzordnung bzw. die Ordnung des Residuums
an. Beachte, daf} die Konsistenzordnung eines Schemas nicht eindeutig bestimmt ist, sondern wesentlich
davon abhéngt, in welcher Weise das Schema aufgeschrieben ist. Im vorliegenden Beispiel ergibt sich (3)

im wesentlichen aus (2) durch eine Multiplikation mit A¢.

Folgere unter der Voraussetzung in d), da$ fiir a € (0, ] eine Konstante K > 0 existiert,
so daf fiir jedes T' > 0 gilt:
sup V(n,) = 6(n, )| ey < KTh2
ol |z 2
Das durch (2) bzw. durch (3) und den Operator E, definierte Verfahren ist daher in
jedem beschrinkten Zeitintervall von zweiter Ordnung beziiglich der rdumlichen Gitterweite
konvergent.

Wie ist das Schema (2) durch einen zusitzlichen Finite-Differenzen Term abzuéindern,
damit die Ordnung des Konsistenzfehlers von zwei auf vier erhcht wird?

Aufgabe 11: Ein modifiziertes Schema

Betrachte nun alternativ zu (2) die Diskretisierung

a)

b)

W(0,4) = vo(jh) fiir alle j € Z
N

DfW —vDID; W + Lv(Az® — 6vAt) (DD, )*W =0 auf N x Z

Stelle das alternative Verfahren (4) ebenfalls in der Form (3) dar mit einem Evolutionsoperator E.,. Zeige,
daB Eo € L(L>*(Z)) = {Menge der beschréinkten, linearen Selbstabbildungen in £>°(Z)}. Zeige ferner, daf
das Verfahren fiir % <a< % stabil ist.

Beweise, dal das Verfahren mindestens von vierter Ordnung (bzgl. des rdumlichen Diskretisierungspara-
meters) konvergent ist, falls a € [¢, 2] und das Anfangswertproblem (1) eine Losung v € CHRE xR)N
C* (R xR) besitzt, insbesondere existieren alle gemischten partiellen Ableitungen bis einschlieflich zur drit-
ten Ordnung und sind stetig. Wie oben besteht die folgende Abschétzung mit einer geeigneten Konstanten
K, welche nicht von h abhéngt.

W(n,-) —o(n, )| .o KTh".
2 W () = 01, )| po ) <

Aufgabe 12: Programmieraufgabe: Verfahrenstest

Es sei vg € F(R) periodisch. Falls zu vy als Anfangsbedingung eine Lésung der Diffusionsgleichung existiert,
warum ist diese dann ebenfalls periodisch mit derselben Periodenléinge?

Implementiere beide Verfahren fiir periodische Anfangsbedingungen. Es werden nur endlich viele Gitterknoten
bendtigt, falls die Periodenlénge ein Vielfaches der rdumlichen Schrittweite ist (warum?). Fithre numerische Kon-
vergenztests durch; trage den Fehler in einem doppelt-logarithmischen Diagramm gegen die Schrittweite A im
Ort auf. Variiere v und . Wie verhalten sich die Verfahren, wenn o aulerhalb des jeweiligen Stabilitdtsbereiches
gewihlt wird? Betrachte neben der Skalierung At oc h?, die sich aus der Stabilitétsanalyse ergab, auch die Ska-
lierung At o h.

Beispiel fiir eine analytische Lésung: v(t,z) = e

— 2 2 .
AmmmIvt gin(2nma), m € N.



