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Das Anfangsrandwertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung besteht darin, zu
gegebenem beschriinkten Gebiet G € R”", gegebener Endzeit 0 < T < oo und

gegebenen Anfangsdaten up : G — R, Randdaten g : dG x (0, 7) — R und rechter

Seite / : G x (0,7) — R eine Funktion v = u(x, 1) zu finden, fiir die gilt:
up—Au=f inGr=Gx(0,T),

up auf G x {0}, (5.14)

u=g aufdG x(0,T).

u

Il

Dabei sind die geeigneten Funktionenklassen noch zu kldren. Wir werden im Folgen-
den den Fall g = 0 betrachten.

Inspiriert von unserem Vorgehen bei elliptischen Gleichungen im Abschnitt 2.3
suchen wir daher eine Funktion ¥ = u(x,?) fir x € G und ¢ € (0,T) mit den
Bigenschaften u(-.1) € H'(G),u,(-,1) € L%(G) fiir fast alle ¢ € (0, T), so dass

% g + \4: Vo = \\s Vo e H(G), (5.15)

G G

fast tiberall auf dem Zeitintervall (0, 7') und auBerdem u(-, 0) = uq gilt. Dabei lassen
wir die Frage nach geeigneten Rdumen zunichst offen. Unsere Losung u wird aber
im Raum H!(G7) 1 gen.

Um die Existenzresultate fiir schwache Losungen o:;vcmor@n Gleichungen zu nut-
zen und weil wir diese Art der Diskretisierung spiter verwenden, versuchen wir eine
Zeitdiskretisierung. Sei v > 0, Mt = T und f™ eine Approximation an f, die spi-

ter noch genauer definiert wird. Dann suchen wir Funktionen u!, ..., uM ¢ H 1(G),
so dass:
f umoyme 1 " . o1
| et Vu™ Vo = | Mo Ve e H'Y(G) (5.16)
T
G G G

firm = 1,... M und mit u® = g gilt.

Lemma 5.13. Sei u" < L*(G), und sei f™ € L*(G) firm = 1,..., M. Dann gibt s
genau eine Folge (U™) =y, m, so dass u™ € H'(G) der Gleichung (5.16) geniigt.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Dazu sei u® = ug und u™~! € L?(G). Dann gibt es
nach Satz 4.5 eine eindeutig bestimmte Losung u™ € H!(G) von

L[ 1
- \ :SS+\<§§.<S = \\se,*. M\:SLQ.

G G G G
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Unser Ziel ist nun, fiir die Losung der zeitdiskretisierten Gleichung A-Priori-Ab-
schidtzungen zu finden, die unabhéngig vom Diskretisierungsparameter ¢ sind. Dazu
verwenden wir wie frither zur Abkiirzung die folgende Notation fiir Skalarprodukt
und Norm im Hilbertraum L?(G):

W, w) = (v, w2y, vl = vllLxe)-

Wir wiihlen in (5.16) als Testfunktion ¢ = u™. Dann folgt

I VAR = ) L ) < e
und wegen
) = = = L
ergibt sich
= ™1 = )+ S R

< 0™ S

wobei wir auf den letzten Term noch die Youngsche Ungleichung (2.4) angewandt
haben. Wir verwenden die Poincaréungleichung (2.8),
™ < cp | VU™ |1%,
wihlen danach ¢ = q| und erhalten so die Ungleichung
P
_ 1 1
=1 = ) o e e < L

Durch Summation iiber m Qm:& sich auf der linken Seite eine Teleskopsumme, und
esfolgtfiiralle/ =1,... M

I
e 17+ > ™ —
m=1

Damit ist im Prinzip eine A-Priori-Abschitzung der ™ gelungen, allerdings miissen
wir immer noch klédren, wie die /™ zu definieren sind und wie sich || /|| in der
gerade gezeigten Ungleichung gegen || || abschitzen 148t. Wihlen wir

I !
PR Y IV < Jluol + e Y £

m=1 m=1

mt

me=1 | s (5.17)
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2
1
Fads n\\s@vmaxn mm\ . \ f(x,s)ds | dx
G G (m—Drt
mtT
< ! \ \\Cﬁbw&k%
ﬂaw:ﬂ G

und damit

/ l
s (5.18)
DD

n==|

It

_ \ \ [ s)2dxds < |1 f 12206,
0 G

((wa »LJJ as M\:nmhmmf Q T - - S : m 1 .
SSen Q L _::m € > _ 1011 >7 C NAM:: 11 e1nem —\O__:_—D zusammen

L a 5.14. Sei uy € L*(G) und f € L*(Gr). Sei u™ die h@a&:%%&%m\ﬂwx zeit-
LAmma S.i4. vel Uy € . . .. — o .
diskreten Gleichung (5.16) aus Lemma 5.13. Dann gilt fiir allem =1,

m
. _ k2
o I = ey + 7 2 IV I
Py k=1

2
™ 7269

2
= __:o__wwav +cp 1 26y

i mn dngig von den P

Insbesondere lassen sich also geeignete Normen von u” unabhéngig v
rametern M und v der Zeitdiskretisierung mcmo.:mﬁw_w itzun durch die Waki cil

i > Lemma leitet ei itere A-Priori-Abschitz
Das niichste Lemma leitet eine weitert Secnitzune .
i . rolle der dis
stfunktion ¢ i hung (5.16) her. Ziel ist die Kon

anderen Testfunktion ¢ in Gleic 1g (5. 1¢ el ist e e

und damit hoffentlich auch der kontinuierlichen Zeitableitung der Losung

Lemma 5.15. Sei uy € H'(G) und f € L*(GT). und wmmmmmgm..zs die ML@.M::WNM
der zeitdiskreten Gleichung (5.16) aus Lemma 5.13. Dann gilt firm = 1,---,

m
k k—1y112
+ :ANSS_GLXQV + MU __QC\N —u v__thQv
) k=1
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Beweis. Wir wiihlen die Testfunktion
(5.16) und erhalten

@ = WAQS —u™m g %AQV in der Gleichung

1 1 1
:IAQS _ QSIJ:N N .IAQQS, QAQS . QSQJV — I.A,\,Su 35 _ :SIJ.
T T T
Wie im letzten Lemma verwenden wir die Identitit
1 1 1 1
—(Vu™, V@™ —ymly) = IVe™ P + —vm - u™ 2~ V12
T 27 2T 2T

und benutzen wieder die Youngsche Ungleichung. Es folgt:

1

2

1 m m— 2 1 my 2 m— 1 m m—1\p2 1 my2
R EE (N TS I+ Z Ve R < Sy e
Summation iiber 7 unter Beachtun

g der Teleskopsumme auf der linken Seite ergibt
dann die Behauptung des Lemmas:

B =

I I
DI BRI SNV + 23 v
m=] m=1

- /
1 1 Com
< SIVe) + %sMﬁ /™.

Danach verwenden wir wieder die Abschitzung (5.18). O

Unser Ziel ist es nun, aus der Losung ™

des zeitdiskretisierten Problems zum Dis-
kretisierungsparameter ¢ eine

schwache Losung u des >=mmsmm§=me<w2ﬁ32n5m zu

Unsere Strategie dafiir ist die folgende. Zuerst interpolieren wir die dis-

o.M, x € G} zu einer kontinuierlichen Funktion

, We-
enz von u* gegen eine Funktion y ¢ /! (G7)

1 (Gr) ein guter Kandi-

, bleibt dann noch in einem letzten Schri

Wir beginnen mit der Definition der Zeitinterpolierten u* und interpolieren dazu

e u™ linear beziiglich der Zeitvariablen. Firm =0,... M verwenden wir die
kiirzung £, = mr. Dann setzen wir fiir ¢ [tm—1,tm) und x € G-
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u ; t1 € B | aruoer mnaus esitzt u° au 7T eme @:H—Ham U, 1m scanwacnen
v wm ¢ w_ U. U T - —U WA Dvm : —H

wv 1 € AQ W ¢

rfr ne. ﬁwﬁﬁbﬂw\ 7,: MZH IS ANEQ._ ’ NSV CHHQ X e D 1m mnww mwnwumz m:u:w.

u™(x) —u™(x)
- .

ug(x,t) =

i i 1 lgenden Lemma
Damit konnen wir zum nédchsten Schritt gehen und aco:_;mmoﬂ _W:momw s
die A-Priori-Abschitzungen fiir ™ aus den Lemmata 5.14 und 5.

Lemma 5.16. Sei ug € H'(G) und f € L*(Gt). Dann gilt die Abschitzung

sup

26y + sup IVu®llL2ey + IuillaGr)
0,7)

©,T)
<c (lwollaiey + 1 fI2r))- (5:20)

Insgesamt foigt also

; T
ey + 0.1 @) = ¢wo, £.G.T)

je ni 7 abhdngt.
mit einer Konstanten ¢(ug, f, G, T), die nicht von g

.o T
i i n Lemma 5.15 fiir u

Beweis. Unser Ziel ist es zuerst, die >cmorm§c:mo.= von :. . m:ma o Zeitimerpolation

\swcéa:;@: Dazu brauchen wir allerdings nur die Definition

anz e . A

einzusetzen. Fiir f € [ty—1, 1) hat man

T — Im—1 m m=l
m—1 —_— (VU™ - Vu VZ
Vut(,D)llrey = :4: T A
—t,
< 2 gyt 4 L gy
< IV o+ V.

i itdi isierten Losu
Damit steht auf der rechten Seite nur noch die Norm Qo« Nwz&mwm.ﬁmmwﬂ o
m,:g ,S,N. .,;‘? en die Behauptung, indem wir die A-Priori-Abschédtzung v
ma 5.15 anwenden:

24:;2; f) :NKNAQv < QQ_tc:m_AQv + __\__PNAQﬂvv.

ie Abschitzun
Der Nachweis der Ungleichung fiir |u® (-, ) ||z2() geht analog. Die g
Zeitableitung erfolgt mit

um — Ml 2

T

(I

L2(G)

T M
b = [ GO d = 2 |

Beweis. Da die Folge (Uk)ken in

id damit ist y

D
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Um mit dieser Beschriinktheitsau

ssage im nichsten Schritt
genz einer Teilfolge von y®

HY(G7), eine Folge 7, — 0

und definieren Up = u
senen Lemma 5.16 ergeben sich die

Schranken

Mit dem gerade bewie

lurllLoGry < e, Vgl < e, lukellz2G,) < e
also auch ||uy || H!(Gr) = ¢ unabhingig von k. Damit fo]
che Konvergenz einer Teilfol

Weg, weil wir

gt nach Satz A.14 schwa-
(Gr). Wir gehen einen etwas anderen

m Grenziibergang kontrollieren wollen.
.35 mehrfach auf den Hilbertraum thQi an. Schwache
ner Folge w; — w fiir k — oo

Konvergenz ei in L2(Gr) bedeutet, dass

fir k — oo fiir Jede Funktion ¢ ¢ 1.2

(Gr) gilt. Dieser Wo=<oaMn:Ncwmamn passt also
sehr gut zu der von uns in (5.15) ange

strebten schwachen Ummﬁ,w:m&mwﬁ.or::m.
Lemma 5.17, s¢; % — 0
(ur,)jeN und einu ¢ '

(k — 00) und Uy u™. Dann gibt es cine Teilfolge
(G7), so dass fiir j — oo gilt: g’
Uk, =u in L¥(Gy), Vug, =~Vu in L*(Gr,R™), Uk, =ur in L*(Gy).

L*(Gr) beschrinkt jst
(4x;)jen und eine Funktion 5 € L*(G7), so dass Up, = u
ur diese Teilfolge gilt nach Lemma 5.16 insbesondere au
Iso gibt es eine weitere Teilfolge, die wir ohne Beschriin
i A > und einen Grenzwert y L?(

, gibt es eine Teilfolge
in L2(Gy) fir j — oo.
hllug, 2y < e
kung der Allgemeinheit

Uy = :E
J—>00
Gr

Uk, ¢ = — lim
J—>00

Gr

Gr

Gr

U; fast iiberall in Gr. Die schwache Konvergenz der Gradienten
eine weitere Teilfolge wird analog nachgewiesen.

(]
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Unser Ziel ist der Nachweis, dass u auch tatsdchlich die Differentialgleichung 16st.
Wir gehen dazu folgendermaBen vor: Fiir Testfunktionen ¢ der Form

p(x, 1) = Y(x)n@) mity € H(G), ne C1([0,T])

versuchen wir die Gleichung

uip + \ V- 4@1\ fo = Re(p)

Gr Gr Gr

e e N V-

=1l =1 =13

nachzuweisen, wobei RT fiir T — 0 gegen Null konvergiert. Gelingt dies, so kénnen
wir beziiglich t zum Grenzwert iibergehen. Dies natiirlich nur fiir T = 7, — 0 fiir
j —> oo. SchlieBlich werden wir die entsprechende Gleichung ohne Zeitintegration
und ohne rechte Seite, also die schwache Form der Differentialgleichung, folgern. Wir
betrachten dazu die drei Terme im Einzelnen. Fiir I; setzen wir nur die Definition von
u® ein:

Mo m—1 M m m—1 "
— u't—u - —u
n=Y | [ S gdxdi =Y \[llﬁ%i%; \ nd.
m=1," G m=1 & tm—1

Ebenso fiir 15:

M e
' \ h<:§f_ + MQ — ) V(™ — :SlJv - Vydxn(t)dt
T

1 G

[

v
[
1

M Im
— M x Mw::\_ N qng \ JQN
m=1 G tm—1
Mo, i f—1
+ > \ V™ =y Vipdx \ Iwﬁia&.
m=1 & tin—1

SchlieBlich gilt mit der Definition der zeitdiskreten rechten Seiten f™ wie in (5.17)
flir /4:
M Im
= M.U \ M)y (x)dx \ n(t) dt
m=1

tn—1

M tm
A w \\ Flv N Nl N A v (At
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Wir fassen die drei Terme wieder zusammen und folgern insgesamt:
\zws.f\ﬂ:ﬁ.ﬂel\\s
Gr Gr Gr

M m _ . m—1
= ML) A\ﬁ aﬁ $&x+\<:§.<€&xf\\§$&xv
m=] G
G

G
=0 nach (5.16)

N\Z

x \ n(t)dt + RL(p) + R2(p)

tm—1

mit den beiden Resttermen

M Im

Ri(p) = V@ -y vyax [ LT
sMn:\ u™ — ﬁ\:ﬂg&_ —=n(1)d1

2 i 7

R=3 [ [tren- e dxnw a
"=t G

und erhalten so mit R; = R! + R? die Gleichung:

/ wiot [ Vur Vo [ ro=Rao)

Gr Gr Gr

fiir alle Testfunktionen der Form @ =Y.

Um in dieser Gleichung fiir eine Folge 7. — 0 (k — 00) zum Grenzwert iiberzu-
gehen, c,mobmo: wir Lemma 5.17 an. Danach gibt es eine in H'! (Gr) schwach konver-
gente Teilfolge u k; von u'™ _ Durch termweisen Grenziibergang in der Gleichung

\chs,f\qsc..461\?”»5@

Gr Gr Gr

erhalten wir die Gleichung:

\:NG.T\Q:.QG!\NSH lim xsﬂ\@Y

J—>00
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die Abschitzung

Im

¢ HI!MS
\1% —u™ . Vrdx \ la[i:%

tm—1

M m
< NIV = Yoy IV 26y \ In(0)lat

=l Im—1
4 112 (5 f d a%
S LTI O\ ;%J_,Sev AMA [ menar) )"
“m=l m=1 i
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir
M b 2 M im
S ([ motar) =>0¢ [ awpar
,.:,MM Im—1 m=I Im—1
Weiterhin gilt nach Lemma 5.15:
M 1
(D IV@™ =" D)) = clio £.GT).
m==1 ‘
Insgesamt erhalten wir so die gewiinschte Konvergenz.
r :
2
R < 19t £.6.)( [ nw2ar)
0

c(y,n.ug, f,.G,T)/T—=0 (v — 0).

A

Zur Abschitzung des Terms %w setzen wir die Definition (5.17) von f™ ein un
erhalten

M Um
B=Y | o= oo
"= G
M Im tm 1 tm
NM\ \,\:3 \ f(x,9)n(s)ds — \ i:%m \ f(x,s)dsdx
m=l Mu Im—1 tm—1 tm—1

M tm Im

=Y \ r(x) \ .\,Ax,bﬁib§w \ i&&&%&x
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M lm Im

1

= n(s) — = ib&v S, )Y (x)dxds
und demnach
M Im Im 2 1
N - [ o) a)
K= (X [ (o [ oa)e
T

2\ 1/2
X Ao\ AR. \Q‘aviav&xv &mv ,

wobei wir im letzten Schritt die Holderungleichung auf das duBere Zeitintegral an-
gewendet haben. Wir verwenden die Poincaréungleichung fiir Funktionen mit Mittel-
wert Null (Satz 3.23) in einer Raumdimension an und erhalten schlieBlich

tm tm )
[ (n- / %v&v ds < el o, .
Im—1 lm—1
AuBerdem folgt
T 2 w
A / A / \?ai%xv &v < Wf e ¥,
0 G

so dass wir insgesamt erhalten

RS < el o, m 1 I2ry 2@y = 0 (2 = 0).
Insgesamt haben wir also
Re =R, +R2 -0 (r—0),

und es gilt fiir alle Y € H'! (G) und 5 € CY([0, T]) die Identitit
T

\A\:Nﬁ.mx+\<:.<$QXIQ\N$QRVQ& =0. (5.21)

0 G G

Mithilfe des Fundamentallemmas der Variationsrechnung angewandt auf das Zeitin-
tegral konnen wir so punktweise? fiir fast alle ¢ € (0, T) die Gleichung

\Ss.f\q:.qﬁn\\é Yy € H(G).
G G G

3Ein Approximationsargument zeigt, dass die Nullmenge aus (0, T') unabhéngig von v gewihlt wer-

Aon Lana
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folgern. Allerdings muss diese Gleichung richtig interpretiert werden. Wir haben eine
Funktion v € H'(Gr) konstruiert. Demnach existieren u; und Vu als Funktionen in
L*(Gr). Nach dem Satz von Fubini liegen dann die Funktionen u; (-, 7) und Vu(-, t)
fiir fast alle 1 € (0,7) in L?(G). Das bedeutet jedoch (noch) nicht, dass u(-,7) €
HYG) ist. Auf jeden Fall impliziert der Satz von Fubini, dass f(,t) € L*(G) fiir
fast alle 1 € (0, 7') ist.

Es ist eine kleine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass eine Funktion u € H!(G7) fiir
fastalle 7 € (0,7) in H'(G) liegt.

Wir fassen das Ergebnis im ndchsten Lemma zusammen.

o

ug € H'(G)yund f € L*(GT). Dann gibt es eine Funktion u € HY(G7), so dass

\:%+\<:.4@H\\Q (5.22)

Gr Gr Gr

Lemma 5.18. Es sei G C R” ein beschrinktes Gebiet und 0 < T < co. Weiter seien
(¢

fiir alle Testfunkiionen ¢ = Yy mit y € H'(G) und n € C ([0, T)) erfiillt ist.

Die Aussage des Lemmas entspricht noch nicht dem von uns gewiinschten schwa-
chen Losungsbegriff, wie wir ihn in (5.15) formuliert hatten. Es sind noch einige
kleinere Dinge zu erledigen, um den folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
eine schwache Losung der Wirmeleitungsgleichung zu erhalten.

Satz 5.19. Es sei G C R" ein beschriinktes Gebiet, 0 < T < o0o. Fiir die Daten des
Problems gelte uy € HY(G) und f € L*(Gr).

Dann gibt s genau eine Funktion u € H'(Gr) so, dass fast alle t € (0, T) die
Funktion u(-,1) € HYG) ist, und u(-,1) fiir fast alle t € (0,T) der schwachen
Differentialgleichung

\Se +\§ .,_,,§ n\\s <emmt§ a.§
G G G :

geniigt.
Auflerdem gilt die A-Priori-Abschiitzung

; wa
112
A [l gyt

0

1

2

T
([l = lon + ol 629
0

B
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t = 0.00024

NHO.OOOQH | N - OOOHN

t =0.017

=0.12

Abbildung 5.1, Gléttungseffekt der Wirmeleitun
ux,1) (x € G = (—1,1)2 ¢ R2) fiir einige Zeiten wie angegeben un-

ter der Wmsa_um&sm::m U =y i
= up auf 9G. Der Startwert u, ist i
dargestellt. Als rechte Seite wurde f* = 0 gewihlt. o Chen links

gsgleichung. Losungu =

Die Anfangswerte werden im L%(G)-Sinn angenommen:

TW%HVO -, 1) — ol 2y = 0. (5.25)

Beweis. Dass die Anfangswerte im angegebenen Sinn angenommen w
Wozmﬂcoﬁ des einfachsten Spursatzes Satz
Jedes (1) ¢ € [0, T'] die Funktion u(, 1) € LX(G
Normen gegeneinander abschitzen
jedes t € [0, T

erden ist eine
5.37. Dieser Satz impliziert, dass fiir
) ist, und dass man die entsprechenden
kann. Es gilt fiir eine Funktion y ¢ HY(Gr) und

tungsgleichung 207
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Wir verwenden diese Ungleichung fiir v = u — ug und erhalten
u(2) = uollz2ee) < cllu —uolla@Gx@p =0 & —0).

Nun fehlt uns nun noch eine Aussage iiber die Annahme der Randwerte und die
schwa Differentialgleichung (5.23) auf den , Zeitschnitten, wie wir sie in (5.15)
geplant hatten. Wir verwenden die Funktionalanalysis (Satz A.15) im Hilbertraum
¥ = HY(Gr). Als Teilraum wihlen wir :

= {ve H(Gp)|v(, 1) € H'(G) fir fast alle t € (0, T)}.

Wenn wir nun zeigen, dass V ein abgeschlossener Teilraum von X ist, so kdnnen
wir folgern, dass u(-,t) € H'(G) ist, denn u hatten wir in Lemma 5.17 als schwa-
chen Grenzwert einer in H'! AQE schwach konvergenten Folge uk eV,jeN
konstruiert.

Dass V in X abgeschlossen ist, sieht man so ein: Es sei (Vm)men eine Folge aus
V. die in X konvergiert, vy, — v in X fiir m — oo. Also gilt insbesondere

T

\SSQEN -0 (m— o0)
0

mit der Funktion

W (1) = \@TD — o )+ V(1) — G )2 dx > 0.
G

Demnach konvergiert die Folge wy, in L'((0,T)) gegen 0. (Hier wurde der Satz
von Fubini verwendet.) Aus der Analysis wissen wir, dass dann eine Teilfolge wm;
(j € N) punktweise fast iiberall auf (0, ') gegen 0 konvergiert. Dies bedeutet aber,
dass linym—seo |Um (G, 1) — v(, )|l g1y = 0 fir fast alle ¢ € (0, T) ist. Nun war
v 1) € H! (G) fiir alle t € (0,T) \ Nm, wobei Np eine Nullmenge ist. Da die
Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge N ist, erhalten wir,
dass vy (1) € HY(G) firalle 7 € Ao ﬂv \ N ist und auBerdem vy, (-, 1) — cﬁ 1) fiir
o in H! AQV konvergiert. Da H'(G) abgeschlossener Teilraum von HY(G) ist,
folgt v( Q e HY(G) fiir fast alle 1 € (0, j Also ist V' abgeschlossen.

Die Hindeutigkeit der Losung ist wegen der Abschitzung (5.24) klar. O

Unsere Erfahrung aus der Diskretisierung der Poissongleichung ldsst uns erw.
ten, dass wir fiir Fehlerabschétzungen zwischen diskreter und kontinuierlicher Losun
geeignete A-Priori-Abschitzungen benétigen. Hier sehen wir uns nun den einfachi
ten Schritt dazu an. Fiir fast jedes feste ¢ € (0, T) ist nach Satz 5.19 die Losu
u(-.1) ¢ H'(G) Losung der schwachen Differentialgleichung

\.?1 . N \a\ rs P AN N YN
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Dabei ist f(-,7) € L?(G). Geniigt nun das Gebiet den Voraus setzungen des Sa
2.38,soist u(-, 1) € H?(G), und wir haben die Abschiétzung

luC. Dl a2y < el fC D L26)-
Damit folgt durch Quadrieren und Integration die folgende Aussage.

Folgerung 5.20. Ist 3G € C2, so lie
g gt die kontinuierliche Lo
Jastallet € (0,T) im Raum H*(G) und s s S0tz 319

(/ I, Dlreioydt) < el luscer
G

7/@

. t=20.0 = 0.00024 t = o.ooo@
ming u = —0.953 ming u = —0.344 ming u = —0.298
maxg u = 0.587 maxg u = 0.348 maxg u = 0.298
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. r = 0.0012 = o.oﬁ t=0.12
ming ¥ = —0.290 ming ¥ = —0.173 ming u = —0.0161
maxg u = 0.289 maxg u = 0.173 maxg u = 0.0161

Abbildung 5.2. Umamﬁosczm aoa Fo?:ma: aus Abbildung 5.1 durch Ni-
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