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Aufgabe 1:
Wir betrachten das folgende Funktional

J(u) =
1

2

∫ 1

0

|u′(x)|2dx−
∫ 1

0

f(x)u(x)dx, u ∈ H1(0, 1). (1)

1)Zeigen Sie, dass in einem lokalen Minimum u von J die folgende Bedingung erfüllt
ist ∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx−
∫ 1

0

f(x)v(x)dx = 0, v ∈ H1(0, 1). (2)

Hinweis: zeigen Sie, dass alle Richtungsableitungen von J in u verschwinden, d.h.
d

dε
J(u+ εv)|ε=0 = 0.

2) Zeigen Sie, dass das Verschwinden des integralen Mittelwerts von f eine notwen-
dige Bedingung für die Existenz eines Minimierers von (1) ist.

3) Zeigen Sie, dass die Minimierer von J nicht eindeutig sind.

4) Leiten Sie die starke Form der partiellen Differentialgleichung her, die zur schwa-
chen Formulierung (2) gehört, indem Sie geeignete Testfunktionen wählen und ge-
eignete Voraussetzungen für u und f annehmen.

Aufgabe 2:
Sei X ein Hilbertraum, C ⊂ X ′ ein Unterraum und K ⊂ X ein abgeschlossener
Unterraum. Zeigen Sie, dass dann gilt

C◦ = I(K) ⇐⇒ C = K◦,

wobei I die kanonische Einbettung von X in X ′′ ist.

1


