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Aufgabe 1: Randwertaufgabe I
Lösen Sie numerisch die folgende Randwertaufgabe zunächst im Allgemeinen:

∆u(x, y) = g(x, y) , (x, y) ∈ Ω := (0, 1)2

u(x, y) = γ(x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω

Testen Sie ihren Code für die Randwertaufgabe, die durch γ(x, y) = exp(x2y) und
g(x, y) = (4x2y2 + 2y+x4) exp(x2y) gegeben wird, durch Vergleich mit der exakten
Lösung u(x, y) = exp(x2y). Im Fall g = 0 entspricht u annähernd der Form einer
Seifenlamelle zur vorgegebenen Rahmenform γ. Testen Sie Ihren Code in diesem
Fall auch für verschiedene Rahmenformen γ.

Aufgabe 2: Randwertaufgabe II
Wie ändert sich die zugehörige Systemmatrix der Randwertaufgabe aus Aufgabe 1,
wenn Sie für die Diskretisierung unterschiedliche Schrittweiten hx (in x-Richtung)
und hy (in y-Richtung) verwenden?

Aufgabe 3: Randwertaufgabe & Newton-Verfahren
Lösen Sie numerisch die Randwertaufgabe

∂xxu(x) = (2 + 4x2)
√

exp(x2)
√
u , u(0) = 1 , u(1) = exp(1) (1)

Dafür

1. diskretisieren Sie die Gleichung (1) mittels Zentraldifferenzen

2. schreiben Sie das diskretisierte System in Form F (U) = 0 mit

U = (u1, u2, . . . , un) , n ∈ N : Anzahl der Diskretisierungspunkte

3. lösen Sie das (nichtlineare) Gleichungssystem F (U) = 0 mittels Newton-
Verfahren (Abbruchtoleranz 10−10)

Die exakte Lösung zu der Gleichung (1) ist gegeben durch uex(x) = exp(x2). Be-
rechnen Sie für n ∈ {11, 21, 41, 81, 161, 321, 641, 1281} den Unterschied zwischen der
numerischen und der exakten Lösung mit Hilfe der ‖ · ‖∞-Norm. Welche Konver-
genzordnung können Sie beobachten? Wieviele Newton-Iterationen benötigen Sie?
Wie verhält sich das Residuum ‖F (Uk)‖∞ während der Newton-Iterationen, wobei
k der Iterationszähler ist?


