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Aufgabe 1: Randwertaufgabe I
Lösen Sie numerisch die Randwertaufgabe

∂tu(t, x)− σ∆u(t, x) = f(t, x) , t > 0 , x ∈ (a, b)
∂xu(t, x)|x=a = uA
∂xu(t, x)|x=b = uB
u(0, x) = u0(x)

(1)

Diskretisieren Sie wie folgt:

• den ∆-Operator mittels zentraler finiter Differenzen der Schrittweite h

• ∂xu mittels Vorwärtsdifferenzen am Punkt x = a und mittels Rückwärtsdif-
ferenzen am Punkt x = b

• die Zeitableitung ∂tu(t, x) mit Hilfe des θ-Verfahrens (testen Sie es für θ = 0
und θ = 1) mit Zeitschritt τ

Wählen Sie

σ =
1

10
, uA = 0 , uB = 4 cos(4) sin(t) , a = 0 , b = 2 ,

f(t, x) = cos(t) sin(x2)− 2σ sin(t)(cos(x2)− 2x2 sin(x2)) ,

u0(x) = 0

Für diese Situation lautet die exakte Lösung uex(t, x) = sin(t) sin(x2). Berechnen
Sie für T = 2 die Größe e(T ) = ‖unum(T, x)− uex(T, x)‖∞, treffen Sie eine Aussa-
ge bezüglich der Konvergenzordnung und Stabilität des Verfahrens und füllen Sie
folgende Tabelle aus:



Methode h τ e(T ) Besonderheiten
explizit 0.02 0.1
explizit 0.02 0.05
explizit 0.02 0.025
explizit 0.02 stabiles Verhalten
explizit 0.01 0.1
explizit 0.01 0.05
explizit 0.01 0.025
explizit 0.01 stabiles Verhalten
explizit 0.005 stabiles Verhalten
implizit 0.02 0.1
implizit 0.02 0.05
implizit 0.02 0.025
implizit 0.01 0.1
implizit 0.01 0.05
implizit 0.01 0.025
implizit 0.005 0.1
implizit 0.005 0.05
implizit 0.005 0.025
implizit 0.0025 0.1
implizit 0.0025 0.05
implizit 0.0025 0.025

Aufgabe 2: diskretisierte Eigenfunktionen
Wir betrachten das folgende Dirichlet-Problem:{

∂2
xu = λu , x ∈ Ω := (−a, a)
u|∂Ω = 0

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen des ∂2
x-Operators vom Typ

cos(αx) und sin(αx), die dieses Problem lösen. Zeigen Sie, dass für h = 2a
M , M ∈ N,

die diskretisierten Eigenfunktionen v ∈ RM−1 mit vi = cos(αxi) bzw. w ∈ RM−1

mit wi = sin(αxi) für i = 1, . . . ,M − 1 Eigenvektoren der Matrix

A =
1

h2


−2 1

1 −2 1
. . .

. . .
. . .

1 −2 1
1 −2

 ∈ R(M−1)×(M−1)

sind. Bestimmen Sie damit eine Basis des RM−1 aus Eigenvektoren von A.


