Logik Implikation

Warum ist die Tabelle schwer zu schlucken?

In der Umgangssprache benutzt man
daraus folgt, also, impliziert, wenn ...dann,
nur fur kausale Zusammenhéange

wlo|e]o]w
wlole|e|U

Eine Implikation der Form:
Wenn Konstanz eine Uni hat, dann ist Wasser nass.

ist im Sinne der Aussagenlogik wahr, gefiihlsméaidig aber
nicht, da es keinen kausalen Zusammenhang gibt.

Logik Implikation

Ein kausaler Zusammenhang entspricht

A | B |A=H
einer speziellen wahren Implikation. oo 1
0l1 1
Beispidl: 1]o] o
Wenn es regnet, dann wird die Erde nass. EN
A = B

Wenn A wahr ist dann ist B zwangsléufig auch wahr.
Wir sagen B ist notwendig fur A und A ist hinreichend fiir B.
... eskonnte janoch andere Griinde fiir B geben:

_Logik Implikation
Zusammenfassung: AlB|a=4
0|0 1
Aussagenlogik arbeitet unabhéngig vom o[ 1] 1
Inhalt der Aussagen und muss deshalb tjojo
1|1 1

auch altagssprachlich untibliche
Implikationen zulassen.

Die Wahrheitswerte sind aber so zugeordnet, dass
Ubliche Implikationen (kausale Zusammenhénge)
korrekt behandelt werden.

Bem.: Anund bzw. oder stellt die Alltagssprache weniger Anforderungen.

Logik Analyse einer Schlussregel

Die Argumentation des Technikers:

Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen
Celurgabuffer oder ein Kriechstromin der Phylasensorik
vor.

Die Taktstérung ist es diesmal nicht.
Also haben wir einen Kriechstromin der Sensorik.
entspricht der Verkniipfung: (ACB)C(=A) =B mit:

A= Esliegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer vor.

B = Esliegt ein Kriechstromin der Phylasensorik vor.

Logik Analyse einer Schlussregel

(ACB)C(-A) =B

A(p) = Die Zahl pist gerade.
B(p) = Die Zahl p ist eine Primzahl.

Wenn p eine gerade Zahl oder eine Primzahl ist
und p ungeade ist,
dann ist p eine Primzahl.

Logik Analyse einer Schlussregel

(ACB)C(-A) =B

A= Der Hund bellt.

B = Die Karawane zieht weiter.

Da der Hund bellt oder die Karawane weiterzieht
und der Hund nicht bellt,
Zieht die Karawane weiter.




Logik Analyse einer Schlussregel

Wir empfinden (ALB)C(-A)=B
unabhéngig vom konkreten Inhalt
der Elementaraussagen A, B als korrekten Schluss.

(AlC|B)|C|-A|=| B
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1 (1] 01(0|] O (2| O
1]/1] 1|0 0 |11

|

Logik Analyse einer Schlussregel

Unsere Schlussregel (ACB)C(-A)= B

ist eine Tautologie, d.h. eine Aussageverkniipfung, die
unabhangig vom Inhalt und den Wahrheitswerten der
beteiligten Elementaraussagen stets wahr ist.

Es zeigt sich:

korrekte logische Schliisse entsprechen jeweils
tautologischen Implikationen.

Logik Tautol ogische Implikationen

Beispie: ACL(A=B)=1B

immer erst ausprobieren (experimentieren, spielen) ...

A= Das Sl reif3t.
B = Arminfallt.
ergibt:

Das Seil reifdt und wenn das Seil reif3t, fallt Armin.
Also fallt Armin.

korrekter Schluss?

Logik Tautol ogische Implikationen

Ob AC(A= B)= B einlogisch korrekter Schlussist,
|&sst sich nachrechnen.

Logik Tautol ogische Aquivalenzen

Beim Umformen von Aussagen helfen
tautologische Aquivalenzen

Beispiel:

A= Ich bin besoffen.
B = Ich bin miide.
Dann sind:

- (ALCB) Miude und besoffen binich nicht.
(=A) C(=B) Ichbin nicht miide oder ich bin nicht besoffen.

sinngemdl identisch, d.h. aquivalent (Regel von de Morgan)

A|C|(A|l=|B) |=| B
OO0 01| O 1 0
Of(o0j 01| 1 1 1
11010 O 1 0
1)1 11| 1 1 1
B — L]
Logik aquivalent-Verkniipfung

Die &quivalent-Verknipfung:

Zwei Aussagen sind aquivalent, wenn sie den selben
Wahrheitswert haben

A | B|A=-B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1




Logik Tautol ogische Aquivalenzen

Die intuitive Aquivalenz von:

- (ALCB) Mude und besoffen bin ich nicht.
(=A)C(=B) Ichhbin nicht mide oder ich bin nicht besoffen.

l&sst sich durch Nachrechnen bestétigen:

Logik Tautol ogische Aquivalenzen

Beispiel: A = = (= A) ist stetswahr
also eine tautologische Aquivalenz

o |=|-A
o] 1 o] 1
1 1 1 0

Logik Aussageformen

Tautologien und Kontradiktionen lassen sich auch
auf Aussageformen anwenden, da sie unabhéngig
vom Wahrheitswert der beteiligten Aussagen wahr
bzw. falsch sind.

Beispie:  x0[01] = x<0 0 x>1 iststetswahr
\
-(xO[o])
A\
[od={x|osx O x<1

benutzte Tautologie: —(ALCB) < (wA)C(-B)

- |(A|C |B) = |=A| C |-B
1|o|o0fo| 1 |1]|1 1
10|02 1 |1]|1 0
11|00 1 |01 1
o111 1 |0o| 0] O
1
_Logik Kontradiktion
Tautologie: Aussage die stets wahr ist.
Kontradiktion: Aussage die stets falschist.
Beispiel: AL (=A)
(spielen ... A= Ich mag Logik.)
Al C |[-A
of| o 1
1 0 0
_Logik Aussageformen

Beispie: xO[0]] = x<0[C x>1 iststetswahr
hilfreiche Notation: Allquantor
ngg@ x0[0Y = x<0 [ x>1
e I

Lies: fur alle x in der Menge R gilt ...

generell: Ox: A(X) ist eine Aussage, diewahr ist,
wenn A(x) fur alle zugléssigen x wahr ist.

Logik Aussageformen

Beispiele: [x:x=x istwahr
Ox,yOR:x+y=y+X istwahr
Ox, yOR:x>y istfalsch
OnON:n gerade= n® gerade ist wahr




Logik Aussageformen

hilfreiche Notation: Existenzquantor

1

DRO X =-
e

Lies: ‘esexistiert einxinder Menge R sodass...

generell:  [x: A(X) ist eine Aussage, diewahr ist,
wenn A(x) fir ein zugléssiges x wahr ist.

Beispiel: [XOR: x*=-1 istfalsch

Logik Aussageformen

s ~(XOR: x2=-1) istwahr

... &quivaent formuliert:  OxOR: x*#-1 istwahr
tautol ogische Aquivalenz: —|(D<: A(x)) = Ox: =A(X)
genauso: —|(Elx: A(x)) = [X: =A(X)

experimentieren ...!

Logik Aussageformen

A= Niemand mag mich.

... &quivalent formuliert mit: ~ M(x) = x mag mich
A« =(Person x: M (x))
bzw. A = OPersonen x: ="M (x)

Achtung: die Negation von A ist nicht gleichbedeutend
mit der Aussage ,,Alle mbgen mich.” , sondern

- A < [Personx: M(x)

Logik Aussageformen

Beispiel: gleichméflige gleichgradige Stetigkeit

Eine Folge (fn) von Funktionen f :(a,b) - R
heif3t gleichmaf3ig gleichgradig stetig, wenn

Os >0:05>0:0x,0(a,b) : OxO(a,b),[x = x;| < 8: OnON | f, () = (%) <&
Frage: wann ist (f, ) nicht gleichméRig gleichgradig stetig?

Oe>0:06>0: 0% O(a,b) : (X0 (a,b),[x=x,| < 8: ChON:|f () =~ f,(%,)| 2 &

Logik Aussageformen

Vorsicht: Quantoren vertauschen nicht ohne weiteres
Beispie:  A(F,M) = F hat was mit M.
OMénner M : CFrau F : A(F,M)
ist nicht &quivalent mit

CFrau F :OManner M : A(F,M)

Logik Zusammenfassung

» Eine Aussage ist ein Sachverhalt, der entweder wahr oder
falschist.

» Durch Verkniipfung von Aussage(forme)n mit Junktoren
entstehen weitere Aussage(forme)n.

» Durch Quantoren werden Aussageformen zu Aussagen.

» Der Wahrheitswert einer Verkniuipfung folgt aus der
entsprechenden Wahrheitstabelle.

» Logische Schlussfolgerungen entsprechen tautol ogischen
Implikationen.

> Aussage(forme)n lassen sich umformen mit Hilfe von
tautol ogischen Aquivalenzen.
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Mengentheorie

> W a

Mengentheorie Kurzer Ausflug

Menge und Element sind Grundbegriffe der Theorie.

Die Fragen: , Wasist eine Menge?*
» Wasiist ein Element?*

werden nicht diskutiert. Statt dessen wird spezifiziert,
wie man mit Mengen und Elementen arbeitet.

Analog:  Punkte, Geraden,... (Geometrie)
Reelle Zahlen (Analysis)

(
Masse, Gravitation (klassische Mechanik)

Mengentheorie Kurzer Ausflug
Arbeitsanweisungen in Form von Axiomen:
Auszug:
M1: Esgibt eine Menge. e ungegendl

M2: Zwei Mengen sind genau dann gleich,
wenn sie die gleichen Elemente haben.

M3: Zu jeder Menge M und jeder Aussageform A(x) gibt
es eine Menge B, die genau jene Elemente enthdalt,
fur welche die Aussage A(X) wahr ist.

Mengentheorie Kurzer Ausflug

M3 heif3t Aussonderungsaxiom.
Schreibweise: B={ x0IM | A()}
Beispiel:  A(X) = (X% X) M Menge

{XDM | x# x} ist eine Menge ohne Elemente

die sogenannte leere Menge { }

Mengentheorie Kurzer Ausflug

Beispiel: A(X)=(x>0 [ x<1)

{xoRrR| Ax }=(01)

offenes Intervall (ohne Endpunkte)
Beispie:  A(N)=CkON:n=2k

{nON| AN} Menge der geraden zahlen




Beweise Einfilhrung

Als Beweis einer Aussage bezeichnet man eine Folge von
logischen Schiiissen, die zeigt, dass die Aussage wahr ist.

Eine wahre Aussage heif3t auch Satz oder Theorem.
Ein Hauptsatz ist ein besonders bedeutender Satz.

Ein Lemmaist ein Hilfssatz in einem langeren Bewels.

Ein Korollar ist eine Folgerung aus einem zuvor
bewiesenen Satz.

Beweise

Beweise

Beispiel
Satzz  Sei n eine gerade Zahl.
Dannist auch n® gerade.
aquivalente Formulierung mit
G={nON|kON:n=24}
Stz On:nOG=n*0G
Beweise Diskussion

Diskussion: Die Aussage ist von der typischen Form:
OxOM : A(x) = B(x)
Zuzeigen:  A(X) = B(X) ist wahr fur ale xOM

Es genligt zu zeigen, dass
— B(x) nicht falsch ist,
wenn A(x) wahr ist.

NSNS
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bzw. dass B(x) wahr ist, wenn A(x) wahr ist.

Beigpiel
Beweis: Sei nOG.
Dann gibtesein KON mit n=2k .
Alsoist n? =(2k)(2k) =2(2k?) ,
dh.mit m=2k?0N,
folgt n?=2m0OG. -
Beweisende/
Beweise Diskussion

Der Nachweis wird in geeignete Beweisschritte zerlegt.
Jeder Schritt hat die Form einer wahren Implikation.

AX) = Z,(¥), Zi(X) = Zy(X),.... Z,,(X) = B(X)

Alswahre Implikationen dienen Definitionen und Sétze.

Beweise Diskussion

Wenn A(X) und die Implikation A(X) = Z,(x) wahr sind,

dann zeigt die Tabelle, dass Z,(x) wahr ist.

Mehrfache Anwendung ergibt, dass
zz(x>.zg(x>....,zm(x>

wahr sind.

A= H

rlrlolo]l>
rlo|r|o|lm

=
1
1
0
1




Beweise Direkter Beweis

Benutzte Strategie: direkter Beweis

zum Beweisvon X0 M : A(X) = B(X)
nimm an, dass A(x) wahr ist und zeige,
mit geeigneten Beweisschritten,

dass B(x) wahr ist.

Beweise Kontraposition

Weitere Strategie: Bewels durch Kontraposition
Benutzt die Tautologie (A= B) = (-B=-A)
Beispiel:

Wenn der Schalter schlief3t, dann leuchtet die Lampe.

Kontraposition:
Wenn die Lampe aus ist, dann ist der Schalter offen.

Beweise

Beweise Beispiel

Bewels: Sei nG, also ungerade.
Dann gibt esein kKON mit n=2k -1.
Alsoist n*=(2k -1)* = 2(2k* - 2k) +1,
dh.mit m=2k?-2k0ON,
Folgt n* =2m+10G. w.zbw.

was zu beweisen war

Beispiel
Stz Sei n?eine gerade Zahl.
Dannist auch n gerade.
aquivalente Formulierung mit
G={nON|kON:n=2k}
Satzz On:n?0G=n0G
Kontraposition: OnON:nOG=n*0G
Beweise Kontraposition

Diskussion: Ein direkter Beweis wére hier schwieriger
da n’0G dso n? =2k
nicht direkt etwas Uber n aussagt.

Andererseits haben wir eine genaue
Charakterisierung der Zahlen nOG
so dass wir eine Argumentationskette
starten kdnnen.

Bem.: Welche Strategie zum Erfolg fiihrt muss ausprobiert werden!




