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Vorwort

Dieser Vorkurs hat das Ziel, die weit verbreiteten Anfangsschwierig-
keiten beim Studium des Fachs Mathematik an der Universitéit ab-
zudampfen. Der Grund fiir diese Schwierigkeiten ist dabei wohl die, im
Vergleich zum Mathematikunterricht in der Schule, sehr unterschiedli-
che Zielsetzung. Wahrend in der Schule iiber viele Jahre die Frage ,, Wie
geht das?* im Vordergrund stand, hat an der Universitit plotzlich die
Frage ,, Warum geht das?“ allerhéchste Prioritét.

Dieser kleine Wechsel von Wie nach Warum hat enorme Konsequenzen.
In der Schule kann man sehr gut in Mathematik sein, wenn man vor-
gegebene Rechenregeln (z.B. die der Bruchrechnung) oder vorgegebe-
ne Algorithmen (etwa schriftliches Dividieren oder Kurvendiskussion)
nicht vergisst und korrekt anwenden kann. An der Universitat wird die-
se Fahigkeit quasi stillschweigend vorausgesetzt. Fiir die Note sehr gut
reicht sie aber auf keinen Fall, denn Mathematik an der Hochschule be-
deutet nicht Fortfithrung der Schulmathematik mit noch mehr Rechen-
regeln fiir noch kompliziertere Objekte. Der entscheidende neue Aspekt
ist die Fahigkeit, verstehen und prézise erklaren zu konnen, warum ge-
wisse mathematisch Regeln und Zusammenhénge gelten. Nur wer sich
diese Féhigkeit aneignet, kann neue Zusammenhinge und Regeln fin-
den, wodurch die Mathematik wéchst und sich wandelt und damit le-
bendig bleibt. Damit wird der leider oft eher maschinelle Umgang mit
Mathematik in der Schule durch einen kreativen Zugang ersetzt und
genau dieser schopferische Aspekt macht Spaf!

Konkret duflert sich der Wechsel von Wie nach Warum darin, dass
alle mathematischen Aussagen bewiesen werden. Der Beweis ist das
Darum! auf die Frage Warum?. Deshalb wimmelt es in Vorlesungen
und Hausaufgaben so von Beweisen.

Es geht also in der Mathematik in erster Linie um sauberes, prézises
Argumentieren und Erkldren. Die Vermittlung dieser Fahigkeit ist das
eigentliche Lernziel an der Universitiat. Allerdings lédsst sich Erklaren
nicht auswendig lernen wie Bruchrechnen. Ein Rezept fiir Erklarungen



4 VORWORT

gibt es nicht. Jede neue Fragestellung ist eine neue Herausforderung.
Trotzdem ist die Fahigkeit erlernbar. Wenn Sie sich viele Erklarungen
(Beweise) genau ansehen und die Gedankengénge selbstéindig nach-
vollziehen, wird ihr Gehirn nach einiger Zeit wiederkehrende Muster
im Erkldren und Argumentieren erkennen — Sie lernen Mathematik zu
machen.

Aus dem bisher Gesagten wird klar, dass der Studienbeginn mit einem
Perspektivenwechsel verbunden ist. Um eine neue Perspektive anzu-
nehmen, ist es natiirlich wichtig, diese iiberhaupt zu kennen. Hier soll
Ihnen der Vorkurs eine Hilfestellung geben.

In Kapitel 1 wird dazu genauer erklart, wo die Schwerpunkte beim Ma-
thematikstudium an der Universitdt liegen. Wie eine typische Mathe-
matikvorlesung aussieht und wie man damit umgeht, ist das Thema von
Kapitel 2. Im den beiden darauf folgenden Kapiteln werden elementare
Beweismuster vorgestellt und gleichzeitig einige mathematische Grund-
konzepte eingefiihrt, die Sie auf jeden Fall in Threm Studium brauchen.
Bevor das Beweistraining in Kapitel 6 vertieft wird, fasst Kapitel 5
einige Grundkonzepte der mathematischen Logik zusammen. Die Ka-
pitel werden jeweils von Ubungsaufgaben begleitet, an denen Sie die
neu erworbenen Kenntnisse ausprobieren konnen.



KAPITEL 1

Anmerkungen zur Hochschulmathematik

In einem Zeitraum von mehreren tausend Jahren haben die Menschen
die Wissenschaft Mathematik entwickelt, um die von ihnen beobachte-
ten Gesetzméfigkeiten und Ordnungen in ihrer Umwelt zu beschreiben.
Dabei bedeutet Mathematik machen nicht nur Rechnen bzw. Anwen-
dung von vorgegebenen Regeln, sondern vor allem das Entwickeln neu-
er Regeln und Ordnungsstrukturen, die dabei helfen sollen, die Welt
besser zu verstehen.

In diesem Zusammmenhang haben sich eine spezielle Fachsprache, eine
eigene Symbolik sowie eine angepasste Methodik entwickelt. Die Formu-
lierung mathematischer Sachverhalte benutzt z.B. Sprachelemente der
Logik und Mengenlehre und seit ungefihr einhundert Jahren beruht
die Vorgehensweise beim Entwickeln neuer mathematischer Theorien
auf der so genannten axiomatischen Methode. Im Vergleich zu anderen
Wissenschaften ist die Besonderheit der Mathematik, dass Begriffe und
Argumentationen extrem prdzise genutzt werden. Der Umgang mit die-
ser Prézision sowie mit der hohen Dichte des iiber viele Jahre hinweg
gesammelten und stark vernetzten Wissens kann zu Studienbeginn er-
hebliche Schwierigkeiten bereiten. Dies etwas abzumildern ist das Ziel
des Vorkurses.

Vom Gymnasium sind Sie an eine bestimmte Form des Lernens und
an einen bestimmten Umgang mit Mathematik gewthnt. Sie werden
sehen, dass sich Thr Mathematikstudium an der Universitéit deutlich
davon unterscheidet. Einige Griinde fiir diesen Unterschied sind in den
folgenden Abschnitten beschrieben.

1.1. Kondensiertes Wissen

Die Urspriinge des Gebiets ,,Analysis” liegen im 17. Jahrhundert und
sind verbunden mit den Namen Isaac Newton und Gottfried Wilhelm
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Leibniz. Seit dieser Zeit wurde eine riesige Menge praktischer Erfahrun-
gen mit Konzepten wie Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit gesam-
melt. Die vielen Anwendungsbeispiele wurden zu abstrakteren Aus-
sagen verdichtet, Beziehungen zwischen Konzepten wurden entdeckt,
nicht vorhandene (aber oft intuitiv vorausgesetzte) Beziehungen wur-
den durch geschickte Gegenbeispiele widerlegt.

Das Destillat aus diesem mehr als dreihundert jahrigen Prozess wird Th-
nen nun in drei Semestern serviert. Der Vorteil: Sie sind 200x schneller
fertig! Der Nachteil: Sie lernen die abstrahierten Konzepte aber nicht
die vielen Beispiele, Gedankenginge und Irrwege, die zur Abstraktion
fiihrten und die zu einem tiefer gehenden Verstédndnis unverzichtbar
sind.

Der einzige Ausweg: Sie miissen sich Beispiele ansehen, Sie miissen Ge-
dankengéinge selbst durchfithren und eigene Irrwege durchlaufen (Stich-
wort ,wie wiirde ich das denn machen”). Kurzum, Sie miissen dem
Destillat, das in der Vorlesung vermittelt wird wieder ,, Wasser” hin-
zufiigen, d.h. jedes abstrakte Konzept sofort an mehreren Bespielen
studieren, beobachten und ausprobieren. Ansonsten ist das Destillat
ungeniefibar und fiithrt zu Magenverstimmungen.

Gleiches gilt fiir den Bereich Algebra und Geometrie, mit dem klei-
nen Unterschied, dass hier noch wesentlich mehr Zeit zum Konzept-
Kondensieren zur Verfiigung stand. Bereits die Babylonier beschéftig-
ten sich mit algebraischen Fragestellungen und die Geometrie wurde
in Griechenland vor knapp zweitausend Jahren bereits sehr weit ent-
wickelt.

Auch hier gilt: immer Beispiele zu abstrakten Konzepten studieren
(oder besser noch, eigene Beispiele konstruieren und dann studieren).

1.2. Prazise Ausdrucksweise

Wie bereits angedeutet, gehort es zu den Zielsetzungen der Mathe-
matik, GesetzméBigkeiten und Ordnungsstrukturen zu entdecken. Eine
unklare bzw. mehrdeutige Sprache wie die Umgangssprache ist aller-
dings fiir die Beschreibung von prézisen Gesetzméfligkeiten ungeeignet.
Den in der mathematischen Fachsprache benutzten Vokabeln werden
deshalb in so genannten Definitionen jeweils unmissverstédndliche Be-
deutungen zugewiesen.

Bei Begriffen wie Untervektorraum, Spuroperator oder kompakte Man-
nigfaltigkeit gibt es kaum Verwechslungsgefahr mit Alltagskonzepten
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und man wird automatisch die genaue Definition zu Rate ziehen, wenn
man mit den Objekten arbeitet. Gefdhrlicher sind da schon Begriffe
wie natirliche Zahl, unbeschrinktes Gebiet, glatte Kurve, Inhalt oder
Wahrscheinlichkeit, die auch in der Umgangssprache eine dhnliche Be-
deutung haben. Hier muss man sorgfiltig darauf achten, die prézise
mathematische Bedeutung zu verwenden und nicht die umgangssprach-
liche.

Am Beispiel des Wortes oder soll dies etwas genauer beleuchtet wer-
den. In der Umgangssprache denkt man bei Aussagen wie Alfons kauft
Fleisch oder Fisch, dass Alfons entweder mit Fleisch oder mit Fisch
nach Hause kommt. Das mathematische oder umfasst aber auch den
Fall, dass beide Ereignisse eintreffen. D.h. Alfons kauft Fleisch oder
Fisch ist kompatibel mit drei Féllen (1) Alfons kauft nur Fisch, (2) Al-
fons kauft nur Fleisch, (3) Alfons kauft Fisch und Fleisch. Denkt man in
einer mathematischen Argumentation bei dem Wort oder unprézise an
die umgangssprachliche Zweitbedeutung entweder oder dann entglei-
tet ein moglicher Fall der Aufmerksamkeit, was natiirlich gravierende
Auswirkungen haben kann.

Es ist in der Mathematik also besonders wichtig, auf die Sprache zu
achten: Worte haben genau geregelte Bedeutung und es kommt auf
jedes Detail an. Beachtet man das nicht, sind Aussagen schnell falsch
und ,,Ich hatte es aber doch so gemeint” hilft nicht weiter.

Schon Goethe kommentierte die besondere Sprachnutzung in der Ma-
thematik:

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen; redet man zu thnen, so
tibersetzen sie es in thre Sprache, und dann ist es alsbald ganz etwas
anders.

Die Prézision bezieht sich aber nicht nur auf das Formulieren von Aus-
sagen sondern auch auf die logische Argumentation. Nach genau fest-
gelegten Regeln werden hierbei aus gegebenen wahren Aussagen neue
wahre Aussagen abgeleitet. Die abgeleitete Aussage nennt man dabei
einen Satz und den Nachweis, dass die Aussage wahr ist, einen Beweis.

Prinzipiell besteht ein Beweis also aus einer Kette von wahren Aussa-
gen die mit genau angegebenen logischen Schlussregeln verkniipft wer-
den. Diese Vorgehensweise hat einen riesigen Vorteil; denn sie erlaubt
es jedem die Argumentation genau nachzupriifen. Selbst Beweise des
groffiten Mathematikers konnen prinzipiell vom Studierenden im ersten
Semester iiberpriift und fiir korrekt bzw. inkorrekt befunden werden.
Dazu muss ndmlich nur nachgesehen werden, ob die als wahr benutzten
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Aussagen tatséichlich wahr sind, d.h. wieder Sétze sind, und ob die lo-
gischen Schlussregeln korrekt sind und korrekt benutzt werden (diesen
Prozess werden wir uns in Kapitel 5 ansehen).

Die Prézision der Formulierung und Schlussfolgerung verhindert also
in der Mathematik, dass Aussagen als wahr bezeichnet werden, nur
weil méchtige Personen das gerne hétten. Dies ist ein sehr angenehmer

Aspekt!

Andererseits hat absolute Prézision aber auch den Nachteil, sehr zeit-
raubend und umsténdlich zu sein. Aus diesem Grund werden Sie kaum
einen Beweis finden, in dem wirklich alle benutzten wahren Aussagen
als solche aufgefiihrt wurden und genauso wird nicht jede benutzte
Schlussregel angegeben. Diese Nachléssigkeit fiihrt dann dazu, dass es
fiir Studierende im ersten Semester doch wieder schwierig wird, Be-
weise zu verstehen und fast unmoglich, Beweise in Forschungsarbeiten
nachzuvollziehen.

Wie kommt es dazu? Stellen Sie sich eine Gruppe von Mathematikern
vor, die Beweise stets in absoluter Prézision (d.h. in groiter Ausfiihrlich-
keit) angeben. Nach einiger Zeit stellt sich heraus, dass bestimmte
Argumentationsabldufe immer wieder sehr dhnlich sind. Irgendwann
werden die Gruppenmitglieder sich darauf einigen, diese immer sehr
ghnlichen Schritte nicht mehr im Detail auszuschreiben, um Papier und
Zeit zu sparen. Sie schreiben zur Abkiirzung nur noch daraus folgt, oder
daher, oder und damit ergibt sich, oder einfach gar nichts, da jeder in
der Gruppe in der Lage ist, die Details nachtréiglich wieder einzufiigen.
Diese Vorgehensweise ist effektiv innerhalb der Gruppe, erschwert aber
offensichtlich dem Neueinsteiger das Versténdnis.

Die einzige Moglichkeit fiir den Neuling, die unpréizise Darstellung
zu verstehen, besteht darin, den Gruppenprozess zu wiederholen. Die
mithsame Anfangsphase des sehr genauen Aufschreibens muss durch-
laufen werden, die immer wieder auftretenden Schlussweisen miissen
selbst entdeckt werden, bis es langweilig wird, sie stets im Detail an-
zugeben. Erst wenn Klarheit besteht, wie Beweise auf dem hochsten
Prézisionslevel zu fithren sind, darf man Abkiirzungen benutzen! Wer
versucht, die Beweisfithrung erfahrener Mathematiker einfach nachzu-
machen, ohne zu wissen, wie der prézise Beweis aussehen miisste, ist
in grofler Gefahr, falsche Beweise zu produzieren.

Was bedeutet das fiir Sie? In diesem Vorkurs wird gezeigt, wie das Be-
weisen auf der hochsten Prézisionsebene funktioniert. Sie werden dabei
sehen, dass dies zwar sehr aufwendig ist, aber letztlich einer einzigen
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sehr einfachen Regel folgt. Mit diesem Wissen ausgestattet konnen Sie
sich dann Vorlesungen anhoren und sie anschlielend in Eigenarbeit auf
Ihren aktuellen Prizisionslevel dibersetzen. Dazu aber mehr im néchsten
Abschnitt.

1.3. Kreativitidt und Anschauung

Nach dem bisher Gesagten mag es so aussehen, als ob die Mathematik
eine Maschinerie sei, um mit vorgegebenen Schlussregeln aus wahren
Aussagen andere wahre Aussagen abzuleiten. Diese Sichtweise ist al-
lerdings sehr verkiirzt und wiirde sicherlich nicht erkléren, warum sich
viele Menschen leidenschaftlich mit Mathematik beschéftigen.

Mathematik machen ist tatséchlich ein kreativer Prozess und &hnelt
oft einer Schatzsuche verkniipft mit Gefithlen wie Spannung, Freude,
Ehrgeiz, Wut, Uberraschung, Frustration, Miihe, Euphorie und Gliick.
Kreativitat ist gefordert, um in einer bestehenden Theorie neue Fra-
gestellungen zu formulieren bzw. neue Zusammenhéinge zwischen den
Objekten der Theorie zu entdecken.

Besonders reizvoll ist es auch, Fragestellungen anderer Wissenschaften
zu mathematisieren d.h. mathematische Objekte zu kreieren bzw. zu
definieren, um die Fragestellung mathematischen Methoden zugénglich
zu machen (diese Arbeit wird als mathematisches Modellieren bezeich-
net). Ist die Fragestellung in Mathematik iibersetzt, ergeben sich schnell
interessante Folgefragen (hin und wieder auch ganz neue Theorien) und
es hat einen besonderen Reiz, die gefundenen mathematischen Ergeb-
nisse in die Sprache des Ausgangsproblems zuriick zu iibersetzen.

Auch wenn es darum geht, eine mathematische Aussage zu beweisen,
ist viel Kreativitit gefordert. Beweisen geht nicht nach Rezeptbuch!
(Im Gegensatz zum Nachvollziehen von Beweisen, was eine fast mecha-
nisch durchfithrbare Aufgabe ist.) Einen Beweis zu finden gleicht eher
dem Zusammensetzen eines Puzzles mit der zusétzlichen Schwierigkeit,
dass mehr Teile als benétigt zur Verfiigung stehen [7, 6]. Das Puzz-
lebild (die mathematische Aussage) ist bekannt aber wie setzt man es
zusammen? Gewisse Techniken gibt es natiirlich schon, aber klare Re-
zepte wie z.B. nimm ein Teil und probiere alle anderen durch, bis ein
passendes Nachbarteil gefunden ist funktionieren nur bei sehr kleinen
Puzzles. Die Baustrategien sind eher vage und oft abhéngig vom Puzz-
lebild (z.B. fange mit Randsticken an, suche Teile mit dhnlicher Farbe
oder Textur). Auf jeden Fall erfordert Puzzle bauen Kombinationsgabe,
Spiirsinn und Mustererkennung. Genau das gleiche gilt beim Beweisen



10 1. ANMERKUNGEN ZUR HOCHSCHULMATHEMATIK

und wie beim puzzlen ergibt sich die Regel Wenn es nicht auf Anhieb
klappt, nicht einfach aufgeben, sondern an einer anderen Ecke einen
neuen Anlauf versuchen.

Eine wichtige Voraussetzung um mit mathematischen Objekten krea-
tiv zu arbeiten ist Anschauung. Zu jedem abstrakten Objekt muss man
gute Beispiele kennen und unterschiedliche Anwendungsmoglichkeiten
selbst ausprobiert haben. Nur diese Vertrautheit erlaubt es, ein Objekt
kreativ einsetzen zu konnen. Dabei unterscheiden sich mathematische
Objekte und Konzepte nicht von anderen Werkzeugen wie etwa den
Werkzeugen eines Tischlers. Um mit ihnen kreativ arbeiten zu kénnen
muss man die verschiedenen Einsatzmoglichkeiten an konkreten Bei-
spielen studiert haben. Dass viel Ubung nétig ist, um mit den Werk-
zeugen kunstvoll umgehen zu koénnen, versteht sich von selbst. Das
Gleiche gilt fiir die mathematischen Werkzeuge.

1.4. Forschen statt pauken

Was sind eigentlich die Voraussetzungen fiir erfolgreiches Studieren?
Zunichst einmal ist Studieren ein Lernprozess, denn es geht um die
sehr genaue geistige Durchdringung eines Themengebietes. Deshalb hat
erfolgreiches Studieren viel mit erfolgreichem Lernen zu tun.

Wie das funktioniert, zeigen uns am besten kleine Kinder die Gehen
oder Sprechen lernen. Thr Lernprozess besteht aus einer Wiederho-
lung von beobachten, nachmachen, experimentieren, iiben, nachma-
chen, experimentieren, beobachten... Lernprozesse verlangen eine inten-
sive selbstindige Beschaftigung mit dem Lerngegenstand. Diese kreati-
ve eigenstiandige Beschéiftigung ist wichtig und nicht die Zeit, die dafiir
erforderlich ist. Lernen wird nicht in Stunden gemessen, sondern in An-
zahl der Aha-Erlebnisse, d.h. der selbsténdig gewonnenen Einsichten.

Betrachten Sie folgende Analogie: Klavierspielen (Mathematik) hat
noch niemand allein durch den Besuch von Konzerten (Vorlesungen)
gelernt. Konzerte zeigen nur was gespielt werden kann und vielleicht
kénnen Sie einige Grifftechniken beobachten. Um Klavierspielen zu ler-
nen, miissen Sie aber selbst auf die Tasten driicken! Es niitzt auch
nichts, wenn Sie viel iiber die Technik des Klavierspielens lesen und
viel Zeit mit Biichern verbringen. Biicher sind wichtig als Anleitungen,
aber das eigenhindige selbstdndige Umgehen mit dem Instrument (der
Mathematik) kénnen Sie nicht ersetzen.
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Die Vorlesungen versorgen Sie also mit geistigem Futter: sie stellen
Themengebiete vor, sie geben Anregungen, es werden Tricks und Kniffe
verraten und sie bieten die Moglichkeit Fragen zu stellen und zu dis-
kutieren. Auf jeden Fall werden Sie hier in schneller Folge mit neuen
Konzepten (Inhalten) und neuen Argumentationsformen (Logik) kon-
frontiert.

Essen und verdauen miissen Sie das Futter aber selbst! So ist es oft aus
Zeitgriinden nicht moglich, bei der Darstellung von Beweisen in der
Vorlesung stets die kleinstmoglichen logischen Argumentationsschrit-
te zu machen. Verdauen heiffit dann, dass Sie die fehlenden Schritte
selbstandig nachtraglich hinzufiigen, bis IThnen absolut klar ist, wie die
prazise Darstellung des Beweises aussehen miisste. Dies hat mehrere
Vorteile. Zum einen miissen Sie eigenstéindig argumentieren und Sym-
bole benutzen, wobei Sie die mathematische Sprache und Schrift erler-
nen. Zweitens wiederholen Sie automatisch die Vorlesung sehr griindlich.
Drittens bemerken Sie genau, ob und was Sie nicht verstehen und
schlieBlich gewinnen Sie Sicherheit auf dem Level der prézisen Dar-
stellung.

Die Weiterfithrung der Analogie zwischen Wissen und Futter zeigt uns,
dass ein erfolgreiches Studium auch sehr viel Wissenshunger erfordert.
Der Wissenshunger ist der Antrieb, der notig ist, um die Energie und
Zeit aufzuwenden, die fiir das Lernen notig ist. Auflerdem werden wis-
senshungrige Studierende einen Sachverhalt nicht mit dem Satz Das ist
halt so. auf sich beruhen lassen, sondern mit der Frage Warum ist das
so? nach Griinden und Ursachen suchen. Dabei wird das Fragenstel-
len in Vorlesungen und Ubungen oder im Zimmer des Assistenten oder
Dozenten nicht als Zeichen von Dummheit gewertet. Im Gegenteil. Es
wird als Zeichen einer echten Bemiihung verstanden, als Zeichen fiir
echten Wissenshunger, als Zeichen fiir die richtige Geisteshaltung (sie-
he auch die Diskussion in [5]). Trauen Sie sich, mit Thren Fragen an
andere heranzutreten. Sie werden feststellen, dass es sich lohnt.

Moglicherweise ist Thnen diese forschende Geisteshaltung neu, weil sie
in der Schule nicht so notwendig war. Dort wurde Thnen das Wissen in
kleinen wohldosierten Mengen verabreicht. Es war stets klar, was gera-
de gelernt wurde und jedes Konzept wurde hinreichend lange eingeiibt.
Das ist an der Universitédt anders. Hier steht das selbstédndige Lernen
im Vordergrund.

Das fingt damit an, dass Sie selbstéindig das fiir Sie passendste Lehrma-
terial auswéhlen. Die Bibliothek enthélt z.B. eine Vielzahl von Biichern
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zu den Anfingervorlesungen. In jedem Buch ist die Sprache und Er-
klarweise etwas anders. Wenn Sie eine Frage haben, schauen Sie ein-
fach in mehreren Biichern mal nach, wie die Autoren den Sachverhalt
erklaren. Trifft ein Autor genau ihr Verstdandnisproblem und 16st es fiir
Sie befriedigend auf, dann ist das gefundene Buch vielleicht auch an
anderen Stellen /hr Buch. Also immer mal wieder stobern. Als Start-
punkt fiir ausfithrlich erkldrende Autoren im Bereich Analysis kénnen
Sie bei [2, 3] reinschnuppern. In der linearen Algebra sind vielleicht
[1, 4] fiir Sie interessant? Auf jeden Fall schauen Sie sich rasch an, wie
der Bibliothekskatalog und die Aufstellsystematik funktioniert, damit
der Biichersuche nichts im Wege steht. Natiirlich wimmelt es auch im
Internet von Vorlesungsskripten ganz unterschiedlicher Qualitédt. Auch
hier lohnt es sich, mal nachzusehen.

Neben dem selbstédndigen Umgang mit Literatur, ist es sehr wichtig,
dass Sie selbst iiberpriifen, was Sie bereits gut und was noch nicht so
gut verstanden haben, um dann gezielt an den Problemstellen zu arbei-
ten. Sie miissen lernen, kritisch mit sich selbst zu sein, eigene Fragen
formulieren zu Dingen, die Sie nicht richtig verstehen und dann ge-
zielt nach Antworten auf diese Fragen suchen, durch Selbstdenken, in
Biichern, oder bei Ihren Mitstudierenden oder Lehrern. Diese innere
Einstellung ist eine wichtige Voraussetzung fiir ein erfolgreiches Studi-
um und wird Sie letztendlich zu einem Forscher bzw. einer Forscherin
machen.



KAPITEL 2

Umgang mit Vorlesungen — ein Beispiel

In diesem Kapitel soll eine typische Mathematikvorlesung vorgestellt
werden und zwar einerseits durch das Manuskript des Dozenten und
andererseits als Tafelbild. Dadurch wird deutlich, dass in der Vorlesung
mehr Information tibermittelt wird als das, was am Ende an der Tafel
steht.

Wenn Sie sich, vielleicht weil Sie es so von der Schule gewohnt sind,
als Ziel setzen, die Tafel in Schonschrift und moglichst noch mehrfar-
big mit Unterstreichungen per Lineal zu kopieren, dann wird Thnen
einiges von dieser Information entgehen. Aulerdem berauben Sie sich
der Moglichkeit, bereits wiahrend der Vorlesung Versténdnisfragen zu
stellen, denn Fragen ergeben sich nur dann, wenn Sie aktiv mitdenken.
Eine bessere Strategie ist daher, moglichst viel Information moglichst
schnell zu notieren — natiirlich so, dass Sie es anschliefend noch ent-
ziffern konnen. Dadurch gewinnen Sie Zeit zum Mitdenken und Mit-
machen. Schonschrift ist nach der Vorlesung angesagt, wenn Sie Ihre
Notizen in Ruhe nochmal durchgehen und z.B. Liicken, die der Do-
zent gelassen hat, selbst fiillen oder auch eigene Beispiele einarbeiten.
Gerade wenn Sie versuchen, Argumentationen mit Thren eigenen Wor-
ten zu formulieren und sich nicht sklavisch an die Vorgaben halten,
stellen sich oft wichtige Verstéindnisfragen, deren Antwort Sie dann
vielleicht in Biichern suchen oder mit denen Sie auf Kommilitonen,
Ubungsgruppenleiter, Assistenten oder Dozenten zugehen kénnen, so
lange bis Sie eine Antwort gefunden haben. Beispiele fiir eine solche
Nachbereitung sind in Abschnitt 2.3 angegeben. Auch wenn Thnen die-
ses Vorgehen als doppelter Aufwand erscheint - es lohnt sich.

Das Erkennen und Stopfen von kleinen Liicken in der Ausfithrung des
Dozenten und das Formulieren von Fragen ist ein wichtiger Schritt
zum selbsténdigen Mathematik machen und stiehlt Ihnen nicht die Zeit
fiir die Ubungsaufgaben sondern wird Thnen bei den Ubungsaufgaben
helfen!
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2.1. Manuskript: Intuitive Mengenlehre

Zum Handwerkzeug in den Grundvorlesungen Analysis und lineare Al-
gebra gehdren Mengen und Mengenoperationen. Tatséchlich bildet die
Mengenlehre ist ihrer modernen Form das Fundament der Mathema-
tik: alle mathematischen Aussagen werden letztlich mit Begriffen der
Mengenlehre formuliert und alle derzeitigen mathematischen Ergebnis-
se durch logisches Schlieflen aus einem geeigneten Axiomensystem der
Mengenlehre abgeleitet.

Da in den Grundvorlesungen moglichst rasch die Ergebnisse erarbei-
tet werden sollen, die in weiten Teilen der Mathematik und in den
quantitativen Wissenschaften eine begriffliche Voraussetzung darstel-
len, beginnt die Mathematikausbildung allerdings nicht ,,ganz unten®
bei der Mengenlehre, sondern arbeitet ohne eine prézise Formulierung
des Mengenbegriffs. Didaktisch gesehen ist dies ein Dilemma: gerade in
den Grundvorlesungen wird grofler Wert darauf gelegt, dass in der Ma-
thematik alle Objekte eine préazise Bedeutung haben und dass Begriffe
nicht intuitiv sondern genau nach ihrer Definition benutzt werden. Und
dann beginnt die erste Vorlesung selbst mit der intuitiven Einfiihrung
des grundlegenden Begriffs ,Menge®“.... Da wir aber nur mit , harm-
losen“ Mengen zu tun haben werden, fiihrt dies trotz allem nicht zu
Problemen. Wer will kann natiirlich jederzeit ein Buch {iber die axio-
matische Mengenlehre zur Hand nehmen.

Nun aber zum Mengenbegriff: Mengen formalisieren die sehr menschli-
che Angewohnheit, die Objekte unserer Umwelt nach gewissen Regeln
zusammenzufassen. So fassen wir z.B. alle Bdume mit einer ganz be-
stimmten Blattform unter dem Oberbegriff , Eiche“ zusammen, oder
die Worte rot, gelb, griin, rotgelb und aus unter dem Begriff , Am-
pelzustande*. Mathematisch schreiben wir solche Zusammenfassungen
von Objekten mit geschwungenen Klammern und Kommata als Trenn-
zeichen zwischen den Objekten, also etwa

Freunde = {Frank, Elke, Konrad, Birgit }.

Falls die Freunde gerne Tischtennis spielen, dann bilden die moglichen
Paare fiir Einzelspiele wieder eine Menge, wobei hier die Objekte selbst
Mengen sind (die zweielementigen Teilmengen von Freunde)

E = {{Frank, Elke}, {Frank, Konrad}, {Frank, Birgit},
{Elke, Konrad}, {Elke, Birgit}, {Konrad, Birgit}},
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und die Kombinationen fiir Doppelspiele ist eine Menge von Mengen
die Mengen enthalten

D = {{{Frank, Elke}, {Konrad, Birgit} },
{{Frank, Konrad}, {Elke, Birgit}},
{{Frank, Birgit}, {Elke, Konrad}}.

Natiirlich spielen in der Mathematik besonders Mengen von Zahlen ei-
ne grofie Rolle. Da Zahlen im Uberfluss vorhanden sind (z.B. gibt es
zu jeder natiirlichen Zahl n eine Nachfolgerzahl n 4 1), kommen hier
auch unendlich grofle Mengen vor, die man nicht mehr direkt hinschrei-
ben kann. Statt dessen gibt man die Regel an, die klar macht, welche
Objekte in der Zusammenfassung drin sein sollen und welche nicht. Be-
zeichnet N die Menge der natiirlichen Zahlen, so kann man die Menge
G der geraden Zahlen folgendermafien einfiithren

G ={n €N : n=2m fiir ein m € N}.

Dabei liest man die 6ffnende Klammer als ,,die Menge aller und den
Doppelpunkt als ,,mit der Eigenschaft“. Die Volltext-Variante ist also:
G ist die Menge aller Elemente n der Menge N mit der Eigenschaft,
dass n gleich 2 mal m ist fiir ein Element m der Menge der natiirlichen
Zahlen N. Diese Mengenkonstruktion nennt man auch Aussonderung,
weil Elemente der Menge, die links vom Doppelpunkt aufgefiihrt ist,
durch die Regel ausgesondert werden, woraus dann die neue Menge
entsteht.

Wenn in der Mathematik abkiirzende Namen fiir eine bestimmte Si-
tuation eingefithrt werden, so spricht man von einer Definition. Im
vorliegenden Fall haben wir also die geraden Zahlen definiert. Wenn im
weiteren der Begriff gerade Zahl benutzt wird, dann ist damit immer
die prizise Bedeutung gemeint, die in der Definition aufgeschrieben ist.
Ein beliebter Anfangerfehler ist, statt der prézisen Bedeutung der Defi-
nition, eine selbstgemachte Erkldrung zu benutzen, die auch irgendwie
zum Definitionsbegriff passen kénnte. Also etwa: 1, 4 und 7 sind gerade
Zahlen, weil die Zeichen aus geraden Linien bestehen; die Zahlen 2, 3,
5, 8 und 9 sind aus dem gleichen Grund ungerade. Natiirlich klingt
das an dieser Stelle lacherlich. Tatsachlich wird genau dieser Fehler im
Prinzip in hunderten von Losungsversuchen zu Ubungsaufgaben Jahr
fiir Jahr begangen. Anstatt die prézise Bedeutung der Definition zu be-
nutzen, wozu man sicherheitshalber in einem Buch oder der Mitschrift
nachschlégt, wird eine halb oder ganz selbsterdachte Bedeutung be-
nutzt (eine autentische Aussage aus Studierendenmund: ,,Die Funktion
f(x) = 1/x mit der Definitionsmenge z € (0,1) ist beschréankt, weil
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x ja nur zwischen 0 und 1 liegen kann® ist leider falsch, da sich die
Definition von beschrdnkt auf den Wertebereich und nicht den Defini-
tionsbereich bezieht). Eine ordentlich aufgeschriebene Definition sieht
SO aus:

Definition 2.1. Eine Zahln € N heifit gerade, falls eine Zahl m € N
existiert, mit der Eigenschaft n = 2m.

Als weiteres Beispiel fiir eine Aussonderung kann man die Menge der
geraden Zahlen grofler als 9 so schreiben

{ne G :n>9}.

Nachdem wir nun einige Beispiele von Mengen gesehen haben wollen
wir zu unserer intuitiven Definition von Mengen zuriickkommen. Eine
naheliegende Version wére doch: Fine Menge ist eine Zusammenfas-
sung von Objekten. Unprézise ist diese Beschreibung alleine schon des-
halb, weil der Begriff Objekt unklar ist. Damit die obigen Beispiele Sinn
machen wére es gut, wenn Zahlen, Worter und auch Mengen selbst zu
den Objekten zdhlen wiirden. Dazu kommen bald andere Konstrukte
wie Funktionen, Folgen, Vektoren, Matrizen und allerlei Dinge, die aus
diesen Zutaten zusammengebaut werden. Aber selbst wenn wir uns mit
dem unprézisen Begriff Objekt abfinden, hat die obige Definition einen
Konstruktionsfehler, den der englische Philosoph und Mathematiker
Bertrand Russell im Jahr 1901 an folgendem Beispiel deutlich gemacht
hat. Da Mengen selbst zu den Objekten zédhlen sollen (siehe Tischten-
nisgriippchen), ist auch die Zusammenfassung aller Mengen eine Menge
— denn Zusammenfassungen von Objekten sind ja Mengen. Nennen wir
die Menge, die alle Mengen enthélt M. Dann enthélt M sich selbst,
weil M ja auch eine Menge ist, was etwas komisch erscheint aber auch
nicht zu dramatisch wirkt. Wenn es nun aber Mengen gibt, die sich
selbst als Element enthalten (M ist ein Beispiel), dann macht es auch
Sinn, die Menge A aller Mengen zu betrachten, die sich nicht selbst als
Element enthalten, also die Aussonderung

A={MeM:M¢gM}.
Die spannende Frage von Bertrand Russell ist nun: Enthéalt A sich

selbst als Element oder nicht? Nun ja, eine der beiden Mé&glichkeiten
muss ja wohl zutreffen.

Zum Durchprobieren schauen wir uns erst die Moglichkeit an, dass A
sich selbst enthilt, also A € A. Dann erfiillt M = A nicht die Bedin-
gung M ¢ M und folglich ist A € A. Da nicht gleichzeitig A € A und
das Gegenteil richtig sein kann, scheidet diese Moglichkeit aus. Bleibt
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also die Variante, dass A sich nicht selbst enthéilt, also A € A. Dann
erfiillt aber M = A die Bedingung M ¢ M und gehort deshalb zu
A. Wieder ein Widerspruch. Es macht also keine der beiden komple-
mentéiren Moglichkeiten Sinn — das sprengt endgiiltig unsere Vorstel-
lungskraft und zeigt, dass beliebige Zusammenfassungen von Objekten
echte Schwierigkeiten erzeugen koénnen, wenn die Regeln zur Zusam-
menfassung einen Selbstbezug beinhalten. Anschauliche Varianten des
gleichen Konflikts sind z.B. der Frisor, der jedem die Haare schneidet,
der sich nicht selbst die Haare schneidet. Schneidet dann der Frisor sich
selbst die Haare? Oder der Katalog in einer Bibliothek, der alle Biicher
auflistet, die sich nicht selbst auflisten. Fiihrt dieser Katalog sich selbst
auf?

Um diese Problematik zu vermeiden, ist es notwendig, den Begriff der
Menge etwas vorsichtiger zu definieren, was dann schliefflich zu den
Axiomen der Mengenlehre fiihrt. Die Grundidee ist dabei, genau fest-
zulegen, wie aus gegebenen Mengen neue Mengen konstruiert werden
kénnen. Damit das Mengenspiel beginnen kann, muss dann nur noch
die Existenz gewisser Menge angenommen werden und los geht’s: aus
der ,,Urmenge” lassen sich dann andere Mengen bauen und daraus wie-
der andere und so weiter. In unserem intuitiven Zugang werden wir
uns auf die Regeln zur Konstruktion von neuen Mengen aus gegebe-
nen Mengen beschrinken. Dass es tatsdchlich Mengen gibt, wie z.B.
die natiirlichen Zahlen N oder die reellen Zahlen R, werden wir einfach
axiomatisch fordern und damit den aufwéandigeren aber moglichen Weg
der Konstruktion ausgehend von den Mengenaxiomen stark abkiirzen.

Eine Moglichkeit aus einer gegebenen Menge M eine neue Menge zu
konstruieren haben wir schon im Zusammenhang mit den geraden Zah-
len erwihnt — die Aussonderung. Wir benotigen dafiir eine Regel A(z),
die fiir jedes Element x € M entweder wahr oder falsch ist. Durch

{z€M: Alx)}

wird dann eine Menge erzeugt, die alle Elemente x von M enthélt, fiir
die A(z) wahr ist.

Eine ganz besondere Menge, die man so konstruieren kann, ist die leere
Menge, die mit () oder {} bezeichnet wird. Man erhilt sie aus jeder
beliebigen anderen Menge M durch Aussonderung mit der Bedingung
x # x, d.h.

0={xeM:x+#x}

Obwohl das Nichts ) vielleicht nutzlos erscheint, kann man in der Men-
genlehre viel damit machen. Zusammen mit der Moglichkeit aus zwei
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Mengen M und N eine neue Menge M U N, die so genannte Verei-
nigungsmenge zu bilden, die alle Elemente aus M und alle Elemente
aus N enthilt, eréffnen sich ungeahnte Mdoglichkeiten: wihrend Ag = ()
keine Elemente enthiilt hat die Menge A; = Ag U {4y} = {0} ein
Element, die Vereinigung A; = A; U {A;} = {0,{0}} zwei Elemente,
A3 = AsU{ Ay} drei Elemente usw. Letztlich lassen sich auf diese Weise
die natiirlichen Zahlen n aus dem Nichts erschaffen, wenn man sie mit
den entsprechenden Mengen A, identifiziert.

Neben der Vereinigung von zwei Mengen, ergibt auch der Durchschnitt
M N N und die Differenz M\N von zwei Mengen M, N wieder eine
Menge. Das folgt bereits aus den obigen Moglichkeiten, wenn wir ge-
schickt aussondern

MNN={xeM:zeN},
M\N ={x e M:z ¢ N}.
Nachdem wir nun einige Mechanismen zur Konstruktion von Mengen

vorgestellt haben, konnen wir damit beginnen, erste Zusammenhénge
und GesetzméBigkeiten zu formulieren.

Welche Menge ergibt sich zum Beispiel bei der Vereinigung von M NN
und M\N? Zur Veranschaulichung und damit zur Hypothesengenerie-
rung ist es hilfreich, den Spezialfall von Punktmengen in der Ebene zu
betrachten.

N

Abbildung 2.1: Veranschaulichung von Schnitt und Differenz zweier
Punktmengen M und N in der Ebene.

Die Darstellung in Abbildung 2.1 suggeriert, dass der Zusammenhang
(2.1) (MNN)U(M\N)=M
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gilt. Da die Darstellung aber nur einen von vielen moglichen anderen
Fillen beschreibt (was ist, wenn M und N gar keinen Uberlapp haben,
oder M vollstandig in N liegt etc.), ist die Skizze noch kein Beweis fiir
die Giiltigkeit von (2.1). Um (2.1) sauber iiberpriifen zu kénnen, muss
erst klar gestellt werden, dass zwei Mengen definitionsgeméfl genau
dann gleich sind, wenn sie die gleichen Elemente haben. Der iibliche
Weg um eine Gleichheit von zwei Mengen A und B zu zeigen funk-
tioniert so, dass man zunéchst iiberpriift ob alle Elemente von A in
B enthalten sind und dann umgekehrt ob auch alle Elemente von B
in A liegen. Man zeigt also die beiden Inklusionen A C B (lies: A ist
Teilmenge von B) und B C A (lies: B ist Teilmenge von A).

Setzen wir also A = (M N N)U (M\N) und B = M und konzentrie-
ren uns auf die erste Teilaufgabe, die Uberpriifung von A C B. Dazu
nehmen wir irgend ein Element © € A und zeigen, dass x auch in B
enthalten ist. Um jetzt weiter zu machen, miissen wir uns ganz pingelig
an die Definition der Mengenoperationen halten. Da A die Vereinigung
von M NN und M\N ist, enthdlt A nach Definition von U alle Ele-
mente von M N N und alle Elemente von M\N. Unser gewéhltes x ist
also in mindestens einer der beiden Mengen enthalten. Betrachten wir
deshalb die beiden Moglichkeiten separat.

Im Fall 1 nehmen wir an x € M N N. Dann gilt nach Definition von N,
dass © € M und z € N erfiillt ist. Insbesondere sehen wir, dass = in
M = B liegt, womit der erste Fall erfolgreich erledigt ist.

Im Fall 2 gehen wir von = € M\ N aus. Nach Definition der Mengendif-

ferenz sehen wir, dass dann x € M und = € N erfiillt ist. Also wieder
gilt x € M = B.

Insgesamt fithren beide moglichen Félle auf x € B und damit ist die
erste Teilaussage A C B bewiesen. Fiir die zweite Teilaussage B C A
schnappen wir uns ein Element x € B = M. Auch hier gibt es zwei
Fille fiir die Lage von x beziiglich N. Entweder gilt x € N oder das
Gegenteil z € N. Im ersten Fall haben wir also x € M und = € N,
also nach Definition x € M N N. Im zweiten Fall haben wir z € M
und z € N und damit nach Definition x € M\N. Da also = auf jeden
Fall in einer der beiden Mengen M N N oder M\ N liegt, finden wir x
auch in der Vereinigung der beiden Mengen also in A, womit auch die
zweite Teilaussage B C A erledigt ist. Wir haben die Gleichung (2.1)
damit fiir alle moglichen Mengen nachgewiesen! |

Ach ja, das kleine Quadrat markiert {ibrigens das Ende eines Beweises.
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Weitere einfache GesetzméfBigkeiten und Muster im Zusammenspiel von
Mengenoperationen sind in folgendem Satz zusammengefasst.

Satz 2.2. Fiir beliebige Mengen A, B und C' gilt

Idempotenz AUA=A und ANA=A
Kommutativitdt: AUB=BUA und ANB=BNA
Assoziativitit: (AUB)UC =AU (BUC) und
(ANB)NC=An(BNC)
Distributivitdt: AN(BUC)=(ANnB)U(ANC) wund

AUu(BNC)=(AuB)N(AUC)

Der Nachweis dieser Aussagen folgt, wie der Beweis von (2.1), immer
dem gleichen Strickmuster: Es sind jeweils Mengengleichheiten zu be-
weisen, was ganz mechanisch mit dem Nachweis von zwei Inklusionen
erledigt wird. Im Nachweis der Inklusionen miissen nur peinlich genau
die Definitionen der Operationen benutzt werden. Dann kann eigent-
lich nichts schief gehen. Als Kostprobe betrachten wir die Idempotenz
von U.

Mit den Abkiirzungen M = AUA und N = A lautet die Aufgabe: zeige
M=N,dh. M C Nund N C M. Nehmen wireinz € M = AUA. Da
AU A aus allen Elementen von A und allen Elemente von A aufgebaut
ist, liegt « somit in A, was x € N = A beweist. Fiir die umgekehrte
Inklusion nehmen wir ein x € N = A. Dann liegt x nach Definition
von U auch in AU A = M, woraus N C M folgt.

Die restlichen Aussagen des Satzes sind ein sehr gutes Beweistraining,
das Sie sich nicht entgehen lassen sollten. [ ]
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2.2. Tafelbild: Intuitive Mengenlehre

Der Inhalt des vorangegangenen Abschnitts kann in einer typischen
Vorlesung von zweimal 45 Minuten, wie hier gezeigt, auf 6 Tafeln kom-
primiert werden. Optimal wére, wenn Ihre Notizen mehr Information
enthalten als das reine Tafelbild. Bei der Nachbereitung der Vorlesung,
kénnen Sie damit eine auf Ihre Bediirfnisse zugeschnittenen eigene Ver-
sion der Vorlesung aufschreiben.
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2.3. Nachbereitung: Intuitive Mengenlehre

Nehmen wir die ideale Situation an, dass Sie in der Vorlesung versucht
haben, immer am Ball zu bleiben und die Gedankengénge des Dozen-
ten direkt nachzuvollziehen. Bei Verstdndnisproblemen haben Sie die
Moglichkeit direkt nachzufragen genutzt, ohne Angst, dass Thre Mit-
studierenden oder der Dozent Sie wegen Threr Fragen fiir dumm hélt,
da Sie Abschnitt 1.4 genau gelesen haben.

Wegen Threr hohen Konzentration auf den gerade laufenden Gedan-
kengang blieb Thnen allerdings keine Zeit, den Tafeltext ordentlich zu
kopieren. Sie mussten kritzeln, um genauso schnell schreiben zu kénnen
wie der Dozent und um zusétzliche Notizen zu machen. So war es Thnen
z.B. wichtig, die Antworten auf Thre Fragen zu notieren oder auch die
Fragen von anderen Studierenden mit den entsprechenden Antworten.

Jetzt, nachdem Sie etwas Abstand gewonnen haben und die direkte
Erinnerung an die Vorlesung schon wieder verblasst ist, nehmen Sie
Ihre Notizen zur Hand und wollen sie so in Ordnung bringen, dass Sie
auch noch in einem Jahr wissen, worum es hier gegangen ist.

Sie entziffern also eine Notizpassage und iiberlegen, wie Sie den Tafel-
text mit Thren zusétzlichen Anmerkungen am besten organisieren.

Dabei gehen Sie sehr kritisch vor und verfolgen genau, ob das, was Sie
da jetzt aufschreiben, auch 100% Sinn macht. Wenn nicht ist es ja gut
moglich, dass Sie beim Abschreiben oder der Dozent beim Anschrei-
ben einen Fehler gemacht hat. Im Zweifelsfall schauen Sie in einem
Buch nach oder markieren sich zumindest die unklare Stelle und no-
tieren sich eine Frage dazu, die Sie dann Thren Kommilitonen oder den
Ubungsgruppenleitern bzw. Assistenten oder Dozenten stellen kénnen.

Um zu iiberpriifen, ob Sie alles verstanden haben, oder ob irgendwo un-
entdeckte Unklarheiten schlummern, schreiben Sie Beweise nicht ein-
fach von Ihren Notizen ab. Statt dessen iiberfliegen Sie (wenn iiber-
haupt) nur kurz die Beweispassage, legen mit dem Ausspruch ,Das
kann ich auch!“ die Notizen zur Seite und versuchen dann den Beweis so
sorgfiltig und iiberzeugend wie moglich selbst zu formulieren. Wenn Sie
stecken bleiben, haben Sie eine Unklarheit entdeckt, die Sie beim einfa-
chen Abschreiben nicht bemerkt hiatten. Aber auch wenn Sie scheinbar
ohne Probleme durchkommen, lohnt es sich den eigenen Beweis mit
den Notizen zu vergleichen. In jedem Fall liest sich der Vorlesungstext
jetzt ganz anders, weil Sie ihn mit Ihren eigenen Gedanken vergleichen
kénnen. Unterschiede schauen Sie sich dann ganz automatisch genauer
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an — wieso wird das so gemacht? Geht meine Argumentation auch?
Mache ich einen Denkfehler? Oder ist mein Beweis nicht eigentlich ele-
ganter? Wenn Sie Thre Beweisversion fertig haben, dann schreiben Sie
sie sauber auf. Bei dieser intensiven Nacharbeitung der Beweise merken
Sie auch, dass die {iberzeugende Stimme des Dozenten in der Vorlesung
vieles klarer erscheinen lésst, als es beim eigenen Durchdenken ist.

Neben dem ,,Das kann ich auch!* Ansatz beim Durcharbeiten von Be-
weisen verfolgen Sie auch das Prinzip, Definitionen mit eigenen Beispie-
len zu beleben. Typischerweise wird in der Vorlesung zu jeder Definition
ein Beispiel angegeben, aber aus Zeitgriinden sind diese Passagen oft
knapper als fiir ein volles Verstdndnis notwendig wére. Deshalb denken
Sie sich beim Nachbereiten einfach noch ein paar Beispiele aus, die Sie
dann in Threr sauberen Mitschrift einbauen. Wenn Thnen nichts einféllt
ist das vielleicht schon ein Anzeichen fiir ein Versténdnisproblem. Hier
hilft das Nachschauen in verschiedenen Biichern oder im Internet. Mei-
stens lassen sich aber Beispiele durch Abwandlung der Vorlesungsvor-
gaben gewinnen.

Nach dieser Beschreibung der idealen und sicherlich zeitintensiven Nach-
bereitung haben Sie bemerkt, dass es sicherlich keine reine Schénschreib-
iibung ist. Es geht vielmehr um eine Uberpriifung, ob Sie den Stoff voll
verstanden haben. Durch das eigensténdige nochmalige Beweisen und
die Beispielsuche beschiftigen Sie sich intensiv mit dem Vorlesungsthe-
ma. An dieser Stelle findet der eigentliche Lernprozess statt! Deshalb
unterschétzen Sie diesen Schritt nicht und berauben Sie sich nicht des
Zwangs ihn durchfithren zu miissen, indem Sie schon in der Vorlesung
alles ,sauber aufschreiben. Lassen Sie Thr Gekritzel eine Mahnung
sein, alles nochmal wie oben beschrieben durchzugehen.

Um den Nachbereitungsprozess an unserem Beispiel deutlicher werden
zu lassen, sollen hier einige Anregungen gegeben werden, wie das Ta-
felbild durch eigene Aspekte angereichert werden koénnte.

Zunichst wire es sinnvoll, wenn aus dem vorderen Manuskriptteil die
ein oder andere Notiz in die Aufzeichnungen eingeflossen wére, auch
wenn Sie nicht explizit an der Tafel erschienen ist. So ist sicherlich
die Bemerkung, dass die Mengentheorie die Grundlage der modernen
Mathematik bildet, eine wichtige Information, die den Stellenwert des
Themas verdeutlicht. Auch die Stichworter axiomatische Mengentheo-
rie und Bertrand Russell sollten auftauchen und vielleicht Anlass geben
einmal in Wikipedia oder in einem Mathematiklexikon wie [8] nachzu-
schlagen und ein wenig zu schmokern. Schliellich hat es die halbe Seite
iiber den Begriff der Definition aus irgendeinem Grund nicht auf die
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Tafel geschafft, vielleicht weil es dem Dozenten zwischendurch einge-
fallen ist und er nichts dazu in seinen Notizen hatte. Auch hier wire
Mitschreiben natiirlich sehr wichtig gewesen.

Bei den geraden Zahlen G als Beispiel fiir das Aussonderungsprinzip
liegt es nahe, zu iiberlegen, wie denn wohl die Menge U der ungeraden
Zahlen notiert werden kénnte. Weitere Beispiele fiir Mengen, die per
Aussonderung formuliert werden, sind nicht schwer zu finden, etwa

e die Menge aller Quadratzahlen

e die Losungsmenge der Gleichung 23 — 2% +2—-1=0

e die Koordinatenpaare aller Punkte die innerhalb des Einheits-
kreises liegen

An der Stelle der Vorlesung, wo durch eine Skizze die Vermutung (2.1)
aufgestellt wurde, kann man die Idee der Darstellung aufgreifen und
auch die anderen Mengenoperationen durch Punktmengen in der Ebene
darstellen.

Auflerdem kann man sich im Zusammenhang mit der Mengengleichheit
die elementare Frage stellen, welche der folgenden Mengen identisch
sind

{1,3,4}, {4,3,1,4}, {3,1,4}, {3,4,1,3}, {{1},{3},{4}}.

SchlieSlich soll die Bemerkung, den Beweis des Satzes zu komplettieren
nicht nur als rhetorisches Gepléankel betrachtet werden, sondern als
echte Aufforderung, die gleiche Beweisidee in den verschiedenen Fillen
zu wiederholen, damit Thre endgiiltige Vorlesungsmitschrift auch an
dieser Stelle vollstandig ist.

2.4. Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Formulieren Sie folgende Mengen mit dem Aussonde-
rungsprinzip.

a) Die ungeraden Zahlen,

b) die Quadratzahlen,

c) die Losungen der Gleichung 23 — 22 + 2 —1 =0,

d) die Koordinatenpaare aller Punkte die innerhalb des Einheits-
kreises liegen.
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Aufgabe 2.2. Beschreiben Sie den Inhalt der folgenden Mengen um-
gangssprachlich:

Mm:{nEN:%gN}, m e N,

Aufgabe 2.3. Bezichungen zwischen Mengen veranschaulicht man oft
mit Teilmengen der Zeichenebene (selbst wenn die Mengen andere Ob-
jekte enthalten also z.B. Zahlen, Folgen, Vektoren, etc.). Typische Teil-
mengen A, B einer Menge M veranschaulicht man also so:

wobei man den Teil, der zur Menge gehort, durch Farbung bzw. Schraf-
fierung hervorhebt. Natiirlich konnen Teilmengen der Zeichenebene im
Prinzip auch schrumpelig, spitz, diirr und unzusammenhéngend sein —
iiberlegen Sie immer, ob die von Thnen gewahlte Mengenform im be-
trachteten Zusammenhang allgemein genug ist.

Die relative Lage von zwei Mengen umfasst fiinf Moglichkeiten: die
Gleichheit, die echte Teilmengensituation (A echte Teilmenge von B
oder umgekehrt) und die beiden Félle, wo die Mengen teilweise bzw.
gar nicht iiberlappen.

Zeichnen Sie die fiinf Grundfille sowie fiir jeden Fall die folgenden
Mengen:

(1) Die Schnittmenge ANB:={x e M|z € AN z € B}.

(2) Die Vereinigungsmenge AUB :={x € M|z € AV x € B}.
(3) Die Differenzmenge A\B :={z € M|z € A N z & B}.

(4) Die symmetrische Differenz AAB := (A\B) U (B\A)

(5) Das Komplement A¢:= M\ A

Veranschaulichen Sie folgende Aussage (AU B)¢ = A°N B¢ indem Sie
die Mengenoperationen links vom Gleichheitszeichen und getrennt da-

von die Mengenoperationen rechts veranschaulichen. Erhalten Sie das
gleiche Bild. Wie ist es mit (AN B)® = A°U B°?

Aufgabe 2.4. Welche der folgenden Mengen sind gleich?
{1,3,4}, {4,3,1,4}, {3,1,4}, {3,4,1,3}, {{1},{3},{4}}.
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Aufgabe 2.5. Beweisen Sie fiir beliebige Mengen A, B, C'

Idempotenz : AUA=A und ANA=A
Kommutativitét: AUB=BUA und ANB=BNA
Assoziativitit: (AUB)UC =AU (BUC) und
(ANB)NC=An(BNC)
Distributivitét: AN(BUC)=(AnB)U(ANC) und

AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

Aufgabe 2.6. Fiir zwei Mengen A, B C R ist A + B die Menge aller
reellen Zahlen r, die als Summe » = a +b mit a« € A und b € B
dargestellt werden koénnen, also

A+ B:={reR:r=a+bfireina € A und ein b € B}.

Basteln Sie eine nach oben unbeschrinkte Menge A C R mit der Ei-
genschaft (A+ A)N A = (. (Bem: nach oben unbeschrénkt heifit, dass
die Menge Zahlen enthilt, die jede noch so grofie vorgegebene Zahl
ibersteigen).

Aufgabe 2.7. Geben Sie zu jeder Menge jeweils einige Elemente an,
die darin enthalten sind und auch einige Elemente, die nicht darin
enthalten sind. Wenn moglich, geben Sie einfachere Darstellungen der
Mengen an.

a) {reR||lz—1| =]z -3} U{w e R|w? —w+ 10 > 16}
b) {M € R| M ist obere Schranke von [0, 1]}

) {4€Q|V2+4¢cQ}

d) Die Menge aller Teilmengen von R.

e) {neN|1+1/2+---4+1/n<2}

Zur Erlduterung von (b): M ist eine obere Schranke einer Menge A,
wenn a < M fiir alle Elemente a von A gilt.






KAPITEL 3

Beweisvarianten

In Kapitel 1 wurde darauf hingewiesen, dass Mathematik ein wichti-
ges Werkzeug zum Formulieren und Verstehen von Gesetzméfigkeiten
unserer Umwelt ist. Dabei nennen wir solche Zusammenhénge Ge-
setzmdjfSigkeiten, die uneingeschrénkt giiltig sind.

Betrachten wir als einfaches Beispiel die Formel
(3.1) n? +n +41.

Fiirn = 0,1, 2, 3,4 liefert (3.1) die Zahlen 41,43,47,53,61. Sehen Sie eine
Gemeinsamkeit? Es sind alles Primzahlen, also natiirliche Zahlen grofier
als 1, die nur durch 1 und durch sich selbst ohne Rest teilbar sind.
Wir haben hier ein Muster, eine Gesetzméfigkeit (der mathematischen
Umwelt) vor uns, oder? Wenn wir weiter probieren mit n = 5,6,7
finden wir 71, 83, 97 ... nur Primzahlen. Mit n = 8,9,10 klappt’s
auch: 113, 131, 151. Tatsédchlich kénnen wir bis n = 39 weiterprobieren
und werden ¢mmer Primzahlen finden.

Doch die erdriickende Tatsachenlage, die den einen oder die andere
schon davon iiberzeugt haben mag, dass (3.1) wirklich immer Prim-
zahlen liefert, bricht bei n = 40 in sich zusammen. Die Zahl

402 +40 +41 = 40 - 41 + 41 = 41 - 41

ist offensichtlich keine Primzahl, da sie durch 41 ohne Rest teilbar
ist. Was zunéchst wie ein universeller Zusammenhang aussah, ist doch
keiner.

Wir konnen somit zwei wichtige Dinge an diesem Beispiel lernen: zu-
nédchst macht es deutlich, dass eine grofie Zahl von positiven Beispielen
keine Aussage iiber die generelle Richtigkeit einer Behauptung macht.
Umgekehrt geniigt ein einziges Beispiel zum Beweis, dass eine behaup-
tete GesetzméBigkeit falsch ist.

Diese Tatsache sollten Sie im Hinterkopf behalten, da sie an vielen
Stellen in der Mathematik benutzt wird, um Aussagen zu widerlegen
und damit Begriffe und Konzepte voneinander abzugrenzen (z.B. dass
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stetige Funktionen nicht automatisch differenzierbar sind, oder dass
die Ableitungen differenzierbarer Funktionen nicht unbedingt stetig
sein miissen). Die Konstruktion eines Gegenbeispiels kann dabei un-
ter Umstédnden sehr aufwendig sein.

Merke: Der Nachweis, dass eine Aussage falsch ist, kann durch ein
Gegenbeispiel gefithrt werden.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns verschiedene Moglichkei-
ten ansehen, wie man zeigen kann, dass Aussagen generell giiltig sind.
Gleichzeitig werden wir weitere grundlegende Begriffe der Mengenlehre
einfiihren.

3.1. Direkter Beweis

Den direkten Beweis haben wir bereits in Kapitel 2 kennen gelernt. In
gewisser Weise ist dies die klarste Beweisstrategie, da man ausgehend
von den gegebenen Voraussetzungen durch eine Folge von logischen
Schliissen die Wahrheit der aufgestellten Behauptung nachweist.

Sehen wir uns ein einfaches Beispiel an.

Satz 3.1. Sein eine gerade Zahl. Dann ist auch n? gerade.

Beweis: Wir starten mit der Annahme, dass n eine gerade Zahl ist.
Ein Riickgriff auf die Definition 2.1 zeigt uns, dass n dann in der Form
n = 2m geschrieben werden kann, wobei m € N eine natiirliche Zahl
ist. Bilden wir das Quadrat und benutzen Kommutativitats- und As-
soziativititsgesetze, so erhalten wir

n?=n-n=(2m)-(2m) = 2(2m?) = 2k mit k = 2m?.

Nutzen wir nun die Tatsache, dass Produkte natiirlicher Zahlen wieder
natiirliche Zahlen sind, so sehen wir, dass k € N gilt. Folglich hat n? die
Darstellung n? = 2k mit k € N und die Definition der geraden Zahlen
2.1 zeigt uns, dass n? gerade ist n

Entscheidend fiir die Vollstindigkeit des Beweises ist, dass bei jeder
Schlussfolgerung eine Begriindung angegeben wird. Im obigen Beweis
wird zweimal als Begriindung auf die Definition 2.1 verwiesen. Die Be-
griindung, warum n? = n - n ist, wurde dagegen unterschlagen. Das
ist Thnen wohl gar nicht aufgefallen, da IThnen dieser Zusammenhang
sehr geldufig ist. Streng genommen handelt es sich dabei aber auch
um eine Definition, die die Bedeutung der Symbolgruppe n? klirt.
Scheuen Sie sich gerade am Anfang nicht, auch an den Stellen nach
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Begriindungen zu fragen, die Thnen offensichtlich erscheinen. Offen-
sichtlichkeit ist ndmlich keine mathematische Kategorie. Es ist eher
ein Zeichen dafiir, dass eine oder mehrere Begriindungen unterschla-
gen werden. Das ist doch klar zu sagen, zdahlt nicht. Statt dessen gel-
ten als Begriindung nur die Angabe von Definitionen oder mathema-
tischen Sdtzen, d.h. von bereits bewiesenen Sachverhalten. Auf diese
Moglichkeit wurde auch mehrmals im Beweis zuriickgegriffen. So wur-
de etwa angegeben, dass das Produkt zweier natiirlicher Zahlen wieder
eine natiirliche Zahl ist. Wahrscheinlich werden Sie diesen Satz in naher
Zukunft entweder in der Vorlesung oder auf einem Ubungsblatt wie-
dertreffen. Auflerdem wurden die Rechenregeln Kommutativititsgesetz
und Assoziativititsgesetz angesprochen. Je nachdem, wie die Zahlen in
Threr Analysis Vorlesung eingefiihrt werden, sind diese Regeln entweder
Séatze, die bewiesen werden, oder es sind Aziome, d.h. Aussagen deren
Wahrheit postuliert wird, die also wie ein nicht weiter begriindetes Ge-
setz gelten. Die Starke der Mathematik liegt iibrigens darin, dass mit
einer sehr kleinen Zahl von Axiomen ein riesiges Gebdude aus relevan-
ten Sétzen errichtet werden kann.

Merke: Korrekte Begriindungen verweisen entweder auf Definitio-
nen, auf Axiome, oder auf bereits bewiesene mathematische Sétze.

Bevor wir uns ein weiteres Beispiel fiir einen direkten Beweis anschauen,
sollen zunéchst die Schnitt- und Vereinigungsoperationen von Mengen
etwas erweitert werden. Wihrend wir bisher nur paarweise Schnitte
und Vereinigungen eingefiihrt haben, zeigt die in Satz 2.2 formulierte
Assoziativitdt und Kommutativitat der beiden Operationen, dass man,
ohne auf Reihenfolgen zu achten, auch mehr als zwei Mengen schneiden
oder vereinigen kann. Dazu fithrt man eine allgemeinere Notation ein.
Ist z.B. M eine Menge, die Mengen enthélt (ein so genanntes Men-
gensystem), so ist UM eine Menge, die jedes Element enthilt, das in
mindestens einer Menge aus M enthalten ist. Entsprechend ist NM
eine Menge, die nur Elemente enthilt, die in allen Mengen aus M ent-
halten sind. Werden die Mengen M; € M durch Indizes ¢ aus einer
Menge I eindeutig gekennzeichnet, so wird der gleiche Sachverhalt oft
auch so notiert

UM =M, M =()M,.

iel iel
Als Beispiel betrachten wir die Intervalle

M, =1[0,n), neN
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wobei die eckigen Klammern | bzw. | bedeuten, dass der jeweilige Rand-
punkt zum Intervall dazugehort, wihrend runde Klammern ( und )
andeuten, dass die Randpunkte keine Intervallelemente sind, also

M,={x€eR:0<xz<n}, n € N.

Die Indexmenge ist hier die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Verei-
nigung und den Schnitt der ersten drei Mengen kann man mit

U . () M

ne{1,2,3} ne{1,2,3}

bezeichnen, wobei hier nochmal eine andere Notation iiblich wére, ndm-

lich
3 3
Um.. (M.
n=1 n=1

Die Vereinigung aller Mengen wiirde man entsprechend mit

U M, oder [j M,
n=1

neN

bezeichnen. Haben Sie eine Idee, wie diese Vereinigung aussicht? Wenn
man sich den Vereinigungsprozess veranschaulicht, kommt man be-
stimmt auf folgende Vermutung

UM, ={zeR:2>0},

neN

aber ist diese Vermutung richtig? Versuchen wir Sie zu beweisen!

Zunéchst stellen wir fest, dass eine Mengengleichheit M = N zu zeigen
ist, wobei im vorliegenden Fall etwa M die Vereinigungsmenge und
N die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen ist. Nach Definition
der Mengengleichheit und der Teilmengenbeziehung, fiihrt dies auf die
Aufgabe, die beiden Teilaussagen M C N und N C M nachzuweisen.

Nach Definition der Vereinigungsmenge ist jedes Element z aus M in
mindestens einem M, enthalten. Da M, eine Teilmenge von N ist,
erkennen wir, dass = ebenfalls in N liegt. Folglich ist M C N nach
Definition der Teilmengenbeziehung.

Fiir die andere Inklusion nehmen wir an, z sei irgend ein Element von
N, d.h. x > 0. Nehmen wir nun eine natiirliche Zahl n € N, die grofier
als = ist, so gilt * € M, nach Definition der M,. Folglich ist = in
mindestens einer Menge M,, enthalten und damit nach Definition der
Vereinigungsmenge auch in M. Dies bedeutet N C M. [ ]
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Finden Sie die Argumentation stichhaltig? Ist sie auch, allerdings ha-
ben wir stillschweigend einen Zusammenhang zwischen natiirlichen und
reellen Zahlen benutzt, der streng genommen auch erst noch nachge-
wiesen werden muss, ndmlich die Tatsache, dass es zu jeder reellen Zahl
r eine groflere natiirliche Zahl n gibt. Ohne einen Verweis auf diesen
mathematischen Satz ist der obige Beweis fiir pingelige Zeitgenossen
daher unordentlich.

3.2. Kontrapositionsbeweis

Zum Verstidndnis dieser Beweismethode ist es sinnvoll, sich zunéchst
mit Implikationen und deren Umkehrungen zu beschéftigen. Betrachten
wir dazu die wahre Aussage

Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.
Stimmt auch die umgekehrte Implikation? D.h. ist auch
Wenn die Strafie nass ist, dann regnet es.

eine wahre Aussage? Vielleicht wiirde Dr. Watson hier nach zu kurzem
Nachdenken zustimmen, aber Sherlock Holmes wiirde seine Ablehnung
direkt mit einem Gegenbeispiel belegen: Die Strafle konnte auch nass
sein, ohne dass es regnet, etwa wegen einer Straffenreinigung oder eines
Wasserrohrbruchs. Die einfache Umkehrung einer wahren Aussage ist
im Allgemeinen also falsch.

Das Gegenbeispiel von Holmes zeigt iibrigens auch, dass die Implikation
der Negierungen

Wenn es nicht regnet, dann ist die Straffe nicht nass.

im Allgemeinen falsch ist. Die letzte Moglichkeit ist die umgekehrte
Implikation der verneinten Aussagen, d.h.

Wenn die Straf$e nicht nass ist, dann regnet es nicht.

Diese so genannte Kontraposition der Ausgangsaussage ist tatsichlich
korrekt, wenn die Ausgangsaussage wahr ist. Ein weiteres Beispiel fiir
eine Aussagen und ihre Kontrapositionen ist

Wenn wir durch einen Tunnel fahren, wird es dunkel.
Wenn es nicht dunkel wird, fahren wir nicht durch einen Tunnel

Wenn Sie hier meinen, die Kontraposition sei falsch, da wir durch einen
Tunnel fahren konnen, ohne dass es dunkel wird, da z.B. die Innenbe-
leuchtung eingeschaltet ist, dann ist dies nicht unberechtigt. Allerdings



38 3. BEWEISVARIANTEN

kritisieren Sie damit in gleicher Weise die Ausgangsaussage. Die wire
bei eingeschalteter Beleuchtung ja auch falsch. Wir stellen also fest,
dass der Wahrheitsgehalt einer Aussage mit dem Wahrheitsgehalt ih-
rer Kontraposition iibereinstimmt. Hier noch ein Beispiel, dass sich auf
natiirliche Zahlen n € N bezieht.

Wenn n eine Primzahl ist, dann ist n nicht durch 4 teilbar.
Wenn n durch 4 teilbar ist, dann ist n keine Primzahl.

Da die Wahrheitswerte der beiden Aussagen identisch sind, ist es le-
gitim, statt der eigentlichen Aussage ihre Kontraposition zu beweisen
(den prézisen Nachweis dieser Identitét werden wir in Kapitel 5 fiithren).
Ein direkter Beweis der Kontraposition wird Kontrapositionsbeweis ge-
nannt. Als Beispiel betrachten wir den

Satz 3.2. Sein € N. Ist n? gerade, dann ist auch n gerade.

Beweis: Formulieren wir zunédchst die Kontraposition: Ist n nicht ge-
rade, dann ist n? nicht gerade. Zusammen mit der Tatsache, dass eine
natiirliche Zahl entweder gerade oder ungerade ist, kann man die Kon-
traposition auch so formulieren: Ist n ungerade, dann ist n? ungerade.
Diese Aussage lidsst sich direkt beweisen. Eine ungerade Zahl n € N
kénnen wir in der Form n = 2m — 1 schreiben fiir ein m € N. Bilden
wir das Quadrat, so folgt mit den iiblichen Rechenregeln

n* = (2m—1)-(2m—1) = 4m*—4m+1 = 2(2m(m—1)+1)—1 = 2k—1,

wobei k = 2m(m — 1) 4+ 1 eine natiirliche Zahl ist, folgt mit der Dar-
stellung der ungeraden Zahlen, dass n? ungerade ist. Damit ist die
Kontraposition bewiesen, woraus auch die Wahrheit der urspriinglichen
Aussage folgt. [ ]

Als angehende mathematische Ordnungshiiter ist Thnen aufgefallen,
dass diesem Beweis die Definition der ungeraden Zahlen

U={neN:n=2m—1 fireinme N}

voraus gehen miisste, sowie der Beweis, dass U = N\G gilt. Uns inter-
essiert im Moment aber mehr die Art der Beweisfithrung.

Was wire passiert, wenn wir einen direkten Beweis versucht hétten?
Dann wiren wir mit der Aussage gestartet, dass n? gerade ist. Mit der
Definition hétten wir dann n? = 2p fiir ein p € N schreiben kénnen.
Jetzt miissten wir auf die Form von n schlieflen. Vielleicht wiirden wir
dazu die Wurzel ziehen und n = /2p schreiben. Aber was nun? Wir
wissen noch zusétzlich, dass n = 1/2p eine natiirliche Zahl ist, woraus
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folgt, dass p nicht ganz beliebig sein kann. Aber welche Struktur p genau
hat ist auch wieder nicht klar...Wir scheinen uns in einem Gestriipp
zu verfangen, der direkte Beweis erscheint unelegant.

An solchen Punkten ist die Kunst, nicht aufzuhoren, sondern entweder
weiter ins Gestriipp vorzudringen, oder die Perspektive zu wechseln.
Zum Wechsel der Perspektive gehort z.B., die zu beweisende Aussage
umzuformen. Eine Moglichkeit ist dabei, die Kontraposition zu formu-
lieren und zu iiberpriifen, ob diese leichter zu beweisen ist.

Merke: Der Beweis einer Implikation kann durch einen direkten Be-
weis der Kontraposition gefiihrt werden.

3.3. Widerspruchsbeweis

Auch bei dieser Beweismethode sind einige Vorbemerkungen notwen-
dig. Zunéchst wollen wir den Begriff der mathematischen Aussage pré-
zisieren.

Eine Aussage steht im engeren Sinne fiir einen Sachverhalt, der ent-
weder wahr oder falsch ist. Dabei geht es nicht darum, ob wir den
Wahrheitsgehalt tatsdachlich kennen, sondern nur darum, dass prinzipi-
ell genau einer der beiden Wahrheitswerte angenommen wird. So sind
5 < In(148), oder auch die Wurzel einer ungeraden Zahl ist irrational
mathematische Aussagen, selbst wenn Sie nicht wissen, ob sie wahr
sind.

Wenn aber eine Aussage entweder wahr oder falsch ist, dann gilt das
gleiche fiir die Negation bzw. Verneinung der Aussage und auch wenn
wir den Wahrheitswert der Aussage nicht kennen, so wissen wir doch,
dass die Negation genau den umgekehrten Wahrheitswert hat.

Merke: Ist eine Aussage wahr, so ist die negierte Aussage falsch und
umgekehrt.

Diese Beobachtung ermoglicht uns, die Wahrheit einer Aussage nach-
zuweisen, indem wir zeigen, dass die negierte Aussage falsch ist. Aber
wie zeigt man, dass eine Aussage falsch ist?

Die Grundiiberlegung ist, dass aus einer wahren Aussage durch korrek-
te logische Schlussfolgerungen keine falsche Aussage abgeleitet werden
kann. Umgekehrt formuliert liefert dies folgende Regel.

Merke: Wenn aus einer Aussage durch korrektes logisches Schliefen
eine falsche Aussage folgt, dann ist die Ausgangsaussage falsch.
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Kombiniert man die beiden Merkregeln, so ergibt sich der Widerspruchs-
beweis. Dazu startet man mit der Annahme, dass die behauptete Aus-
sage falsch ist, bzw. dass die negierte Aussage wahr ist. Durch korrek-
tes Schliefen versucht man dann auf einen Widerspruch, d.h. auf eine
falsche Aussage zu kommen. Dann muss aber die negierte Behauptung
als Ausgangsannahme falsch sein, was wiederum besagt, dass die Be-
hauptung selbst wahr ist.

Als leicht iiberschaubares Beispiel betrachten wir

Satz 3.3. Sei M eine Menge. Dann gilt ) C M.

Beweis: Nehmen wir an, die Aussage sei falsch, d.h. ) ¢ M. Laut
Definition der Teilmengenbeziehung ist dann nicht richtig, dass alle
Elemente von () in M enthalten sind. Es muss also mindestens ein Ele-
ment x € () existieren, das nicht in M liegt. Dies ist aber eine falsche
Aussage, da die leere Menge kein Element enthélt. [ ]

Wenn wir versuchen wiirden, diese Aussage direkt zu beweisen, miissten
wir laut Definition iiberpriifen, dass alle Elemente aus () auch in M ent-
halten sind. Das erscheint schwierig durchfiihrbar, da ja in ) iiberhaupt
keine Elemente liegen. Im obigen Widerspruchsbeweis umgeht man die-
se Blockade elegant. Wie man auch in einem direkten Beweis weiter-
kommt, werden wir in Kapitel 5 sehen, wo eine prézise Definition des
Implikationspfeils = angegeben wird.

Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Aussage, die wie (2.1) durch
Abbildung 2.1 suggeriert wird und zwar, dass fiir beliebige Mengen M
und N gilt

(MO N)N(M\N) = 0.

Auch hier bietet sich ein Widerspruchsbeweis an. Nehmen wir an, die
Aussage sei nicht richtig, es gelte also (M N N) N (M\N) # (. Dann
gibt es ein Element 2 € (M N N)N(M\N). Dieses Element muss dann
in M NN und in M\N liegen. Wieder nach Definition des Schnitts und
der Mengendifferenz heifit das, dass x € N und z ¢ N gelten muss. Da
dies nicht sein kann, haben wir einen logischen Widerspruch gefunden.

]

Unser letztes Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis ist klassisch. Die
entsprechende Aussage beweist zusammen mit dem Satz von Pythago-
ras, dass die Diagonale im Einheitsquadrat keine rationale Lénge hat.

Satz 3.4. Es gibt keine positive rationale Lisung der Gleichung x> = 2.
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Beweis: Nehmen wir an, dass Gegenteil der Aussage sei wahr, d.h. es
gibt eine rationale Zahl x > 0, die die Gleichung 2% = 2 16st. Ratio-
nalitit von x bedeutet, dass es zwei teilerfremde natiirliche Zahlen p, ¢
gibt, so dass ¥ = p/q. Zusammen mit z°> = 2 liefert dies p* = 2¢?,
d.h. p? ist gerade. Nun koénnen wir Satz 3.2 anwenden und folgern,
dass dann auch p gerade ist, also p = 2k fiir ein k£ € N. Eingesetzt
in p? = 2¢® ergibt dies ¢> = 2k?® womit auch ¢ eine gerade Zahl ist.
Damit haben p und ¢ die 2 als gemeinsamen Teiler. Dies ist aber ein
Widerspruch, da p und ¢ teilerfremd sind. [ ]

In den beiden vorangegangenen Beweisen hatte die negierte Aussage
den Vorteil, dass von der Existenz eines Elements mit konkreten Ei-
genschaften ausgegangen werden konnte. Dies zeigt ein typisches Ein-
satzgebiet des Widerspruchsbeweises. Wenn die Aussage die Existenz
von bestimmten Dingen verneint, dann ist die negierte Aussage einer
direkten Beweisfithrung meist besser zugénglich, da man hier von der
Existenz ausgehen darf und damit etwas zum Argumentieren in der
Hand hat.

3.4. Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Beweise und Beweistechniken

Wahr oder falsch? Beweisen Sie IThre Antwort.

(H)a<b=a<b
(2) a<bundb>cundc<d = a<d

Zeigen Sie sowohl mit direktem Beweis als auch mit einem Kontrapo-
sitionsbeweis, dass fiir alle reelle Zahlen a,b > 0

a’> < b =a<hb.

Aufgabe 3.2. Retten Sie die Mathematik durch Sorgfalt

Hans Wurst stellt folgende Behauptung auf: Die Mathematik ist wider-
spriichlich. Uberpriifen Sie den Beweis: Seien z,y € Rund z—2 > y—1.
Dann gilt x —y > 1 und damit auch (x — y)? > 1. Setzt man speziell
x = 3, so ergibt sich (3 —y)?> > 1 bzw. (y —3)?> > 1, woraus y — 3 > 1
folgt. Also ist in diesem Fall y > 4.

Andererseits folgt aus © —2 > y — 1 und x = 3 auch y < 2 - ein un-
auflosbarer Widerspruch. [ ]
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Aufgabe 3.3. Zeigen Sie, dass fiir jedes o € R die Gleichung 22 = «
hochstens eine reelle Losung x > 0 hat. Gibt es eine solche Loésung im
Fall o < 07

Die folgenden Aufgaben beschéftigen sich mit dem Begriff der Halb-
gruppe, den wir zunéchst in einer Definition einfiihren.

Definition 3.5. Fine Halbgruppe ist ein Paar (H,x) bestehend aus
einer Menge H # () und einer assoziativen, zweistelligen (bindren)
Verkniipfung *, die je zwei Elementen a,b € H ein eindeutig bestimmtes
Element zuordnet, das a b genannt wird. Assoziativitit bedeutet, dass
fiir beliebige a,b,c € H stets gilt

(axb)xc=ax(bxc).

Aufgabe 3.4. Uberlegen Sie sich einige Beispiele fiir Halbgruppen und
beweisen Sie Ihre Vermutung iiber die Halbgruppeneigenschaft der fol-
genden Beispiele:

(1) die natiirlichen Zahlen mit der Addition (N, +),

(2) die ganzen Zahlen mit der Subtraktion (Z, —),

(3) die Zusammenfassung P (M) aller Teilmengen einer Menge M
zusammen mit der Schnittmengenbildung (P(M),N),

(4) die natiirlichen Zahlen mit der Potenzierung amb = a®, also
(N, 7),

(5) die Zusammenfassung R? aller Paare (x,y) reeller Zahlen z,y €
R zusammen mit der Verkniipfung

(z,y) - (a,b) = (za — yb,zb+ ya),
also (R?,-).

Viele Halbgruppen wie z.B. (Z,+) oder (Z,-) zeichnen sich dadurch
aus, dass sie ein Element e enthalten, das sich bei Verkniipfung mit
einem anderen Element a € H neutral verhélt, d.h. dass den Wert von
a nicht dndert. Im Fall (Z,+) ist etwa 0 ein neutrales Element und in
(Z,-) lasst 1 die Partnerzahl im Produkt unveridndert.

Definition 3.6. Fin Element e € H einer Halbgruppe (H,x) heifit
neutrales Element, falls fir alle a € H gilt

a*xe=aq=exa.

Aufgabe 3.5. Neutrale Elemente in Halbgruppen

(1) Zeigen Sie, dass es in einer Halbgruppe hichstens ein neutrales
Element geben kann.
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(2) Welche Halbgruppen aus Aufgabe 3.4 besitzen ein neutrales
Element?

Die letzte Aufgabe in diesem Zyklus behandelt invertierbare Elemente
in einer Halbgruppe. Eine Halbgruppe mit neutralem Element, in der
jedes Element invertierbar ist, wird auch Gruppe genannt.

Definition 3.7. Sei (H,x) eine Halbgruppe mit einem neutralen Ele-
ment e € H. Fin Element a € H heifit invertierbar, falls ein a € H
existiert, so dass

a*xa=e€e=ax*a.

Das Element a wird inverses Element zu a genannt.

Aufgabe 3.6. Inverse Elemente in Halbgruppen

(1) Zeigen Sie, dass in einer Halbgruppe mit neutralem Element
zu jedem Element hochstens ein inverses Element existiert.

(2) Zeigen Sie, dass es in jeder Halbgruppe mit neutralem Element
mindestens ein invertierbares Element gibt.

(3) Welche Halbgruppe aus Aufgabe 3.4 ist eine Gruppe?

(4) Geben Sie eine Halbgruppe an, in der nur ein invertierbares
Element existiert.

Aufgabe 3.7. Sei M eine Menge mit A C M und A; C M for all
1 € I. Bestimmen Sie

Ua N4 Ut On

iel el neN neN
und beweisen Sie mit A = M\A; die sogenannten deMorganschen

Gesetze (U A,-)C s (ﬂ AZ-)C -4

iel el iel i€l






KAPITEL 4

Funktionen, Rekursionen und Induktionsbeweise

Bevor wir die etwas speziellere Beweismethode der vollstdndigen Induk-
tion vorstellen, wollen wir die in Kapitel 2 begonnene und in Abschnitt
3.1 weitergefiihrte Vorstellung von Mengenkonstruktionsmechanismen
mit zwei weiteren Moglichkeiten abschlieen: dem kartesischen Men-
genprodukt und der Potenzmenge.

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist dabei die Zusammenfassung
aller Teilmengen der Menge M. Am Beispiel M = {1,2} wire dies

P(M) = {0.{1},{2},{1,2}}.

Um das kartesische Produkt zweier Mengen M und N zu erkléren,
miissen wir zundchst den Begriff des geordneten Paares (m,n) von
Elementen m € M und n € N einfithren. Dabei sind zwei geordnete
Paare (m,n) und (u,v) genau dann gleich, wenn m = » und n = v gilt.
Die Zusammenfassung aller geordneten Paare (m,n) mit beliebigem
m € M und beliebigem n € N ist wieder eine Menge, die als kartesi-
sches Produkt M x N bezeichnet wird. Beachten Sie, dass (1,2) € NxN
und (2,1) € N x N zwei unterschiedliche Paare sind. Im Gegensatz zu
den beiden Mengen {1,2} und {2, 1} die identisch sind, kommt es bei
Paaren auf die Reihenfolge der Auflistung an.

Prinzipiell kann man statt Paaren auch Tripel (u,v,w), Quadrupel
(u,v,w, x), etc. betrachten und die Zusammenfassung jeweils als karte-
sisches Produkt mehrerer Mengen einfithren. So ist etwa R? := RxRxR
die Menge der Zahlentripel (z,y,z) mit beliebigen z,y,z € R, oder
R*:=R x R x R x R die Menge der Zahlenquadrupel usw. (Das Sym-
bol := bedeutet, dass alles was auf der Seite mit dem Doppelpunkt
steht durch das, was auf der Seite ohne Doppelpunkt steht, definiert
wird.)

Allgemein sind die Elemente des kartesischen Produkts A; x -+ x A,

von n Mengen Ay, ..., A, so genannte n-Tupel (z1, ..., x,) mit z; € A;.
An dieser Stelle ist es angebracht, vor Piinktchen in mathematischen
Definitionen zu warnen. Plinktchen wie --- oder ... stehen normaler-

weise fiir und so weiter in entsprechendem Sinn. Meistens ist der Sinn
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dabei wirklich nur durch mutwilliges Schragdenken nicht zu erkennen,
aber streng genommen ist eine Pilinktchendefinition nicht eindeutig.
Wie man beliebige kartesische Produkte prézise und ohne Piinktchen
definieren kann, wird weiter unten erwihnt.

Sind M und N zwei reelle Intervalle und fasst man die Zahlenpaare
(m,n) als zy-Koordinaten in einem kartesischen Koordinatensystem

auf, so erhélt man eine rechteckige Punktmenge, wenn man alle Punkte
(m,n) € M x N einféarbt.

M x N

Abbildung 4.1: Veranschaulichung des kartesischen Produkts von zwei
reellen Intervallen als Punktkoordinaten in einem kartesischen Koor-
dinatensystem.

4.1. Funktionen

Das kartesische Mengenprodukt spielt eine sehr wichtige Rolle in der
Mathematik, da es erlaubt, Kausalititen zu modellieren. Laut Wikipe-
dia bezeichnet Kausalitét

...] die Beziehung zwischen Ursache und Wirkung,
also die Einheit beider Ereignisse/Zustinde zusam-
men.

Denken wir an ein physikalisches Experiment, wo das betrachtete Sy-
stem (z.B. ein Gas in einem Kolben) durch das Einstellen einer Grofie
u in einer gewissen Menge U C R von Werten beeinflusst werden kann
(z.B. konnte u die Temperatur des Gases darstellen). Das System rea-
giert kausal durch Anderung einer weiteren GréBe w (z.B. des Drucks),
die an einem geeigneten Instrument abgelesen werden kann und deren
mogliche Werte in der Menge W C R liegen. Eine strenge Kausalitét
besteht nun darin, dass, wenn immer eine bestimmte Ursache u € U
eingestellt wird, stets eine zugeordnete Wirkung w € W eintritt.
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Die Ursache-Wirkung Beziehung ist also mathematisch gesehen eine
Teilmenge aller moglichen Wertepaare in U x W mit der zusétzlichen
Eigenschaft, dass in den ersten Komponenten der Paare alle Elemente
von U vorkommen und keine unterschiedlichen Paare existieren, die in
der ersten Komponente identisch sind. Solche Teilmengen wollen wir
Graphen nennen.

Definition 4.1. Seien U, W Mengen und G C U x W. Die Menge
G st ein Graph in U x W, wenn fir jedes w € U genau ein w € W
existiert, so dass (u,w) € G gilt.

Ein Tripel F = (U,V,G), bestehend aus zwei Mengen U und V' und
einem Graphen G in U X V' heifst Funktion von U nach V. Das u €
U eindeutig zugeordnete Element wird auch mit F(u) bezeichnet. Die
Menge U heifst auch Definitionsmenge oder Definitionsbereich von F,
die Menge W wird Zielmenge von F genannt und G heifit auch Graph
von F'. Die Funktion F selbst wird statt als Tripel oft auch so notiert:

F: U — W
u = F(u)

FEine Funktion ist durch thren Graphen und ihre Zielmenge eindeutig
bestimmt. Stimmen zwei Funktionen in thren Graphen tberein, so sagt
man auch, sie seien im Wesentlichen gleich.

Die Thnen aus der Schule wohlbekannten Funktionen

R — R R — R

r = 2’ r +— sin(x)

entpuppen sich also damit als spezielle Tripel (R, R, G) von Mengen,
wobei G jeweils eine Teilmenge des kartesischen Produkts R x R ist.
Visualisiert man diese Teilmenge wie in Abbildung 4.1 in einem karte-
sischen Koordinatensystem, so sieht man iibrigens den Funktionsgra-
phen. Das ist der Grund, warum wir auch fiir viel allgemeinere Fille
die Menge aus Paaren (z, F'(z)) als Graph von F' bezeichnet haben.

Welche Kosequenzen in Definition 4.1 stecken, soll mit einer Frage ver-
anschaulicht werden: Sind folgende Funktionen F' und H gleich?

F: (0,00) — R H: (0,100 — (0,1)
x = ]'_:L‘L-i-l X = I—T—x

Zunéchst sehen wir, dass fast alle entscheidenden Bestandteile unter-

schiedlich aussehen. Auf den zweiten Blick stellen wir aber fest, dass
I z+1 r oz

r+1 z+1 z+1 41
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Die sogenannte Funktionsvorschrift ist also identisch. Auflerdem ist fiir
x > 0 der Bruch 1/(z + 1) zwischen 0 und 1, so dass 1 — 1/(z + 1)
tatsiachlich nur Werte im offenen Intervall (0,1) annimmt. Die Ziel-
menge der Funktion H ist damit also nur préaziser gefasst, als die von
F. Tja, sind die Funktionen jetzt gleich oder nicht?

Um hier Klarheit zu schaffen, miissen wir nur iiberpriifen, was Gleich-
heit von Funktionen eigentlich bedeutet. Die einzige Quelle, die hier
weiterhelfen kann ist Definition 4.1, denn hier ist der Begriff Funkti-
on eingefiihrt worden und zwar sind Funktionen Tripel von Mengen.
Die Gleichheit von Funktionen wandelt sich also in die Frage nach der
Gleichheit von Tripeln um. Ein Blick zuriick zeigt uns, das Paare, Tri-
pel, Quadrupel usw. genau dann gleich sind, wenn alle Komponenten
gleich sind. Damit wird die Frage weitergeleitet und es sind jetzt mehre-
re Mengen auf Gleichheit zu iiberpriifen. Wieder nach Definition sehen
wir, dass in allen Féllen geklirt werden muss, ob die zu tiberpriifenden
Mengen die gleichen Elemente beinhalten. Das ist nun endlich eine For-
mulierung, mit der wir handeln kénnen. Nennen wir die Graphen Gg

und Gg
Gr=A{(z,y) €(0,00) xR:y =2/(1+x)},
G = {(2,y) € (0,10) xR : y = 2/(1 + 2)}

so sehen wir schnell, dass G das Element (100,100/101) enthalt, wel-
ches in GGy nicht enthalten ist, also F' # H. Anders zusammengefasst
bedeutet dies

Merke: Zwei Funktionen sind gleich, wenn die Definitionsmenge, die
Zielmenge und die Funktionsvorschrift iibereinstimmen.

Zum Abschluss dieses Ausflugs in den Bereich der Funktionen sol-
len noch einige iibliche Schreibweisen eingefiihrt werden. So bezeich-
net man die Menge aller Funktionen von U nach W mit dem Symbol
WV oder auch mit F(U,W). Einer Funktion F' € F(U,W) sind in
natiirlicher Weise zwei weitere Funktionen auf den Potenzmengen zu-
geordnet. Die erste wird dabei oft mit dem selben Funktionssymbol
F bezeichnet. Sie ordnet jeder Teilmenge von A C U die Menge aller
Bilder F'(a) zu, die zu den Elementen a € A gehoren, d.h.

F: PU) — PW)
A — FA)={yeW:y=F(a)fir ein a € A}.
Die Tatsache, dass hier das gleiche Funktionssymbol benutzt wird, birgt

natiirlich eine Verwechslungsgefahr in sich und ist etwas unsauber. Al-
lerdings zeigt uns das Argument von F' an, welche Version gemeint ist.



4.1. FUNKTIONEN 49

Der Grund fiir die Doppelnutzung ist die sehr intuitive Form: F(a)
ist das Bild eines Elementes a € U und F(A) sind die Bilder aller
Elemente a € A.

Die zweite F zugeordnete Funktion ist die Urbildabbildung F~1

F-': P(W) — P(U)
B +— FYB)={ueU:F(u) € B}.

In Worten besteht F~!(B) aus den Elementen, die nach B abgebildet
werden. Auch hier wird leider ein Symbol doppelt genutzt, denn F~*
bezeichnet ebenfalls die inverse Funktion zu F, falls diese existiert.
Die inverse Funktion ordnet jedem Element w aus W das eindeutige
Element aus u € U zu, das auf w abgebildet wird, d.h. fiir das F'(u) = w
gilt. Offensichtlich kann die inverse Abbildung nur existieren, wenn
F jedes Element aus W in seinem Wertebereich F(U) hat und falls
nicht zwei verschiedene Elemente in U auf das gleiche Element in W
abgebildet werden. Die erste Eigenschaft nennt man Surjektivitdt, die
zweite Injektivitdt. Sind beide erfiillt, dann spricht man von Bijektivitdit
der Funktion F' und nur in diesem Fall hat F'~! die zweite Bedeutung
einer Funktion von W nach U. Die Bedeutung als Urbildabbildung, ist
dagegen fiir jede Funktion F' sinnvoll.

Zur Klarung der noch ausstehenden piinktchenfreien Definition des all-
gemeinen kartesischen Produkts konnen wir nun den Begriff der Funk-
tion benutzten. Sei zunéchst I eine nichtleere (Index-)Menge und fiir
jedes i € I existiere eine Menge A;. Dann konnen wir Funktionen als
piinktchenfreien Ersatz der Tupel benutzen und zwar

v: I — U i} x A
i = x(i)

die die zusitzliche Eigenschaft x(i) = (i,y) fiir jedes i € I erfiillen. Die
Zusammenfassung aller dieser Funktionen ist dann wieder eine Menge,
die als kartesisches Produkt Il;c;A; bezeichnet wird.

Die Funktionswerte x(7) werden in diesem Fall auch oft mit x; bezeich-
net und die Funktionen mit (z;);cr. Ist I die Menge I,, der n ersten
natiirlichen Zahlen, dann hat x die Funktionswerte {(1,z1),..., (n,z,)},
woraus sich das n-Tupel (zy,...,z,) aufbauen ldsst. Umgekehrt kann
man aus einem Tupel wie (a,b,¢) mit a € A, b € B und ¢ € C ein
Element x des kartesischen Produkts A x B x C' konstruieren, indem
man die bendtigten ersten Komponenten der Paare aus den Positionen
im Tupel ermittelt, d.h. x = {(1,a), (2,0),(3,¢)}.
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Auf den Begriff der Matriz stoéfft man nun ganz automatisch, wenn
man als Indexmenge das kartesische Produkt K = I,,, x I,, wihlt und,
zum Beispiel A, = R fiir jeden Index k € K. Die Funktionswerte x(k)
zu Elementen k = (7,j) € K werden dann auch kurz mit z;; bezeich-
net und {ibersichtlich in einem rechteckigen Tableau, einer sogenannten
Matrix, angeordnet. Der Wert z;; wird in der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte angeordnet. Als Beispiel betrachten wir m = 2 und n = 3, d.h.
K ={1,2} x {1,2,3} und die Funktion

r={((1,1),2),((1,2),3),((1,3),4), ((2,1),3),((2,2),4),((2,3),5)}

deren Darstellung kompakt mit der Matrix

2 3 4
3 45

erfolgen kann. Das kartesische Produkt Ilx¢; 7, R wird auch kurz mit
R™*™ notiert.

4.2. Rekursion und Induktion

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir die Menge I,, = {1,...,n}
der n ersten natiirlichen Zahlen eingefiihrt. Fiir eine piinktchenfreie
Definition dieser Mengen benotigen wir das Prinzip der Rekursion. Wir
starten mit der Menge I; = {1} und geben dann noch an, wie man aus
der n-ten Menge I,, die néchste Menge [, .1 konstruiert, ndmlich

(4.1) Lpor = I, U{n+1}.

Statt mit Piinktchen beschreiben wir die Struktur der Menge I, also
durch einen prézisen Konstruktionsalgorithmus. Wenn wir jetzt fragen,
wie z.B. die Menge [ aussieht, so sagt uns die mehrfache Anwendung
der Regel (4.1)

I,=1U{4} =1, U{3,4} =L U{2,3,4} = {1,2,3,4}

wobei im letzten Schritt die explizite Form von [; benutzt wurde. Ent-
sprechend kann man mit Iy = () anfangen und von dort aus die Regel
(4.1) benutzen. Dann sind die Mengen [, sogar fiir n € Ny = NU {0}
definiert.

Wenn wir irgendwelche Aussagen iiber die Mengen [,, beweisen wollen,
brauchen wir aufgrund der rekursiven Definition fast immer die Be-
weismethode der vollstindigen Induktion. Hier ist ein Beispiel, bei dem
es um die Anzahl der Elemente von [, geht. Im weiteren kiirzen wir
die Anzahl der Elemente einer Menge A mit |A| ab.

Satz 4.2. Fir jedes n € Ny hat I,, genau |I,| = n Elemente.
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Beweis: Zunichst weisen wir im sogenannten Induktionsanfang nach,
dass die Aussage |I,,| = n fiir das erste n richtig ist. Das ist hier nicht
schwer, denn Iy = () hat keine Elemente, d.h. |Io] = 0. Damit ist der
Anfang gemacht und nun folgt die Aussage fiir alle weiteren n im so-
genannten Induktionsschritt. Wir beweisen dazu, dass wenn |I,,| = n
richtig ist, auch |I,,4+1] = n + 1 stimmt. In einem direkten Beweis neh-
men wir dazu an, dass |[,,|] = n wahr ist und benutzen nun die Re-
kursionsvorschrift (4.1), nach der I,,,; = I, U{n + 1} gilt. Dan + 1
nicht in I, enthalten ist, hat I,,,; also ein Element mehr als I,,, d.h.
|I,11| = |In] + 1 = n + 1, woraus die Behauptung folgt. Damit endet
der Induktionsbeweis, denn mit den beiden Zutaten Induktionsanfang
und Induktionsschritt ist tatsédchlich die Aussage fiir jedes n € Nj
bewiesen. Nehmen wir als Beispiel die Aussage |I;] = 4. Mit dem In-
duktionsschritt ist dies korrekt, falls |I3] = 3 stimmt und das ist wieder
mit dem Induktionsschritt richtig wenn |I5| = 2 stimmt und das ist
wahr, falls |I;| = 1 wahr ist und wieder mit dem Induktionsschritt ist
dies korrekt wenn |Iy| = 0 ist, was nach Induktionsanfang stimmt. Sie
sehen, dass fiir die Aussage |I100] = 100 insgesamt 101 Begriindungen
fallig sind: 100 mal wird der Induktionsschritt und einmal der Indukti-
onsanfang bemiiht und das funktioniert genauso fiir jede der Aussagen
|I,| = n. u

Falls Sie nicht bemerkt haben, dass der Beweis an einer Stelle wegen
einer fehlenden Begriindung unordentlich war, kénnen Sie ihn ja noch
einmal kritisch lesen. Tatsdchlich wurde behauptet, dass n + 1 nicht
in I, enthalten ist. Das scheint zwar klar zu sein, wenn wir an die
Piinktchendefinition denken, aber gilt das auch fiir unsere rekursive
Definition? Das muss natiirlich nachgewiesen werden und da es eine
Aussage iiber eine rekursiv definierte Struktur ist, lauft dies wieder auf
einen Induktionsbeweis heraus. Wir formulieren diese Aussage zur Ab-
wechslung einmal als ein sogenanntes Lemma. Ein Lemma ist, wie ein
Satz, eine wahre Aussage, deren Stellenwert in der Theorie aber meist
untergeordnet ist und eher den Rang einer Hilfsaussage hat. Mathe-
matisch gesehen besteht aber kein Unterschied zwischen Sétzen und
Lemmata.

Lemma 4.3. Sein € Ny. Dann gilt fir alle m € N mit m > n, dass
mé& I,.

Beweis: Der Induktionsanfang ist wieder leicht, da I, = () iiberhaupt
kein Element enthélt. Fiir den direkten Beweis des Induktionsschritts
nehmen wir an, dass m & I, fir m > n. Ist m > n + 1, dann gilt
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insbesondere m > n und folglich m & I, und m & {n + 1}. Also ist
nach Definition der Vereinigung m ¢ I, U {n + 1} = [, womit der
Induktionsschritt bewiesen ist. ]

Heimlich wurden auch hier wieder Begriindungen unterschlagen und
zwar im Zusammenhang mit der > Beziehung. Wenn Sie streng durch
den Beweis gehen und bei jeder Argumentation Warum? fragen, dann
wird es Ihnen auffallen (achten Sie auf Uberredungsversuche wie insbe-
sondere). Diese Liicken konnen Sie aber im Verlauf der Vorlesung noch
stopfen, wenn erst einmal das Zeichen > prézise eingefiihrt ist.

Wenn Thnen die bisherigen Aussagen zu den Mengen [, allzu langwei-
lig vorkommen, dann wird Sie vielleicht mehr interessieren, dass die
Potenzmenge von [, insgesamt 2" Elemente hat. Wenn Sie jetzt erst
einmal nachfragen, wie denn 2" iiberhaupt definiert ist, dann haben
Sie bereits eine sehr kritische Haltung eingenommen — gut! Die héufig
anzutreffende Version

werden Sie natiirlich weiter im Kopf behalten, aber der Vollstandigkeit
halber iiber die prézisen Definition nachdenken. Das geht hier wieder
rekursiv und zwar definiert man fiir jede reelle Zahl a € R

a’ =1, a"'=a"a neN

Satz 4.4. Sein € Ny. Dann gilt |P(1,,)| = 2".

Beweis: Der Induktionsanfang ist wieder einfach. Wegen I, = () ist
P(Iy) = {0} und damit |P(ly)| = 1 = 2°. Der Induktionsschritt ist hier
die Aussage: wenn |P(I,,)| = 2", dann |P([,,;1)| = 2"}, die wir wieder
direkt beweisen. Sei dazu fiir ein n € N die Annahme |P([,)| = 2"
erfiillt. Nehmen wir nun eine beliebige Teilmenge A von I, .1, dann
konnen zwei Fillen+1 ¢ A und n+1 € A auftreten. Im ersten Fall ist
A € P(I,) und damit eine von 2" moglichen Mengen. Im zweiten Fall
ist A von der Form A = BU{n+ 1} mit n+1¢ B, d.h. B € P(1,).
Auch hier gibt es wieder 2" viele verschiedene Moglichkeiten fiir B.
Nehmen wir beide Félle zusammen, so zdhlen wir 2" + 2" = 2 - 2" un-
terschiedliche Moglichkeiten. Wegen der Definition von 27! folgt die
Behauptung. [ ]
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Eine grofie Zahl von Induktionsbeweisen treten in der Analysis im Zu-
sammenhang mit dem Summensymbol auf. Beginnen wir zunéchst wie-
der mit der Piinktchendefinition. Sind n reelle Zahlen ay, ..., a, gege-
ben, so bezeichnet man die Summe dieser Zahlen mit dem Symbol

n
E a; =a1+ag+ -+ ay,.
i=1
7 . . .. .
Entsprechend kann durch )., a; die Summation iiber einen zusam-

menhingenden Abschnitt ay, ..., a; der Zahlen beschrieben werden.

Eine piinktchenfreie Definition des Summensymbols kann wieder re-
kursiv erfolgen. Zum Start legen wir fest, dass

(4.2) Z a; =0, m < k
i=k

d.h. die Summe ergibt stets 0, wenn die obere Indexgrenze kleiner als
die untere ist. Fir den Fall m > k setzen wir dann rekursiv

m m—1
(4.3) Z a; = Ay, + Z a;.
i=k i=k

Wenn wir nun die Formel S,, = n(n + 1)/2 fiir die Summe der n er-
sten natiirlichen Zahlen beweisen sollen, dann kénnen wir statt des
Piinktchenbeweises

28, =1+-+n)+(n+---+1)=n+1)+---+(n+1)=n(n+1)

J

Vv
n mal

die folgende prézisere Variante angeben.

Satz 4.5. Sein € Ny. Dann gilt Y i =n(n+1)/2.

Beweis: Wegen der rekursiven Definition des Summensymbols liegt
wieder die Benutzung eines Induktionsbeweises nahe. Der Induktions-
anfang mit n = 0 fiihrt dabei wegen (4.2) auf 375, i = 0. Andererseits
ist 0(0 + 1) = 0, so dass die Behauptung gezeigt ist. Fiir den direkten
Beweis des Induktionsschritts nehmen wir an, dass >, | =n(n+1)/2
wahr ist. Dann gilt wegen (4.3)

n+1 n
: : n(n+1)
t=n+1+ t=n+1+—-—=
2n+1)+n(n+1)  (n+1)(n+2)
n 2 N 2

womit auch der Induktionsschritt bewiesen ist. ]
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Genauso viel Spafl wie mit dem Summensymbol kann man auch mit
dem Produktsymbol haben. Die rekursive Definition des Produkts von
reellen Zahlen a; funktioniert analog zur Summe. Der Start ist hier

ﬁaizl, m <k
i=k

d.h. das Produkt ergibt stets 1, wenn die obere Indexgrenze kleiner als
die untere ist. Fir den Fall m > k setzen wir rekursiv

m m—1
[[a:i=an- ][
i=k i=k

4.3. Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Beweisen Sie: P(0) = {0}.
Aufgabe 4.2. Geben Sie die Potenzmenge von {1, 2,3} an.

Aufgabe 4.3. Zu Formeln immer Beispiele anschauen

Konkretisieren Sie die abstrakten Formeln durch sinnvolle Wahl ver-
schiedener m € N, z.B.

m 4
> 1 mitm=4 ergibt » 1=1+1+1=3
k=2 k=2

Mit m = 1 ergibt sich 3;_,1 = 0.

Aufgabe 4.4. Mechanisches Arbeiten - ein Experiment

Die Findung mathematischer Konzepte und ihre Anwendung zur Be-
antwortung praxisrelevanter Fragen verlangt Kreativitéit. Das formale
Arbeiten mit gegebenen Konzepten (Definitionen, Sitzen) ist dagegen
zum groflen Teil ein mechanischer Vorgang.

Wenn eine definierte Eigenschaft nachzuweisen ist, so muss genau die
Bedingung der Definition sorgfiltig nachgepriift werden, wie bei ei-
ner Checklistel Wenn ein Objekt eine definierte Eigenschaft hat, dann
diirfen genau die Zusammenhénge benutzt werden, die in der Definition
angegeben sind - wie bei einer Gebrauchsanleitung!
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Um Thnen dieses typische Vorgehen zu verdeutlichen betrachten wir die
(sinnlose) Theorie der dummbrumm und der brummdumm Zah-
len. Wegen der Sinnlosigkeit kénnen Sie sich ausschliellich auf das me-
chanische Vorgehen konzentrieren, ohne irgendwelche Inhalte verste-
hen zu miissen. Die Namen der Eigenschaften sind bewusst verwirrend
gewdhlt, um Sie zu zwingen, jeweils genau in den Definitionen nach-
zusehen, wenn Sie ein Konzept benutzen bzw. nachweisen wollen. Die
Aufgaben sind inhaltlich einfach — die Schwierigkeit liegt im konsequen-
ten logischen Vorgehen.

Das Vorgehen, das mit dieser Aufgabe trainiert werden soll, ist typisch
und wesentlich in der Mathematik!

Wenn Sie Schwierigkeiten bei der Bearbeitung haben, versuchen Sie
deshalb auf jeden Fall herauszufinden (und zu notieren), worin diese
Schwierigkeiten genau bestehen.

Definition 1: Eine Zahl z € R heiffit dummbrumm, falls ein m € N
existiert, so dass (r — 3)/4 = m. Die Zahl heifit brummdumm, falls
es ein n € N gibt mit x = 2n — 5.

a) Beweisen Sie die folgende Aussage: Wenn & dummbrumm ist, dann
ist  brummdumm.

b) Gilt auch die Umkehrung des Satzes?

Definition 2: Eine Funktion f : R — R heifit schnickschnack, falls
f(z) dummbrumm ist fiir alle z, die brummdumm sind. Die Funkti-
on heiBt schnackschnick, falls f(z) brummdumm ist fir alle z, die
dummbrumm sind.

c) Zeigen Sie mit (a), dass f schnackschnick ist, wenn f schnickschnack
ist.

d) Benutzen Sie das Beispiel f : R — R, f(x) = 2z + 5 um zu zeigen,
dass die Umkehrung von Satz (c) nicht richtig ist.

Definition 3: Sei F die Menge aller Funktionen f : R — R. Eine
Funktion T" : F — F heifit pingpong, wenn fiir jede schnackschnick
Funktion f das Bild T'(f) auch schnackschnick ist. Die Funktion T
heifit pongping, falls das Bild von schnickschnack Funktionen schnick-
schnack ist.

e) Unteruchen Sie, ob die Funktion 7' : F — F, T(f) = 2f + 1 ping-
pong oder pongping ist.

f) Zeigen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung (Verkettung) von zwei
pingpong Funktionen wieder pingpong ist.
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Aufgabe 4.5. Veranschaulichen Sie sich folgende rekursive Mengen-
definition durch Angabe einiger Elemente von Ry, Rz und Ry
Ry =R, R,.1 =R xR,.
Aufgabe 4.6. Wie zeigt man fiir alle a,b > 0 und alle n € N, dass
a" <b" =a<hb.

Aufgabe 4.7. Das Summensymbol
1) Seien m < 0 und n > 0 ganze Zahlen und seien a,,, ..., a, positiv.

Welche der folgenden Ausdriicke sind gleich > ag:

k=m
(Tipp: schreiben Sie die Summenausdriicke zum besseren Verstdndnis

in der +---+4 Form, also z.B. > ap = @y + apme1 + -+ ay)

k=m
n n+1 m n+k
Z Qg, Z Aj+1, Z t, Z Qi—k»
p=m j=m+1 t=n i=m+k
n r r—1 m
r=m s=m t=m B=n
n—m —-m n 0 n
S Yoaw Yu Yerdu
A=0 u=—n k=m i=m j=0
2) Schreiben Sie folgende Ausdriicke mit einem Summensymbol:
n n+1 n—1
Qg + g+ -+ gy, Sar+) b+ c
k=1 j=2 i=0
n n n
an+1—|—ao—l—2&k, azakﬂLﬁme-
k=1 k=1 m=0

3) Beim Umgang mit Doppelsummen ist es hilfreich, die von den In-
dizes durchlaufenen Werte in einem Diagramm zu veranschaulichen.
Markieren Sie dazu fiir die folgenden drei Doppelsummen jeweils die
Paare (i,7) € N2 die in der Summation auftreten, als Punkte in einem
kartesischen Koordinatensystem. Welche der Summenausdriicke sind

gleich?
n 7 n 7 n n
)IDILTD D) SIS D) L
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=j
4) Oft ist es niitzlich, den Indexbereich bei der Summation durch eine
Menge anzugeben. Sind a; Zahlen, die mit einem Index ¢ € I indiziert
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sind und ist A C I, so bezeichnet > a; die Summe aller a;, deren Index
i€A
i in A enthalten ist. Definitionsgeméaf gilt > a; = 0.
i€

Stellen Sie die Summe > a; in der Form ) a; dar. Wie muss die
k=m keA
Menge A definiert sein, damit beide Félle n < m und n > m korrekt

wiedergegeben werden?

Fir j € Nsei B; = {k € N|k < j und es gibt n € N so dass k = 2n}
und fiir beliebige m € N sei A,, = {n € Njm —n > 0}. Was ist

> D

meDBs 1€EAm

Unter welchen Bedingungen an A und B gilt >~ a; + > a; = Y. ax
icA jeB kEAUB

Schreiben Sie ) > a(; ;) als Summe mit einer geeigneten Indexmenge
i=1j=1
AC N

Aufgabe 4.8. Fingeriibung mit Funktionen

1) Sei f : D — B eine Funktion und A,C C D. Uberlegen Sie
sich mit Eiermengen, die wenige Punkte beinhalten, dass f(ANC) C
f(A) N f(C) gilt und beweisen Sie die Aussage danach sorgfiltig. Sie
miissen dabei die Definition der Konstruktion f(Menge) benutzen.

2) Geben Sie Beispiele reeller Funktionen f : [0,1] — R und Teil-
mengen A,C C [0,1] an, so dass f(ANC) = f(A) N f(C), bzw.
FLANC) # f(A) N f(O) gilt.

3) Was ist eigentlich f(0)? Beweis!

4) Geben Sie eine genaue geometrische Bedingung an, mit der Sie an-
hand des Graphen einer reellen Funktion f : D — B mit D, B C R

iiberpriifen kénnen, ob die Funktion injektiv, surjektiv, oder bijektiv
ist.

Aufgabe 4.9. Gleichheit von Funktionen

Kann es sein, dass zwei Funktionsvorschriften unterschiedlich aussehen
und trotzdem die gleiche Funktion beschreiben? Hier ist ein Beispiel:
Finden Sie eine moglichst grole Menge D C R, so dass die folgenden
Funktionen gleich sind.

D — R D — R
r — 3z-—1 x = 22+1
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Aufgabe 4.10. Sauberes Argumentieren

Untersuchen Sie welches Monotonieverhalten die Verkettung h = go f
einer streng monoton fallenden Funktion f mit einer monoton fallenden
Funktion g hat. Zur Klarung der Begriffe: Eine Funktion f : D — R
heifit monoton fallend (bzw. monoton wachsend) falls fiir alle x,y € D
mit x < y stets gilt f(x) > f(y) (bzw. f(z) < f(y)). Der Zusatz streng
bedeutet, dass die Ungleichungen strikt sind, d.h. f(z) > f(y) (bzw
flz) < f(y)).

Schliefllich berechnet sich die Verkettung go f (sprich: g nach f) zweier
Funktionen durch (go f)(x) = g(f(z)).

(1) Uberlegen Sie, wie sich h verhilt.

(2) Formulieren Sie eine Behauptung iiber das Verhalten von h
mit geeigneten Vorraussetzungen an f und g.

(3) Beweisen Sie Ihre Behauptung durch sorgfiltigen Nachweis
und Ausnutzung der Definitionsbedingungen.

Aufgabe 4.11. Beweisen Sie, dass folgende Formel fiir alle natiirlichen
Zahlen n gilt:

14345474+ (2n—1) =n’.

Aufgabe 4.12. Kommentieren Sie den Beweis von folgendem Satz:
Alle Pferde haben dieselbe Farbe.
Beweis: (per Induktion iiber Pferdegruppen der Grofie n € N)

Induktionsanfang (n = 1): Es ist offensichtlich, dass in einer Menge
mit nur einem Pferd alle Pferde in dieser Menge dieselbe Farbe haben.

Induktionsschritt: Aufgrund der Induktionsvoraussetzung diirfen wir
annehmen, dass bereits in jeder Menge von n Pferden alle Pferde die-
selbe Farbe haben. Betrachten wir nun eine Menge von n + 1 Pferden.
Durch Aussondern eines Pferdes erhalten wir eine Menge von n Pfer-
den, die — aufgrund der Induktionsvoraussetzung — alle dieselbe Farbe
haben. Fiigen wir das ausgesonderte Pferd wieder hinzu und nehmen
ein anderes Pferd heraus, so haben auch in dieser n-elementigen Teil-
menge alle Pferde dieselbe Farbe. Das urspriinglich herausgenommene
Pferd hat also die gleiche Farbe wie die restlichen Pferde in der Grup-
pe. Daher miissen alle n 4+ 1 Pferde dieselbe Farbe besitzen.

Somit koénnen in jeder beliebig groflen, endlichen Menge von Pferden
nur Pferde derselben Farbe enthalten sein. Das geht aber nur, wenn
wirklich alle Pferde dieselbe Farbe haben. ]
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KAPITEL 5

Logik auf den Punkt gebracht

In diesem Abschnitt wollen wir den Prozess des logischen Schlieens un-
tersuchen und damit zusammenhéngende intuitive Vorstellungen préa-
zisieren. Zunéchst stellen wir fest, dass logisches Argumentieren ein
bestimmtes Verkniipfen von Aussagen bedeutet. Dabei bezeichnet im
Folgenden eine Aussage einen Sachverhalt, der entweder wahr (1) oder
falsch (0) ist. Weitere Wahrheitswerte wie z.B. mdglich sind in der
zwetwertigen Logik nicht zugelassen. Es gibt durchaus grammatikalisch
korrekte Sétze, die weder wahr noch falsch sein konnen, z.B. der Satz

Diese Aussage ist falsch.

Wire die Aussage wahr, dann wéire sie falsch; wiére sie falsch, dann
wire sie wahr. Das Problem in dieser Aussage ist der Selbstbezug]!

Ein Satz: Peter hat rote Haare ist eine Aussage (in einem Kontext, wo
Peter eindeutig eine Person beschreibt), selbst wenn Sie Peter nicht
kennen und deshalb der Wahrheitswert nicht bekannt ist. Es ist nur
wichtig, dass die Aussage entweder wahr oder falsch ist.

5.1. Verkniipfung von Aussagen

Wenn Sie verschiedene Beispiele fiir logisches Schlussfolgern betrachten,
merken Sie, dass dieser Prozess gar nicht vom Inhalt der Aussagen
abhéngt.

Man kann sich also Gedanken iiber Logik an sich machen. Zum Bei-
spiel werden Sie folgende Argumentation eines Technikers wohl richtig
finden, obwohl Sie die Details nicht verstehen.

Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor. Die Taktstorung ist
es diesmal nicht. Also haben wir einen Kriechstrom im Bereich der
Sensorik.
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Warum wir diese Argumentation als solche richtig finden, obwohl wir
die beteiligten Aussagen nicht verstehen (und auch deren Wahrheits-
gehalt nicht wirklich kennen), wollen wir im folgenden systematisch
untersuchen. Zunéchst sammeln wir die beteiligten elementaren Aus-
sagen.

A = Fs liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer vor.
B = FEs liegt ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.

Diese Aussagen werden in der Argumentation des Technikers in einer
bestimmten Weise miteinander verkniipft. Zunéchst erkennen wir die
oder-Verkniipfung:

Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.

Diese Verkniipfung ist sinngeméf identisch mit
C =Aoder B kurz C=AVB

Als néchstes bemerken wir, dass die Teilaussage Die Taktstorung ist es
diesmal nicht sinngeméfl mit der Verneinung von A identisch ist

D = nicht A oder kurz D = -A.

Da die beiden ersten Sétze gleichrangig nebeneinander stehen liegt hier
(sinngeméf) eine und- Verkniipfung vor. Man kann némlich statt

Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor. Die Taktstorung ist es
diesmal nicht.

auch sagen

Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor und die Taktstérung ist
es diesmal nicht.

Die neue Teilaussage £ = C' und D wird auch mit £ = C'AD abgekiirzt.
Die Gesamtaussage ist schliellich eine Implikation, da der Techniker
ja die Aussage B aus E = C A D schlussfolgert. Dies wird an dem
Wort Also deutlich. Bezeichnen wir die Gesamtaussage mit G, so ist
G = (aus E folgt B), oder G = (F impliziert B), oder symbolisch
G = (E = B). Zur Bildung der Gesamtaussage haben wir die Ver-
kntiipfungsoperationen V, A, =, = benutzt. Expandiert ergibt sich

G=[(AVB)A(-A)] = B
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Dies ist die (stark komprimierte) Form der Argumentation des Techni-
kers. Setzen Sie fiir A, B doch einfach mal andere Aussagen ein, z.B.

A = Der Hund bellt¢.

B = | Die Karawane zieht weiter®.

Die Gesamtaussage ist dann

Da der Hund bellt oder die Karawane weiterzieht und der Hund nicht
bellt, zieht die Karawane weiter.

Die Tatsache, dass wir eine solche Argumentation unabhéngig vom
Inhalt als richtig empfinden, sollte sich dadurch &uflern, dass die Im-
plikationsaussage

(AVB)AN(—A)= B

unabhéngig von den Aussagen A, B wahr ist, d.h. eine sogenannte Tau-
tologie darstellt. Es geht also um die Frage, ob prinzipiell richtig ge-
folgert wird und nicht ob die Folgerung richtig ist (das hingt ja vom
Wahrheitswert der Aussage B ab). Umgangssprachlich trennt man die-
se beiden Aspekte oft nicht voneinander was zur Verwirrung fiithren
kann.

Um diese Verwirrung zu verhindern, hat man sich in der Mathema-
tik auf klare Regeln geeinigt, wie mit den Verkniipfungs-Symbolen
V, A, n,= bzw. den zugehérenden Worten umzugehen ist.

Insbesondere wird sichergestellt, dass bei der Verkniipfung von Aussa-
gen wieder Aussagen entstehen, d.h. Sachverhalte die entweder wahr
oder falsch sind. Der Wahrheitswert einer verkniipften Aussage soll da-
bei aus den Werten der beteiligten elementareren Aussagen bestimmt
werden kdénnen.

5.2. Wahrheitstabellen

Betrachten wir als Beispiel die Verneinung —. Wenn eine Aussage A
wahr ist, dann ist =A nicht wahr also falsch (da wir uns auf Zwei-
wertigkeit geeinigt haben). Umgekehrt ist =A wahr, wenn A falsch ist.
Diesen Sachverhalt fasst man in einer sogenannten Wahrheitstabelle
zusammen
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Al-A
0] 1
110

Die Wahrheitstabelle fiir die oder- Verkniipfung ergibt sich folgender-
mafen: AV B ist wahr, wenn A wahr ist, oder B wahr ist

AVB

A
0
0
1
1

=l =llvs!
— = = o<

Beachten Sie, dass AV B auch wahr ist, wenn A und B wahr sind. Es
handelt sich also hierbei nicht um das entweder-oder sondern um das
und-oder. Das ist einer der ersten Punkte, an denen die mathematische
Sprache von Threr gewohnten Umgangssprache abweichen kann, sofern
sie oder synonym fiir entweder-oder benutzen. In der Mathematik ist
die Wahrheitstabelle fiir oder verbindlich. Fiir die entweder-oder Ver-
kniipfung gibt es ein spezielles Symbol A@® B mit der Wahrheitstabelle

A|B/A@B
00 0
0|1 1
110 1
111 0

(dies entspricht der biniren Addition ohne Ubertrag, was das @ Zeichen
erkliart). Die verkniipfte Aussage A A B ist dann wahr, wenn A wahr
ist und B wahr ist, also

ANB

A
0
0
1
1

— O = ol
— o o ol >

Betrachten wir nun die Implikationsverkniipfung A = B. Unter wel-
chen Umstédnden wiirden Sie sagen, dass die Aussage aus A folgt B
richtig bzw. falsch ist?
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Wie schon angedeutet, ist diese Frage etwas kniffelig, da wir die Ant-
wort immer an einen kausalen Zusammenhang zwischen A und B kniip-
fen wollen und das funktioniert nicht, wenn die Aussagen gar nicht
bekannt sind. Den Wahrheitswert hdingt davon ab gibt es aber in der
zweiwertigen Logik nicht. Es stellt sich heraus, dass nur eine ganz be-
stimmte Wahrheitstabelle fiir A = B mit unserer intuitiven Vorstel-
lung gut zusammenpasst.

A=2B

A
0
0
1
1

— O = Ol
}—tO}—t}—tU

Trotzdem ist diese Tabelle moglicherweise gewohnungsbediirftig, da die
Aussage A = B immer wahr ist, wenn A falsch ist, d.h.

e Es ist wahr, dass eine falsche Aussage jede andere Aussage
impliziert.

Entsprechend legt die Tabelle fest:

e Es ist wahr, dass eine wahre Aussage jede wahre Aussage im-
pliziert.

e Es ist falsch, dass eine wahre Aussage eine falsche Aussage
impliziert.

Beachten Sie nochmal, dass A = B nicht bedeutet ich kann mit der
Voraussetzung A beweisen, nachrechnen oder schlussfolgern, dass B
stimmd.

Es handelt sich um eine reine Aussagenverkniipfung wie und, oder, nicht
— sonst gar nichts.

Zum Beispiel ist
1=1 = 1=2
eine giiltige Aussage, mit dem Wahrheitswert falsch und
1=2 = 1=3
ist eine wahre Aussage.
Insbesondere sagt A = B alleine nichts iiber den Wahrheitswert von B
aus! Nur wenn bekannt ist, dass A wahr ist und A = B wahr ist, dann

kann man aus der Tabelle ablesen, dass auch B wahr ist. So benut-
zen wir Implikationen tatséchlich umgangssprachlich. Wenn Thnen die
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Wahrheitstabelle fiir = nicht intuitiv sinnvoll erscheint, so bleibt Ih-
nen nur {ibrig Thre Intuition zu &ndern! Die zweiwertige Aussagenlogik
und damit die gesamte Mathematik die wir betreiben werden basiert
namlich auf genau dieser Tabelle. Allerdings wiirde das nie verniinftig
funktionieren, wenn die Implikation der Aussagenlogik letztlich nicht
doch genau die gesunde-Menschenverstand Implikation wire, wenn Sie
sich also immer noch etwas unwohl fithlen kann ich Sie vielleicht fol-
gendermaflen iiberzeugen.

5.3. Die Implikationsverniipfung

Lassen wir die Wahrheitstabelle fiir P = K zunéchst variabel weil uns
nicht alle Eintrége klar sind.

Pramisse | Konklusion
P K P=K
0 0 Woo
0 1 W
1 0 WlO
1 1 Wi

Offensichtlich gibt es 2* = 16 mogliche Tabellen. Wir wollen jetzt nach
dem Ausschlussprinzip vorgehen und alle Tabellen ausschliefen die mit
unserer natiirlichen Vorstellung von = in Konflikt stehen. Dazu miissen
wir zunéchst solche Eigenschaften sammeln, {iber die wir uns intuitiv
einig sind.

Dass die Aussage A = A unabhéngig von der Aussage A richtig ist (d.h.
eine sogenannte Tautologie darstellt) bereitet Thnen wohl kein grofies
Unbehagen. Als Beispiel betrachten wir den Satz wenn Peter rote Haare
hat dann hat Peter rote Haare. Dieser Schlussfolgerung werden Sie wohl
zustimmen, selbst wenn Sie nicht wissen ob Peter rote Haare hat oder
nicht. Auch werden Sie nicht daran zweifeln, dass P = K selbst keine
Tautologie ist, denn sonst wiirde es wahr sein, dass jede Aussage jede
andere Aussage impliziert.

Eine weitere intuitiv nachvollziehbare Eigenschaft der Implikation sieht
man an folgendem Beispiel, dass mit den Elementaraussagen

A = Das Seil reifit, B = Armin fallt, und C' = Beatrix fdllt arbeitet.

Wir betrachten die zusammengesetzte Aussage Wenn das Seil reifst,
fallt Armin, und wenn Armin fallt dann fadllt Beatriz, also symbolisch
(A= B)AN(B=C).
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Diese Kette aus zwei Regeln impliziert mit dem natiirlichen Implikati-
onsbegriff zwangsliufig die neue Regel Wenn das Seil reifit, dann fallt
Beatriz, d.h. (A = C'). Zwangsldufig bedeutet dabei, dass die Gesamt-
aussage

(A= B)AN(B=C)]= (A= C)

von uns auf jeden Fall als korrekt (d.h. wahr) betrachtet wird. Dieser
sogenannte Kettenschluss spiegelt dabei unsere Alltagserfahrung mit
kausalen Zusammenhéngen wider. Er beschreibt die korrekte Zusam-
menfassung einer Kette von Regeln und beschéftigt sich gar nicht mit
dem Wahrheitsgehalt der beteiligten Elementaraussagen! Merken Sie,
dass Sie den Kettenschluss akzeptieren, ohne zu wissen, ob das Seil
reifft oder nicht bzw. ob Armin oder Beatrix tatséchlich fallen oder
nicht. Wir haben also eine weitere intuitive Tautologie entdeckt, denn
wir betrachten

T=([A=B)AN(B=0)]=A=0))
als wahr unabhéngig vom Wahrheitsgehalt der beteiligten Aussagen.

Um die noch unbestimmten Wahrheitswerte der Implikationstabelle zu
ermitteln kénnen wir uns nun nacheinander die 16 moglichen Tabellen
vornehmen und jeweils iiberpriifen, ob sie unseren intuitiven Anforde-
rungen geniigen. Dabei stellt sich heraus, dass die oben angegebene
Tabelle die einzige Mo6glichkeit ist, fiir die

A=A und (A= B)AN(B=()]= (A= 0C)

Tautologien sind, aber A = B keine Tautologie ist. Damit die in-
tuitiven Forderungen gelten, miissen wir also die etwas-nicht-intuitive
Wahrheitstabelle akzeptieren.

Ubrigens, falls Sie nicht alle Tabellen durchgehen wollen, gibt es auch
eine etwas geschicktere Methode. Schauen wir uns dazu die Tabelle von
A= A an.

AlA= A
0 Woo
1 Wi

Da A = A eine Tautologie sein soll, konnen wir uns sofort auf die vier
Tabellen konzentrieren, fiir die Wyg = Wi; = 1 gilt. Darunter befindet

sich auch die Tabelle Wyy = Wy = Wi = Wi1 = 1, die wir verwerfen
konnen, da A = B ja keine Tautologie sein soll.
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Es bleiben also noch drei Tabellen {ibrig wobei Wyq = W71 = 1 gilt und
mindestens einer der beiden Werte Wy, Wig gleich 0 ist. Benutzen wir
nun die Tautologie 7', im Fall W (A) = W(C) = 1 und W(B) = 0, wo-
bei W (-) den Wahrheitswert einer Aussage bezeichne. Es gilt dann ent-
sprechend der Implikationstabelle W(A = B) = Wy, W(B = C) =
W01 und W(A = C) = Wi = 1. Da entweder W01 = 0 oder W10 =0
ist, ergibt die und-Verkniipfung W((A = B) A (B = C)) = 0 und ein
erneuter Blick auf die Implikationstabelle zeigt W(T') = Wy,. Da T
eine Tautologie sein soll, miissen wir uns auf die Tabelle mit Wy, = 1
festlegen, d.h. die einzige Tabelle, die allen unseren intuitiven Anfor-
derungen entspricht ist die mit Wyq = Wy = Wiy = 1 und Wy, = 0.

5.4. Tautologien

Kommen wir nun zuriick zu unserem Ausgangsbeispiel
A = “Es liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer vor.”
B = “Es liegt ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.”
Die Schlussfolgerung des Technikers
((AVB)AN—-A)= B

empfanden wir dabei intuitiv als logisch korrekt. Jetzt konnen wir
nachrechnen, dass unser Gefiihl fiir logische Korrektheit tatséchlich ein
Gefiihl fiir Tautologien ist. Notieren wir unter den Elementaraussagen
die moglichen Wahrheitswerte und unter den Verkniipfungszeichen die
Werte der entsprechend verkniipften Aussagen, so ergibt sich

(AVv B)A-A)=21B
0 0 O 0 10 1 0
0 1 1 1 10 1 1
1 1 0 0 01 1 0
1 1 1 0 01 1 1

Da die Gesamtaussage unabhéngig von den beteiligten Wahrheitswer-
ten stets wahr ist, handelt es sich um eine Tautologie.

Gleiches gilt fiir andere vertraute Schlussweisen, z.B. ist
(A= B)ANA)=B

eine Tautologie, wie man leicht nachrechnet
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(A= B)ANA)=18B
0 1 0 00 1 0
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Probieren Sie einfach aus, ob diese Tautologie in einem konkreten Fall
tatsdchlich logisch korrekt erscheint. Mit A =, Das Seil reifit” und B =
,Armin fallt” ergibt sich ,Das Seil reifit und wenn das Seil reifit, fallt
Armin. Also fallt Armin.” Hierbei haben wir aus stilistischen Griinden
die Aussage umgestellt in die Form

AN(A=B)=1B

Diirfen wir das einfach so? Beschreibt die umgestellte Aussage den
gleichen Sachverhalt wie

(A= B)ANA= B?

Dies ist die Frage nach der Aquivalenz von Aussagen. Inzwischen wissen
wir ja, dass der Wahrheitswert in verkniipften Aussagen entsprechend
den Wahrheitstabellen aus dem Wahrheitswert der Teilaussagen gebil-
det wird. Ersetzen wir nun eine Teilaussage durch eine andere mit genau
den gleichen Wahrheitswerten, dndert sich der Gesamtwahrheitsgehalt
nicht. Zwei Aussagen, die den gleichen Wahrheitswert haben nennen
wir dquivalent. Die Wahrheitstabelle der Aquivalenz ist also

D B

——=lolold
= o~ ol -

—
1
0
0
1

Nun kann man sehr leicht nachrechnen, dass die Aussagen A; A A,
aquivalent zur Aussage As A A, ist, d.h. dass

Al/\A2<:>A2/\A1

eine Tautologie ist.
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Al A A2 < Ag A Al
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
1 0 O 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1

Aus diesem Grund ist dann auch
((A=B)NA)= B] <= [AN(A= B)= B]

fiir jedes Paar von Aussage A, B eine wahre Aussage (da ja der Wahr-
heitswert der Préamisse auf beiden Seiten gleich ist).

Bevor wir die Beobachtungen dieses Abschnitts zusammenfassen, soll
schnell noch ein kleiner Test durchgefithrt werden, ob unsere formale
Logik auch tatséchlich mit der Bauchlogik zusammenpasst. Aus wahr-
scheinlich nicht mehr genau lokalisierbarer Vorzeit ist Thnen bekannt,
dass wenn aus A die Aussage B folgt und aus B die Aussage A, dann
sind A und B &quivalent.

Mit Symbolen geschrieben sollte also
(A= B)AN(B= A) <— (A < B)

eine Tautologie sein. Rechnen Sie es nach!

5.5. Aussageformen und Quantoren

Viele mathematischen Sédtze machen eine Aussage iiber die Gesamtheit
aller Elemente einer Menge. Als Beispiele seien die Sétze iiber gerade
Zahlen in Kapitel 3 genannt. Die Aussagen beinhalten dann typischer-
weise Platzhalter fiir die Elemente der Menge, wie in Satz 3.2, wo fiir
ein beliebiges Element n € N gezeigt wird, dass n gerade ist, falls n? ge-
rade ist. Mit dem Implikationspfeil und der Definition 2.1 der geraden
Zahlen kann man dies auch so formulieren.

(5.1) neG = necd.

Da Ausdriicke der Form n € G keinen eindeutigen Wahrheitswert be-
sitzen (fiir n = 1 ist die entsprechende Aussage falsch, fir n = 2 ist
sie aber wahr), handelt es sich hier nicht um Aussagen sondern um
sogenannte Aussageformen. Eine Aussageform A(n) ist also eine Zei-
chenkette, die zu einer Aussage wird, wenn man fiir das Symbol n ein
geeignetes Objekt einsetzt. Ein Beispiel ist die Aussageform A(n) defi-
niert durch den Ausdruck (5.1). Natiirlich kann eine Aussageform auch
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von mehreren Variablen abhéngen, etwa die durch x < y definierte
Aussageform B(x,y).

Aussageformen sind uns bereits im Kapitel 2 begegnet. Ist M eine
Menge und A(z) eine Aussageform, so besagt das Aussonderungsaxiom,
dass auch die Elemente x € M fiir die A(z) wahr ist, wieder eine Menge
bilden. Die Schreibweise fiir diese neue Menge ist

{z€M: Alx)}

Ein wichtiges Sprachkonstrukt im Zusammenhang mit Aussageformen
sind die sogenannten Quantoren, der Existenzquantor 3 und der All-
quantor V. Dabei ist die Aussage

dr e M : A(z)

wahr, wenn es (mindestens) ein Element z € M gibt, fiir das A(z) wahr
ist. Entsprechend ist die Aussage

Ve e M : Ax)

wahr, wenn fiir alle Elemente x € M die Aussage A(x) wahr ist. Der
Doppelpunkt wird dabei jeweils als fiir das gilt bzw. als gilt gelesen.
Im Volltext lautet also die Existenzquantoraussage: Fs existiert ein x
in M, fir das A(x) gilt. Die Allquantoraussage liest sich so: Fir alle
Elemente x aus M gilt A(zx).

Unsere bisherigen Definitionen und Sétze lassen sich mit Quantoren-
schreibweise wortfrei formulieren, wie z.B. die Menge der geraden Zah-
len

G ={neN|3k e N:n =2k}
Die Aussage von Satz 3.2 kann so geschrieben werden

VneN:n2eG@ = ned.

Schon bald werden Sie die Definition einer gegen a € R konvergenten
Zahlenfolge (x,)nen in Quantorenschreibweise so formulieren:

Ve>0:ANeN:Vn>N: |z, —a|l<e

Eine etwas angenehmere Lesart ist sicherlich: Eine reelle Zahlenfolge
(n)nen konvergiert gegen die Zahl a € R genau dann, wenn zu jedem
noch so kleinen Toleranzparameter € > 0 ein passender Index N € N
gefunden werden kann, so dass fiir jeden gréferen Index n > N der
Abstand zwischen x,, und a kleiner als der Toleranzparameter ist, d.h.
|z, —a| <e.
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Welche Schreibweise Sie auch bevorzugen, Sie sollten nach einer gewis-
sen Trainingsphase in der Lage sein, zwischen beiden Darstellungsfor-
men flieend zu tibersetzen.

Im Zusammenhang mit Kontrapositions- oder Widerspruchsbeweisen
kommt es haufiger vor, dass man Negationen von (Quantoraussagen
formulieren muss. Schauen wir uns zunéchst die Allquantor Situation
an. Gilt nicht Vo € M : A(x), dann ist A(z) nicht fiir alle Elemente
r € M wahr, d.h. es muss mindestens ein Element x € M existieren
fiir das A(x) falsch bzw. = A(z) wahr ist. Folglich ist

“(Vze M:Ax)) <= dreM:-Ax)
eine Tautologie. Umgekehrt gilt die Tautologie

—(dr e M:A(x)) <= VeelM:-Az).

5.6. Zusammenfassung

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir verschiedene Moglich-
keiten kennengelernt, wie mit Aussageverkniipfungen und Quantoren
aus gegebenen Aussagen bzw. Aussageformen neue Aussagen gebildet
werden konnen. Dabei wurde {iber Wahrheitstabellen stets genau an-
gegeben, wie sich die Wahrheitswerte der Teilaussagen bei der Ver-
kniipfung in den Wahrheitswert der neugebildeten Aussage transfor-
mieren.

Bemerken Sie dieselbe Taktik wie in der Mengenlehre? Es werden ge-
naue Regeln spezifiziert, wie die relevanten Objekte (hier Aussagen, da
Mengen) miteinander zu neuen Objekten kombiniert werden kénnen.
Dann fehlen nur noch einige Startobjekte und schon kénnen die Re-
geln zum Einsatz kommen, um neue Objekte zu konstruieren. Wéhrend
in der Mengenlehre die Existenz einer Menge postuliert werden muss,
benotigt man in der Logik einige Aussagen und deren Wahrheitswert,
um neue Aussagen mit bekanntem Wahrheitswert daraus zu konstru-
ieren.

Die Startaussagen werden dabei so formuliert, dass Sie den Wahrheits-
wert 1 tragen, also wahr sind. Sie werden auch als Axiome bezeichnet.
Die Axiome stehen damit am Anfang einer Theorie und alle weiteren
Aussagen sind letztlich dquivalent zu mehr oder weniger lange Verket-
tungen dieser Elementaraussagen.
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Die Ableitung des Wahrheitswertes einer verkniipften Aussage wird Be-
weis genannt. Schwierig werden Beweise dadurch, dass ihre Durchfiih-
rung eine genau abgestimmte Anwendung von Tautologien und die Hin-
zunahme geeigneter Aussagen mit bereits bekannten Wahrheitswerten
erfordert. Die Tautologien erlauben dabei die Umformulierung von Aus-
sageverkettungen, wie etwa die Abschnitt 3.2 benutzte Tautologie

(A= B) <<= (-B=-4A),

die sogenannte Kontraposition. Den Nachweis mit einer Tabelle, dass es
sich hierbei wirklich um eine Tautologie handelt ist eine Ubungsaufgabe.

5.7. Ubungsaufgaben
Aufgabe 5.1. Begriffsklarungen

a) Was versteht man in der Logik unter Aussagen, Aussageformen
sowie unter Junktoren und Ausdriicken?

b) Was ist im Sinne der zweiwertigen Aussagenlogik eine Tauto-
logie, was eine Kontradiktion?

¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Tautologien und
den Kontradiktionen? Ist eine Kontradiktion das Gegenteil zu
einer Tautologie?

d) Welche Klassen von Tautologien unterscheidet man?

e) Was besagen die logischen de Morgan Regeln?

f) Geben Sie Beispielsidtze an, welche die logischen Distributiv-
gesetze veranschaulichen.

g) Formulieren Sie den Kontrapositionssatz und begriinden Sie
die Namensgebung.

h) Erkldren Sie die lateinische Floskel ez falso quod libet (wortl.
aus Falschem was beliebt).

i) Was bedeuten die folgenden Begriffe: Implikation, Konklusion,
Pramisse, notwendige Bedingung, hinreichende Bedingung?

Aufgabe 5.2. Mathematische Sprachiibung
a) Definieren Sie Elementaraussagen und schreiben Sie den Satz mit

Hilfe der tiblichen Aussageverkniipfungen der Logik.

Wenn es regnet geht Klaus Regenwiirmer suchen, aber
er geht nicht ohne Gabi.
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b) Ordnen Sie jedem der umgangssprachlichen Sétze (i)-(iv) die ent-
sprechende logische Formel aus der Liste (a)-(f) zu. Die Menge A ent-
halte alle Lebewesen, F'(x) sei die Aussageform ,,x ist ein Mensch® und
G(z,y) sei die Aussageform .,z liebt y*.

1) Jeder Mensch liebt einen Menschen.
i1) Ein Mensch liebt einen Menschen.

)
)
iii) Ein Mensch liebt alle Menschen.
)
)

iv) Alle Menschen lieben alle Menschen.

a) Jre A: F(x) A\Vye A: F(y) = G(z,y)
(Leseprobe: Es ezistiert ein Wesen x, so dass x ein Mensch ist
und fiir alle Wesen y gilt, wenn y ein Mensch ist, dann liebt x
die Person y. Diese Aussage ist wahr, wenn es einen Menschen
gibt, der alle anderen liebt, d.h. die Aussage entspricht (iii).)

b) Ve e A: F(x) A\Vy € A: F(y) = G(z,y)

c) e A:FlyyAde € A: F(x) NG(x,y)

d)Vye A: Fy) =VYe e A: F(z) = G(x,y)

e) e A:F(z)=Jyec A: F(y) NG(x,y)

fYyVee A: F(x) = 3Jye A: F(y) ANG(z,y)

Aufgabe 5.3. Ubersetzung Symbole — Anschauung

1) Sei f : [a, b] — R eine reelle Funktion. Was bedeutet folgende Aussa-
ge geometrisch? Geben Sie je ein Beispiel fiir f an, so dass die Aussage
erfiillt bzw. nicht erfiillt ist.

vy € [f(a), FOIU[f (D), fa)]: T € [a,b] : f(z) = .

2) Die Menge F(A, B) enthalte alle Funktionen f : A — B. Zeigen Sie
durch ein konkretes Beispiel, dass folgende Aussage wahr ist.

if e F([-1,1],R) : Jz € [-1,1] :
V0 € [0,1]: f(2) # (1 — 0)F(—1) + 0£(1).
Aufgabe 5.4. Die Kontraposition
Weisen Sie nach, dass es sich bei der Kontraposition
(A= B) <<= (-B=-4)
um eine Tautologie handelt.

Aufgabe 5.5. Die NOR-Verkniipfung

a) Betrachten Sie die beiden folgenden Sétze:
i) Weder regnet noch schneit es.
ii) Es ist nicht am Regnen oder Schneien.
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Versuchen Sie zunéchst die zweistellige logische Verkniipfung
weder - noch (Symbol 17) mittels anderer logischer Verkniipfun-
gen zu definieren und stellen Sie eine Wahrheitstafel auf. Rech-
nen Sie dann anhand einer Wahrheitstabelle nach, dass die
beiden Sitze sinngemifl dquivalent sind. Welche Tautologie
ist dabei zu tiberpriifen?

b) Es seien A, B zwei Aussagevariablen. Zeige: mA = A 7 A.
Finden Sie dquivalente Ausdriicke fiir AV B und A A B, in
welchen nur 57 vorkommt.

Tipp: Benutzen Sie zunéchst ein Beispiel, etwa:
FEs ist kalt und nass. < Weder ist es warm (nicht kalt)
noch trocken (nicht nass).

Bemerkung: Die Moglichkeit andere Verkniipfungen allein auf die
NOR-Verkniipfung zuriickfithren zu koénnen (siehe auch Aufgabe 5.6)
ist von grundlegender Bedeutung fiir die elektronische Schaltungstech-
nik. Daneben spielt die NAND-Verkniipfung (nicht zugleich) eine wich-
tige Rolle.

Aufgabe 5.6. Auflésung von Konditionalgefiigen

Beurteilen Sie die folgenden Aussagen zunéchst spontan hinsichtlich
eines moglichen Sinnunterschieds:

i) Hans besteht die Klausur nicht, wenn er die Ubungen nicht
sorgfiltig bearbeitet.
ii) Hans bearbeitet die Ubungen sorgfiltig, oder er besteht die Klau-
sur nicht.
iii) Fs ist nicht maglich, dass Hans die Klausur besteht, ohne die
Ubungen sorgfiltig zu bearbeiten.

Beachten Sie, dass es sich in Satz ii) nicht um ein ausschlieendes oder
handelt, d.h. Hans kann die Klausur nicht bestehen trotz sorgfiltiger
Bearbeitung der Ubungsaufgaben. Analysieren Sie nun die Sitze mit-
tels der Aussagenlogik:

a) Isolieren Sie die Teilaussagen in den drei Beispielsdtzen und
geben Sie an, wie (durch welche Junktoren) diese jeweils zu
der Gesamtaussage verkniipft sind.

b) Rechnen Sie anhand von Wahrheitstabellen nach, ob die drei
Séatze den gleichen Wahrheitswert besitzen.

c) Stellen Sie die Verkniipfung A = B mittels eines Ausdrucks
dar, welcher nur den NOR-Junktor 17 enthélt (Aufgabe 5.5).

d) Betrachten Sie abschlieflend die beiden folgenden Aussagen:
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C: Hans bekommt den Ubungsschein.

D: Hans besteht die Klausur.
Finden Sie verschiedene Formulierungen analog zu i),ii) und
iii), welche die Aquivalenz dieser beiden Aussagen zum Aus-
druck bringen. Welche Bedingungen sind fiir den Erhalt des
Ubungsscheines notwendig, welche hinreichend?

Aufgabe 5.7. Vom mathematischen Beweisen

a) Was ist ein direkter Beweis? Erldautern Sie kurz die Vorgehens-
weise.

b) Was versteht man unter einem Kontrapositionsbeweis?

c) Wie funktioniert ein indirekter Beweis?

d) Es sei A(x) eine Aussageform iiber der Menge X. Verneinen
Sie die folgenden Ausdriicke:

Ve e X : A(x), i) Ve € X : =A(x),
i) dz € X : A(x), iv)dr € X : =A(x).

Geben Sie an, wie die Ausdriicke bzw. ihre Verneinungen in
Worten zu lesen sind.

Aufgabe 5.8. Kommentieren Sie den folgenden Satz:

Alle Schnecken haben Héuser, und alle Hauser haben
Schornsteine. Ergo haben alle Schnecken Schornstei-
ne.



KAPITEL 6

Beweistraining

Ein Satz ist eine wahre Aussage. Sein Beweis (d.h. der Nachweis der
Wahrheit) besteht tiblicherweise aus einer logischen Kette wahrer Aus-
sagen, die am Ende die Aussage des Satzes impliziert.

Aus dieser Beschreibung erkennen Sie, dass Beweisen ein rekursiver
Prozess ist: um zu zeigen, dass eine Aussage wahr ist, werden weitere
wahre Aussagen und damit weitere Beweise benotigt. Teilabschnitte
dieser rekursiven Reise enden immer dann, wenn eine Aussage auftritt,
deren Wahrheitswert schon iiberpriift wurde (Satz), die als wahr an-
genommen wurde (Axiom), oder die nur eine sprachliche Vereinbarung
widerspiegelt (Definition).

Bei jeder Teilaussage die nicht von diesem Basistyp ist, muss die Beweis-
Reise weitergehen, wobei die gleichen Regeln gelten wie fiir den Beweis
der Ausgangsaussage (das Wort muss ist hier die entscheidende An-
leitung zu einem giiltigen Beweis — solange Sie nicht auf einen Satz,
eine Definition oder ein Axiom verweisen kénnen miissen Sie weiter
beweisen). Insgesamt ist die Reiseroute aber so zu wéhlen, dass mit
jeder weiteren Teilaussage die Riickfithrung auf bekannte Sitze, Axio-
me oder Definitionen néher riickt. Da dieser Teil Planung und Krea-
tivitdt verlangt (d.h. Verstédndnis der Aufgabenstellung, eine gewisse
Ubersicht iiber das Problem, eine Lisungsstrategie), lassen sich hier
nur wenig Rezepte angeben. Durch eine klare Strukturierung lasst sich
aber zumindest Konfusion vermeiden, so dass die Gedankenarbeit an
der richtigen Stelle ansetzen kann. Hier ist ein Versuch der Strukturie-
rung.

6.1. Rekursives Rezept

Die folgenden Regeln gelten fiir alle Aussagen, die in einem Beweis
auftreten, also sowohl fiir die Ausgangsaussage (die eigentliche Behaup-
tung) als auch fiir die Teilaussagen, die wéihrend der Beweisfithrung zu
klédren sind.
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6.1.1. Beim Aufschreiben ist Ordnung das ganze Leben.
Formulieren Sie die Aussage prdzise. Dabei hilft die symbolische Schreib-
weise (Quantoren, logische Verkniipfungen, Mengen etc.), um Mehrdeu-
tigkeiten der Alltagssprache zu verhindern.

6.1.2. Auflésung von Definitionen. Enthilt die zu beweisende
Aussage Objekte, die in dhnlicher Form immer wieder auftauchen und
deshalb durch Definitionen abgekiirzt wurden (z.B. lim,_, a, = a, f

ist stetig, f ist differenzierbar, fab f(z)dz = ¢, etc.), so kann es hilfreich
sein, die Definitionen aufzulésen: ersetzen Sie die Objekte durch die
in der Definition angegebenen dquivalenten und detaillierten Beschrei-
bung. Anstelle von Definitionen kann man zur Auflésung aber auch
Charakterisierungen verwenden, also Sitze die die Aquivalenz der de-
finierenden Beschreibung mit anderen Beschreibungen zeigen (z.B. die
e — 0 Charakterisierung der Stetigkeit anstelle der lim-Definition). Da
durch das Auflésen von Definitionen die Detailfiille zwangslaufig zu-
nimmt, muss dieses Mittel natiirlich dosiert eingesetzt werden, damit
der Uberblick nicht verloren geht (siehe Abschnitt 6.1.3). Zum Umgang
mit Definitionen und Sétzen lesen Sie auch den Abschnitt 6.2.

6.1.3. Namen geben. Tatséchlich versperrt bei Beweisen oft die
auftretende Fiille an Details die Einsicht, dass etwa eine Definition
oder ein Satz anwendbar waren und die Problemlosung dadurch nédher
kommen wiirde. Hier hilft es, durch sinnvolles Zusammenfassen von De-
tails wieder Ubersichtlichkeit herzustellen. Konkret geschieht das meist
durch die Einfithrung von Abkiirzungen, die dann nach und nach wie-
der durch die Details ersetzt werden. Als Beispiel sei die Berechnung
der Ableitung von exp(sin(In(3 — x) + 5z) — 3”) genannt: Fiille an De-
tails duflert sich hier als komplizierter Ausdruck und Einfithrung von
Abkiirzungen bedeutet etwa g(z) := sin(In(3—z)+5z) —3%, so dass nur
noch exp(g(x)) auszurechnen ist. Durch die geschickte, eigensténdige
Definition von g, sehen Sie jetzt ganz klar, dass ein Satz anwendbar
ist - die Kettenregel. Sie liefert als Ableitung exp(g(x))g'(z). Beachten
Sie wie hilfreich der Name g war! Zur Berechnung des noch fehlen-
den Ausdrucks ¢'(x), befolgen wir nun Abschnitt 6.1.2 und ersetzen
g entsprechend unserer Definition. Dabei merken wir natiirlich sofort,
dass der Ausdruck immer noch uniibersichtlich ist und eine erneute Na-
mensgebung ansteht, also etwa g(z) = sin(h(z)) —u(x). Hier sieht man
jetzt, dass die Summenregel und die Kettenregel zur Berechnung von
¢'(z) benutzt werden kénnen. Das Definieren von Abkiirzungen und das
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anschlieSende Auflésen wird solange fortgefiihrt, bis das Endergebnis
erreicht ist.

6.1.4. Textversatzstiicke und Fortsetzung der Rekursion.
Hier sind einige Moglichkeiten zum Umgang mit iiblichen Aussagekon-
strukten aufgefiihrt.

1) Die Aussage ist eine Implikation A = B.

Aus dem Bauch heraus (oder mit Hilfe der Wahrheitstabelle, wenn Sie
sich nicht auf Ihren Bauch verlassen — was zu empfehlen ist) ist klar
was zu tun ist: Sie nehmen an A ist wahr und zeigen, dass auch B
wahr ist. In diesem Fall ist die Implikation wahr. Den verbleibenden
Fall, dass A nicht wahr ist brauchen Sie nicht zu untersuchen, da in
diesem Fall A = B per Definition wahr ist. Im Beweistext schreiben
Sie: Wir nehmen an, A ist wahr und miissen zeigen dass B
wahr ist. Dies definiert auch sofort die néchste Teilaufgabe: mit der
Aussage B zuriick zu Abschnitt 6.1.1.

2) Allgemeiner gilt: ist die Aussage eine logische Verkniipfung von Aus-
sagen, so zeigt Thnen die Wahrheitstabelle welche Wahrheitswerte fiir
die beteiligten Aussagen zu iiberpriifen sind, damit die Verkniipfung
wahr ist. Genauso konnen Sie hier durch Anwendung von Tautologien
die Verkniipfung anders darstellen (z.B. ist eine Aquivalenz gleichbe-
deutend mit zwei Implikationen). Mit den erforderlichen Teilaussagen
gehen Sie jeweils zuriick zu 6.1.1

3) Die Aussage ist von der Form Vx € M : A(x).

Die Aufgabe ist hier zu zeigen, dass die Aussage A(x) fiir jede Wahl
von x € M wahr ist (siche Definition des Quantors V). Im Beweistext
schreiben Sie: Sei ©x € M. Wir miissen zeigen, dass A(x) wahr
ist. Dies definiert auch sofort die nédchste Teilaufgabe. Fiir das gege-
bene z € M muss nun die Aussage A(z) validiert werden ... also mit
der Aussage A(z) zuriick zu Abschnitt 6.1.1.

4)Die Aussage ist von der Form 3z € M : A(x).

Hier wird es etwas kniffliger. Die Aussage verlangt die Angabe eines
x € M, so dass A(x) wahr ist. Dieses Element z ist konkret anzugeben!
Ublicherweise benétigt man zur Konstruktion von = wahre Aussagen,
die im Beweis bereits aufgetreten sind (z.B. die Voraussetzung wenn
die Gesamtaussage eine Implikation ist), oder man erhélt die Existenz
durch Anwendung von Sdtzen. Im Beweis schreibt man: Wir suchen
ein x € M, so dass A(z) gilt. Um klarer zu sehen, wie das « gewihlt
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werden muss, gehen Sie mit A(z) zuriick zu Abschnitt 6.1.1. Sie arbei-
ten also rekursiv weiter um die Aussage A(x) in eine handlichere Form
zu bringen. Dabei miissen Sie aber von nun an Ihre Augen offen halten,
ob ein z gefunden werden kann, so dass A(z) gilt.

5) Sie konnen einen Satz anwenden, um die Aussage nachzuweisen.
Schreiben Sie dazu den Satz noch einmal auf, und iiberpriifen Sie
sorgfiltig, ob alle Voraussetzungen erfiillt sind. Dabei konnen alle wah-
re Aussagen, die im Beweis bis zu diesem Punkt schon aufgetreten sind
benutzt werden. (Vorsicht: benutzen Sie beim Aufschreiben des Sat-
zes Bezeichnungen, die nicht mit bereits benutzten Bezeichnungen im
Beweis kollidieren.) Die Anwendung eines Satzes entspricht iibrigens
meist der Tautologie ((A = B) A A) = B. Dabei ist A = B der Satz
(die Implikation ist also wahr) und die Uberpriifung der Voraussetzun-
gen des Satzes entsprechen dem Nachweis, dass A ebenfalls wahr ist.
Da die Tautologie stets wahr ist und die linke Seite ((A = B) A A) der
Implikation nun ebenfalls den Wahrheitswert 1 hat, kénnen wir aus der
Wahrheitstabelle ablesen, dass auch B den Wahrheitswert 1 hat. Wir
haben gezeigt, dass B wahr ist, weil A wahr ist und der Satz A = B
wahr ist.

6) Sie kommen mit der Aussage nicht weiter. Denken Sie daran, dass
manchmal ein indirekter Beweis helfen kann. Sie formulieren dazu (mit
Hilfe einer logischen Tautologie) die Aussage um. Statt z.B. eine Im-
plikation direkt zu beweisen, konnen Sie es mit einer Kontraposition
oder einem Widerspruchsbeweis versuchen (Details sieche Kapitel 3).

7) Falls Sie durch den Verlauf des Beweises daran zweifeln, ob die zu be-
weisende Aussage iiberhaupt stimmt, kénnen Sie mit den bereits durch-
gefiihrten Schritten versuchen ein Beispiel zu konstruieren, so dass die
zu beweisende Aussage logisch korrekt auf eine falsche Aussage fiihrt.
Dann haben Sie ein Gegenbeispiel und die Ausgangsfrage, wenn auch
negativ, beantwortet.

6.2. Definitionen und Sitze

Bevor wir uns konkrete Beweisbeispiele anschauen, soll hier noch ein-
mal auf den Umgang mit Definitionen und Sétzen hingewiesen werden.

6.2.1. Umgang mit Definitionen. Definitionen dienen der Zu-
sammenfassung bzw. Abkiirzung von komplizierten Sachverhalten mit
einem (moglichst suggestiven) Symbol oder Wort.
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Im Zusammenhang mit Definitionen treten daher prinzipiell zwei Si-
tuationen auf

(1) In einem konkreten Sachverhalt stellt sich die Frage, ob die De-
finition greift, so dass mit der Abkiirzung weiter argumentiert
werden kann.

(2) Eine Voraussetzung oder das Ergebnis eines mathematschen
Satzes garantiert, dass die Definition greift. Dann treffen alle in
der Abkiirzung versteckten Inhalte zu und kénnen zur weiteren
Argumentation verwendet werden.

Schauen wir uns das Beispiel einer Definition an, die mehrere Eigen-
schaften zu einer neuen Eigenschaft zusammenfasst.

Definition 6.1. Sei V' ein Vektorraum und B C V. Die Menge B heif§t
Basis von V', wenn B linear unabhdngig und ein Erzeugendensystem
von V ist.

Hier wird die neue Eigenschaft ist Basis von als Abkiirzung von eini-
gen anderen Figenschaften eingefithrt. Will man entsprechend obigem
Punkt (1) fiir eine bestimmte Menge {(3,2), (1,2)} C R? nachpriifen,
ob das Label ist Basis von vergeben werden darf, dann sollte man sich
die Definition als Checkliste vorstellen:

Checkliste: | ist Basis von
Eingabe: BV
Frage 1: Ist BCV?

Frage 2: Ist V ein Vektorraum?
Frage 3: Ist B linear unabhéngig in V7

Frage 4: Ist B ein Erzeugendensystem von V7

Ausgabe: | B ist Basis von V

HnjEnn

Zur Uberpriifung muss zunéchst die Eingabe sauber identifiziert wer-
den, also

B =1{(3,2),(1,2)}, V =R2

Haben Sie gemerkt, dass hier im Sinne von Abschnitt 6.1.3 Namen
vergeben wurden, damit die Benutzbarkeit der Definition klarer her-
vortritt? Dies ist eine ganz typische Situation.
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Als néchster Schritt werden die Fragen in der Liste der Reihe nach
bearbeitet, was iiblicherweise das Abarbeiten weiterer Checklisten er-
fordert (hier der Checklisten fiir Vektorraum, C, linear unabhdingig, Er-
zeugendensystem). Wird eine Frage positiv beantwortet, gibt es einen
Haken im zugehorigen Késtchen. Im anderen Fall kann man mit der
Checkliste aufhoren, da das untere Késtchen nur dann einen Haken
bekommt, wenn alle Késtchen dariiber einen Haken haben. Geht die
Uberpriifung durch, so kann man danach fiir die konkreten Mengen B
und V die Eigenschaft ist Basis von verwenden.

Selbst wenn in einer solchen Checkliste einige Fragen leichter zu be-
antworten sind als andere, so sind doch alle Antworten gleich wichtig
fiir den Gesamthaken. Der Versuchung, iiber gewisse Fragen wegen ver-
meindlicher Banalitét nicht einmal nachzudenken, miissen Sie auf jeden
Fall widerstehen.

Weifl man entsprechend Punkt (2), dass B = {by, ..., b, } eine Basis von
V =11, ist, dann entspricht die Definition einer Gebrauchsanleitung
oder einer Produktbeschreibung:

Produktbeschreibung: | B ist Basis von V'

Eigenschaft 1: BcV
Eigenschaft 2: V ist ein Vektorraum
Eigenschaft 3: B ist linear unabhéngig in V
Eigenschaft 4: B ist ein Erzeugendensystem von V

Alle zugesicherten Eigenschaften sind nun in der weiteren Argumenta-
tion verwendbar.

Zur Ubung kénnen Sie einfach einige Definitionen in Threr Vorlesungs-
mitschrift in detaillierte Checklisten umschreiben. Haken Sie dann in
Thren Ubungsaufgaben oder beim Nachbereiten von Beweisen der Vor-
lesung die Késtchen konkret ab. Wenn ein Haken fehlt miissen Sie die
Bedingung natiirlich iiberpriifen.

6.2.2. Anwenden von Sitzen. Mathematische Sétze bestehen
aus zwei Teilen, den Voraussetzungen und den daraus erzielten Fol-
gerungen. Um die Folgerungen nutzen zu kénnen, muss nachgewiesen
werden, dass alle Voraussetzungen erfiillt sind. Dieser Nachweis ent-
spricht dem Abarbeiten von Checklisten wie im Fall der Definitionen.
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Stellen Sie sich also auch mathematische Sétze wie Checklisten vor, die
Sie vor der Benutzung abarbeiten miissen.

6.3. Beispiele

Um den Beweisprozess zu iiben, beginnen Sie am besten mit ganz of-
fensichtlichen Aussagen. In solchen Féllen ist der kreative Anteil des
Beweises auf ein Minimum reduziert, so dass Sie sich ganz auf die Struk-
turierung konzentrieren kénnen. Eine andere Moglichkeit ist, Beweise
aus der Vorlesung oder aus Lehrbiichern besser d.h. im Sinne des obi-
gen Rezepts zu strukturieren. Die benétigten Ideen sind dann bereits
vorgegeben und es gilt nur noch, die vielen Liicken zu schliefen (aus
Griinden der Zeit- bzw. Druckkostenersparnis werden néamlich oft nicht
alle Aussagen solange verfolgt, bis man auf einen Satz, ein Axiom oder
eine Definition stoft). Als elementare Verhaltensregel beim sorgféltigen
Beweisen gilt:

Egal was Sie hinschreiben, geben Sie tmmer eine sorgfiltige Begriin-
dung an! Als sorgfiltige Begrindungen zdhlen nur sorgfdltige Anwen-
dungen von Sdtzen bzw. Definitionen, oder sorgfiltige Begrindungen.

Die Verhaltensregel ist natiirlich wieder rekursiv. Letztlich kann eine
sorgfiltige Begriindung also nur mit einem Verweis auf einen Satz oder
eine Definition enden.

6.3.1. Ein einfaches Beispiel. Dieses Beispiel ist wiahrend eines
Gesprachs mit einer Studentin entstanden. Zunéchst unterhielten wir
uns {iber die Beschreibung von Sachverhalten mit Quantoren. Auf die
Frage, wie man streng monoton wachsende Funktionen f : R — R
charakterisiert, kamen wir nach einigen Skizzen von Funktionsgraphen
auf die Bedingung

(6.1) VeeR:Vy>a: f(y) > f(x).
Die in der Vorlesung angegebene Definition
(6.2) Ve,ye Rix <y= f(z) < f(y).

klingt zwar so @hnlich sieht aber formal anders aus. Ich forderte die
Studentin auf, die Aquivalenz der beiden Bedingungen zu beweisen.
Darauf erntete ich zunéchst nur einen ungldubigen Blick und den Satz
,Das ist doch klar“. Dies ist eine typische Situation fiir einen einfachen
Beweis und damit eine optimale Trainingssituation Beachten Sie, dass
Sie sich solche Aufgaben leicht selbst basteln konnen, indem Sie gege-
bene Aussagen nach Ihrem Geschmack und Verstdndnis umformulieren
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und dann die Frage stellen, ob Sie den Sinn bei der Umformulierung
gedndert haben oder nicht.

Wenden wir jetzt aber mal das rekursive Rezept an. Wir beginnen
mit Punkt 6.1.1 und rdumen zunéchst einmal auf. Die Aussagen um
die es hier geht sind zwar klar, aber nicht ganz in Standardform. Die
Standardform einer Allquantor-Aussage ist nadmlich Vm € M : A(m).
In der Aussage (6.1) fehlt beim zweiten V offensichtlich die Menge M.
Das ist leicht repariert mit einem Intervall

(6.3) A: VreR:Vye (z,00): fly) > f(z).
Die Aussage (6.2) ist ebenfalls nicht ganz sauber. Hier schreiben wir
(6.4) B: VY(ry cR:z<y= f(x)< f(y).

Die zu beweisende Aussage ist also von der Form A < B. Nach Rezept
6.1.4 Punkt (2) ersetzen wir die Aussage durch zwei Teilaussagen A =
B und B = A, die jeweils bewiesen werden miissen. Wir beginnen mit
A = B. Da es sich bei der Aussage um eine Implikation handelt, sagt
uns 6.1.4 Punkt (1), dass der Beweistext Wir nehmen an, A ist wahr
und zetgen B. lautet. Jetzt schauen wir uns an, was sich genau hinter
B verbirgt. Wir miissen ja wissen was wir zu zeigen haben. Geméf
(6.4) handelt es sich um eine Allquantor-Aussage so dass der néchste
Beweistext durch 6.1.4 Teil (3) gegeben ist:

Sei (z,y) € R2. Wir miissen zeigen, dass x < y = f(x) < f(y) wahr
15t.

Im n#chsten Rekursionsschritt ist also wieder eine Implikation zu zei-
gen, was mit 6.1.4 Punkt (1) zum Text Wir nehmen an v < y und
zeigen f(x) < f(y). fuhrt. Um schlieBlich die Aussage f(z) < f(y)
zu zeigen, greifen wir auf die Voraussetzung, d.h. auf die Aussage A
zuriick. Um diese anwenden zu konnen, sind aber zunéchst einige klei-
ne Vorbereitungen notig.

Da A als wahr angenommen ist (siehe (6.3)), konnten wir die enthaltene
Aussage f(y) > f(x) benutzen, sofern wir in der Lage sind nachzuwei-
sen, dass ¢ € R und y € (z,00) gilt. Was wissen wir tiber die von uns
benutzten Gréflen  und y? Um diese Frage zu beantworten miissen Sie
den bisherigen Beweistext lesen. Da steht sauber und ordentlich genau
das, was wir iiber die relevanten Grossen wissen. In diesem Fall sind es
zwei Aussagen (z,y) € R? und z < y.
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Nach Definition von R? folgt aus (z,y) € R?, dass z € R und y € R.
AuBerdem folgt mit der Definition des Intervalls

(6.5) (x,00) ={u e R|z < u},

und den beiden Aussagen y € R und x < y, dass tatsdchlich y € (z, 00)
gilt. Beachten Sie, dass zur Begriindung der letzten beiden Aussagen
x € Rund y € (x,00) jeweils Definitionen zur sorgfiltigen Begriindung
angegeben wurden.

Insgesamt sagt uns jetzt die Voraussetzung, dass wie gewiinscht f(z) <
f(y) gilt, womit der erste Teil des Beweises beendet ist.

Wenden wir uns nun der Implikation B = A zu. Die Beweiszeile
lautet also gemafl 6.1.4 Punkt (1) Wir nehmen an, B sei wahr und
zeigen A. Da A von der Form Vx € R : C(x) ist, filhren wir mit
6.1.4 Punkt (3) den Beweis fort. Sei x € R. Wir miissen zeigen, dass
C(z) wahr ist. Ein Blick auf (6.3) verrit, dass C'(x) gleich der Aussage
Yy € (x,00) : f(y) > f(z) ist. Erneut greifen wir zu 6.1.4 Punkt (3)
und schreiben Sei y € (x, 00). Wir miissen zeigen dass f(y) > f(x) ist.
Zum Nachweis der Aussage f(y) > f(x) juckt es natiirlich in den Fin-
gern, unsere Voraussetzung d.h. Aussage B anzuwenden. Gemaéss der
Definition (6.5) des Intervalls (x,00) impliziert die Aussage y € (z, 00)
dass y € R und z < y ist. Ferner erkennen wir aus unserem bisherigen
Beweis, dass x € R gilt. Nach Definition von R? folgt also (z,y) € R
Damit wissen wir (z,y) € R? und = < y, so dass die Voraussetzung
B die Wahrheit der Aussage f(z) < f(y) impliziert. Dies schlieBt den
Beweis ab. Fassen wir alles ohne Gemurmel zusammen, so ergibt sich
nach einigen sprachlichen Umstellungen folgender Beweistext.

Satz 6.2. Die beiden Aussagen
A: VereR:Vye (z,00): fly) > f(z)
und

B: VY(zy) eR:z<y= f(z) < f(y)

sind dquivalent

Beweis: Um A = B zu zeigen, nehmen wir an, A ist wahr und zeigen,
dass B wahr ist. Um B zu zeigen, sei (z,y) € R?. Wir miissen zeigen,
dass x < y = f(z) < f(y) wahr ist. Um =z < y = f(x) < f(y) zu
zeigen, nehmen wir an x < y und zeigen f(z) < f(y). Da nach Defini-
tion von R? sowohl z € R als auch y € R gilt und nach Definition von
(x,00) die Aussage y € (z, 00) richtig ist, konnen wir die Voraussetzung
benutzen und erhalten f(z) < f(y).
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Um B = A zu zeigen, nehmen wir an, B ist wahr und zeigen, dass A
wahr ist. Um A zu zeigen sei x € R. Wir miissen zeigen, dass Vy €
(0,00) : f(y) > f(z) gilt. Sei dazu y € (0, 00). Wir miissen zeigen, dass
f(y) > f(z) ist. Nach Definition des Intervalls (z,00) ist aber y € R
und z < y. Da auch nach Definition von R? das Paar (z,y) in R? liegt,
folgt mit der Voraussetzung wie gewiinscht f(z) < f(y). ]

Diesen Beweis kann man natiirlich deutlich straffen:

Sei (z,y) € R? mit x < y. Dann gilt z € R und y € (2, 00) so dass mit
A sofort f(y) > f(x) folgt. Dies beweist die Aussage B.

Sei umgekehrt z € R und y € (0,00). Dann ist (z,y) € R* und = < y
so dass mit B die Aussage A folgt. |

Vergleichen Sie einmal beide Beweise. Ein grofler Teil der ausfiihrlichen
Variante besteht darin, klar zu machen, was iiberhaupt zu zeigen ist.
In der kurzen Variante kommt dieser Teil nur bruchstiickhaft vor. So
ist z.B. die Passage Sei (r,y) € R? mit x < y. eine Kurzfassung der
Auflésung des Allquantors und der Implikation. Aulerdem taucht in
der Kurzfassung der Verweis auf die Definition von R? und (x, 00) nicht
auf. Streng genommen ist der kurze Beweis also nicht sorgfiiltig und
nur fiir jemanden mit hinreichender Erfahrung wirklich unmittelbar zu
verstehen.

6.3.2. Eine Klausuraufgabe. Auch wenn Sie den Hintergrund
zum Symbol lim,_,, f(z) also den Grenzwert einer Funktion an einer
Stelle a (noch) nicht kennen, so ist es trotzdem lehrreich, den Beweis des
folgenden Satzes zu lesen. Dort werden beim sorgféltigen Begriinden
alle bendtigten Definitionen angegeben. Wichtiger ist aber zu beachten,
wie das rekursive Auflésen der Definitionen funktioniert. Viel Spaf!

Satz 6.3. Seien a,c € R und f: R — R. Gibt es zu jedem € > 0 ein
d >0, so dass |f(x)—c| < € falls |r—a| < 0 gilt, soistlim,_ ., f(x) = c.

Zunichst bringen wir die Aussage in Quantorensprache, damit unser
Rezept besser greifen kann. Wenn Sie diesen Schritt im Schlaf beherr-
schen, konnen Sie natiirlich auch direkt mit dem Beweis loslegen. Die
¢ — 0 Voraussetzung iibersetzt sich so

A: Vee (0,00):30€(0,00):Vr € (a—0d,a+0):|f(x)—c|<e
und die Behauptung ist
B: lim f(z) =c.

r—a
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Die zu beweisende Aussage ist also von der Form A = B, so dass der
Beweis mit Um A = B zu zeigen, nehmen wir an, A sei wahr und
zeigen, dass B wahr ist.

Wie im vorangegangenen Beispiel schauen wir uns zunéchst genau an,
was eigentlich zu beweisen ist, d.h. wir formulieren B per Rezept so-
lange um, bis wir einen Zusammenhang zur Voraussetzung erkennen.
Da lim,_,, nur eine Abkiirzung fiir ein ganzes Grenzwertgewitter ist,
benutzen wir zunéchst 6.1.2, um Klarheit zu schaffen. Die Definition
sagt im Fall f : R — R

lim f(z) = c <= VY(2y)nen : lim 2, =a = lim f(z,) =c
T—a n—oo n—oo

Arbeiten wir mit der aufgelosten Aussage weiter, so ergibt sich der
Beweistext nach 6.1.4 Punkt (3). Sei (z,)nen eine Folge. Wir zeigen

lim z, = a = lim f(z,) =-c
n—oo n—o0

Mit 6.1.4 Punkt (1) geht es weiter: Wir nehmen an lim,,_, x,, = a und
zeigen lim,,_,, f(x,) = c. Die nun zu beweisende Aussage
lim f(z,)=c.

n—oo
ist wieder eine Abkiirzung hinter der sich eine prézise Handlungsan-
weisung versteckt. Allgemein gilt:
lim a, =b<& Ve € (0,00) : IN e N:Vn e NN[N,0) : |a, — b < e.

n—oo

Wenden wir diese Definition im Spezialfall a,, = f(z,),b = ¢ an, so
miissen wir also zeigen, dass

Ve € (0,00) : AN e N:Vn e NN [N, 00) : |f(zp) — | <€

gilt. Mit 6.1.4 Punkt (3) geht unser Beweis weiter mit den Worten Sei
e > 0. Wir zeigen, dass

AN eN:Vne NN [N,00) : |f(z,) —¢| <e

Die neue Aussage ist also vom 3-Typ und 6.1.4 Punkt (4) sagt uns,
dass der Beweistext folgende Form hat: Wir suchen ein N € N so dass
Vn e NN [N,00): |f(x,) —c| < e gilt.

An diesem Punkt ist die zu beweisende Aussage soweit aufgelost, dass
wir anfangen miissen zu denken, um weiterzukommen. Wieso sollte
f(z,,) nahe an ¢ sein, wenn wir ein x,, mit groBem Index n einsetzen?

Ein Blick auf die Voraussetzung liefert uns diesen Grund. Mit der Aus-
sage A wissen wir ndmlich, dass f(z) nahe bei ¢ ist, falls nur das Argu-
ment x nahe genug bei a ist. Etwas préziser miissen wir die Vorausset-
zung A wie einen Satz anwenden. Beim Anwenden von Sétzen befolgen



88 6. BEWEISTRAINING

Sie bitte die folgende Regel: Schreiben Sie den Satz hin und &ndern
Sie dabei solche Variablennamen ab, die in der urspriinglichen Fassung
(Skript, Buch, Erinnerung etc.) mit Variablennamen im laufenden Be-
weis zwar zufillig iibereinstimmen, zwischen denen aber eigentlich gar
kein Zusammenhang besteht. In unserem Fall ist die Aussage A z.B. mit
einer Variable ¢ formuliert, aber in unserem Beweis kommt ¢ schon mit
einer bestimmten Bedeutung vor (es ist ein positiver Toleranzwert, der
fiir die Konvergenziiberpriifung von f(x,) benutzt wird). Wir schrei-
ben deshalb A noch einmal auf und dndern dabei € iiberall durch den
unverbrauchten Namen p ab:

Vi € (0,00): 36 € (0,00) : Vo € (a —d,a+9) : |f(x) —c| < p.

Da diese Aussage nach unserer obigen Annahme wahr ist, gilt sie ins-
besondere auch fiir 4 = &, da € in unserem Beweis strikt positiv ist
(siche oben). Es gilt also

30 € (0,00):Vz € (a—d,a+6) : |f(z) —c| <e

Es gibt also ein § > 0, so dass |f(z) — ¢| < ¢ ist, falls das Argument
x nur nahe genug an a ist, d.h. falls |z — a| < ¢ gilt. Sind wir in
unserem Beweis in einer solchen Situation, d.h. ist z,, nahe bei a wenn
n geniigend grof3 ist? Die Antwort kann nur unser bisheriger Beweistext
liefern. Ein Blick nach oben zeigt alles war wir iiber x,, wissen: (,)nen
ist eine Folge und lim,,_,, x,, = a.

Um weiter zu kommen, losen wir die lim-Definition auf, die ja etwas
iiber das Annaherungsverhalten von x,, zu a aussagt. Um nicht in Kon-
flikt mit bereits benutzter Notation zu geraten, schreiben wir uns vor-
sichtshalber die Definition noch einmal mit unverbrauchten Variablen-
namen auf

lim z, =a<=Vn € (0,00): IM € N:Vn € NN[M,0) : |[x,—a| < 7.

n—oo

Fiir den speziellen Fall n = § erhalten wir also ein M € N so dass
|z, —a| < 0 gilt falls n > M ist.

Fiir solche Indizes gilt dann aber auch |f(x,) — ¢| < € nach Vorausset-
zung, so dass mit der Wahl N = M ein geeigneter Wert gefunden ist.
Damit ist der Beweis beendet. ]

Ohne das Zwischengemurmel und etwas umgestellt lautet er zusam-
mengefasst.

Sei (x,,)nen eine beliebige Folge, welche gegen a konvergiert. Es ist zu
zeigen, dass dann (f(z,))nen gegen c strebt. Sei nun € > 0 vorgege-
ben. Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 mit |f(z) — ¢| < ¢ fiir alle
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x € R mit |[x —a|] < 4. Da lim,_,, =, = a, existiert definitionsgemé&s
ein N € N so dass fiir alle n € NN [N,00) gilt |z, — a|] < J. Dies
impliziert aber |f(x,) —¢| < ¢ fur alle n > N, d.h. nach Definition gilt
lim,, o0 f(x,) = c. ]

In dieser Form finden Sie den Beweis als Klausurmusterlosung. Wenn
Sie die lange Fassung betrachten, merken Sie, wieviele kleine Schrit-
te eigentlich in einem solchen Beweis stecken und wie dicht die kur-
ze Fassung eigentlich ist. Nach ausreichend viel Ubung werden Sie es
schaffen, an alle kleinen Schritte zu denken und nur die wesentlichen
Schritte hinzuschreiben (das sind die Schritte, die fiir den roten Faden
der Argumentation entscheidend sind).

6.3.3. Noch eine Klausuraufgabe.

Satz 6.4. Die Ableitung von f : (a,b) — R sei beschrdnkt. Zeigen
Sie, dass f auf (a,b) global Lipschitz-stetiq ist.

Wir beginnen mit 6.1.1 und fiihren die beiden Aussagen
A : f ist beschrankt B : f ist global Lipsschitz stetig

ein, so dass A = B zu zeigen ist. Wie in den vorangegangenen Bei-
spielen konkretisieren wir zunéchst die Behauptung durch Auflésen der
Definition der globalen Lipschitz-Stetigkeit.

B & 3dLe(0,00):Vx,y € (a,b):|f(z)— f(y)] < Llx —y

Hier wird ein wenig geschummelt, da die zweite Allquantor-Aussage
nicht in der Standardform Vm € M : A(m) vorliegt. Statt Vz,y € (a, b)
miissten wir streng (a, b)? = (a, b) x (a, b) fiir die Menge aller Zahlenpaa-
re steht, deren beide Komponenten aus dem Intervall (a,b) stammen.
Die abweichende Schreibweise Vx,y € (a,b) driickt das Gleiche aus,
benotigt aber drei Zeichen weniger beim Aufschreiben. Wir immer gilt:
abkiirzende Schreibweisen diirfen benutzt werden, wenn der schreiben-
den Person klar ist, wie die ausfiihrliche Form aussieht - vorausgesetzt
natiirlich, dass der Sinn immer noch klar hervorgeht.

Nun aber weiter im Beweis geméss 6.1.4 Punkt (4) schreiben wir: Wir
suchen ein L > 0, so dass

v,y € (a,b) - [f(x) = f(y)| < Lz —y|

gilt. Im Rezept steht nun: “um klarer zu sehen, wie L gewéhlt werden
muss gehen Sie mit der Aussage

Va,y € (a,0) : [f(x)r — f(y)| < Lz —y|
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zuriick zu Abschnitt 6.1.1. Dabei miissen Sie aber von nun an die Augen
offen halten, ob ein solches L gefunden werden kann”.

Machen wir also weiter. Mit 6.1.4 Punkt (3) schreiben wir
Seien x,y in (a,b). Wir missen zeigen, dass |f(x) — f(y)| < Llz — y|.

Jetzt sind wir endgiiltig an einem Punkt angekommen, wo der Denk-
prozess einsetzen muss und das Rezept nicht mehr weiterhilft (beachten
Sie aber auch, dass das Rezept uns schon sehr dabei geholfen hat, das
Problem auf den Punkt zu bringen). Was wissen wir iiber die Differenz
f(x) — f(y) die hier abgeschétzt werden muss? Eine Verbindung zur
Ableitung f" und damit zur Voraussetzung liefert der Mittelwertsatz.
In’s Unreine liefert der Mittelwertsatz f(z) — f(y) = f'(&)(z — y), so
dass also | f(z) — f(y)| = | f'(€)] |z — y|. Die Voraussetzung A bedeutet
nun aufgelost

A & 3K € (0,00):Vz € (a,b): |f'(2)]| < K

so dass | f(§)| durch K abgeschitzt werden kann. Mit L = K hiitten
wir damit die Bedingung erfiillt und der Beweis wire beendet. Aber
halt! Ist der Mittelwertsatz {iberhaupt anwendbar? Das muss man sich
sorgfiltig ansehen. Schreiben wir uns dazu den Mittelwertsatz so auf,
dass wir mit der bisher benutzten Notation nicht in Konflikt geraten.
Er handelt von Funktionen g : [¢,d] — R mit ¢ < d die stetig auf
g : ¢, d] und differenzierbar auf (¢, d) sind und besagt, dass eine Stelle
6 € (c,d) existiert, so dass

fd) = fle) _
ﬁ—f(e)

gilt. In unserem Fall sind z,y € (a,b) zwei Punkte fiir die uns der
Zuwachs f(z) — f(y) interessiert. Wir setzen also d = max{z,y} und
¢ = min{z,y}. Dann gilt sicherlich ¢ < d aber nicht unbedingt ¢ < d,
wie im Mittelwertsatz gefordert. Wir miissen also zwei Fille unterschei-
den. Ist ¢ = d, so folgt x = y...Hatten Sie versucht, dies noch weiter
zu begriinden? Denken Sie daran, dass nur sorgfiltige Begriindungen
erlaubt sind! Wir beweisen die Teilaussage durch Widerspruch. Neh-
men wir also an ¢ = d und = # y. Dann gilt entweder (Axiom) z < y
oder y < x. Im ersten Fall

c=min{z,y} =2 <y =max{z,y} =d

im Widerspruch zu ¢ = d. Im zweiten Fall y < x folgt genauso wider-
spriichlich ¢ < d, so dass z = y gelten muss.

Kommen wir zuriick zur Hauptlinie des Beweises, so sehen wir, dass im
bisher betrachteten Fall x = y die Bedingung |f(x) — f(y)| < L|x — y|
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fiir jedes L € R erfiillt ist, da 0 < L - 0 wahr ist. Der Fall x = y liefert
also keine Einschrinkung an L.

Im zweiten Fall x # y folgt aber ¢ < d (Beweis? Wie oben!) so dass eine
der Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt ist. Setzten wir nun
g = f und beachten, dass f differenzierbar auf [c, d] und deshalb insbe-
sondere stetig ist (Satz aus der Vorlesung), so sind alle Voraussetzungen
nachgepriift. Wir diirfen somit die Aussage des Satzes verwenden, d.h.
es gibt ein 6 € (¢, d) mit

[f(d) = f()l = [f(O)] |d —¢]
Nach der Voraussetzung gilt nun |f/(0)] < K so dass

[f(d) = f(e)] < Kl|d —¢|
folgt. Schlielich bleiben zwei Fille fiir die Zuordnung von z,y zu ¢, d.
Ist x <y soist c=xz und d =y, also

[fy) = f(@)] < Kly — x|
Mit der Eigenschaft des Betrages | — z| = |z| (Satz) folgt wie gefordert

[f(z) = f(y)] < Kz —y]

Im Fall y < x ist ¢ = y, d = x und wir erhalten das gleiche Resultat.
Insgesamt sehen wir, dass die Wahl L = K die gewiinschte Aussage zur
Folge hat und damit ist der Beweis beendet. [ ]

In aufgerdumter Form sieht der Beweis so aus: Das Ziel ist zu zeigen,
dassesein L > 0 gibt so dass Vx,y € (a,b) : |f(z)—f(y)| < Llxz—y] gilt.
Seien dazu z,y € (a,b). Im Fall x < y kénnen wir den Mittelwertsatz
anwenden und erhalten ein 6 € (z,y) mit

fy) = f@) = f(0)(y — )
Da nach Voraussetzung die Ableitung beschriankt ist, existiert ein K >
0, so dass |f'(w)| < |C fiir alle w € (a,b). Nach Mulitplikation mit —1
und Betrag ziehen folgt

[f (@) = f(y)| < K|z =y

Im Fall y < x erhalten wir die gleiche Abschétzung mit analogen Ar-
gumenten. Im verbleibenden Fall x = y ist die Abschidtzung sowieso
erfiillt. Wahlen wir also L = K, so ist der Beweis vollsténdig. ]

In der Trainingsphase sollten Sie auf jeden Fall alle Beweise erst sehr
sorgfaltig fithren. In der Endversion koénnen Sie Details weglassen (so
wie im obigen Beispiel), wenn Sie vorher eine sorgfiltige Begriindung
gegeben haben.
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6.3.4. Nachbereitung der Vorlesung. In der Vorlesung werden
Beweise iiblicherweise knapp présentiert, so dass einerseits die Beweis-
idee deutlich wird und andererseits der Zeitaufwand gering bleibt. Mit
ein wenig Ubung kénnen Sie solche Vorgaben rasch in die oben disku-
tierte sorgfaltige Form bringen. Als Beispiel fiir so eine Nachbereitung
betrachten wir folgendes Beispiel.

Lemma 6.5. Cauchy Folgen sind beschrinkt.

Beweis: Sei (a,) Cauchy Folge. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein N € N, so
dass |a, — a,| < € gilt, falls n,m > N. Also ist fiir alle n € N
la,| < max{|ay], ..., |[an_1|, |an| + €},
denn fiir n > N mit m = N gilt
la,| = |an — an + an| < |a, — ay| + |ay| < & + |ay]-

Diese Beweisskizze beinhaltet alle Ideen, aber schauen wir mal, ob er
sorgfiltig ist. Zunéchst gehen wir zu 6.1.1 und formulieren die Aussage
prézise:

A:  (ap)nen ist eine Cauchy Folge

B:  (ap)neny ist beschrinkt

Die Aussage ist dann von der Form A = B. Nach Rezept beginnt
der Beweis geméss 6.1.4 Punkt (1) mit Sei (a,)nen eine Cauchy Folge.
Wir zeigen, dass (a,)nen beschrinkt ist. Sie sehen, der zweite Satz,
der die Aufgabenstellung noch einmal prézisiert ist im kurzen Beweis
unterdriickt worden.

Folgen wir weiter dem Rezept, so ist nun die Aussage B aufzultsen
geméf der Definition der Beschranktheit

(@n)nen ist beschrankt = JK >0:YneN:|a,| < K

Die Aufgabe des Beweises ist nach 6.1.4 Punkt (4) also Wir suchen ein
K > 0 so dass Vn € N : |a,| < K gilt. Ein Blick auf die Beweisskiz-
ze zeigt, wie die Zahl K konstruiert wird. Offensichtlich geht hier die
Voraussetzung A ein, die wir zunéchst mit 6.1.2 behandeln

A & Vee(0,00):INEeN:VR,m>N:|a, —an| <e
Da die rechte Seite fiir alle ¢ > 0 wahr ist, konnen wir sie insbeson-

dere im Fall ¢ = 1 erneut hinschreiben. Beachten Sie, dass aus der
Aquivalenz nun eine Implikation wird

A = IANeN:Va,m>N:la,—ay| <1
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Weiter sehen Sie im Kurzbeweis, dass m = N gesetzt wird, d.h. wir
spezialisieren weiter

A = dNeN:Vn>N:la,—an|<1
Mit der Dreiecksungleichung (Satz) erkennen wir also
|an| = lan, —an + an| < la, —an| + an| <1+ |ay]

falls n > N. Die meisten Folgenglieder sind somit betragsméfliig durch
die Zahl K; = |ax| 4+ 1 abgeschétzt. Fiir die endlich vielen iibrigen
Folgenglieder gilt

|an‘ §K2:max{‘al‘v'"7|aN—1|}v nSN_l

Alle Folgenglieder sind also durch K = max{ K, K3} dominiert. Damit
haben wir ein geeignetes K gefunden und der Beweis ist beendet. m

Wenn Sie ganz penibel sind (das wére toll) so wiirden Sie sich jetzt
beschweren, dass die obige Begriindung nicht sorgfaltig ist, da in der
Aussagenkette

lan| = |an —an + an| < |a, —an| + |ay| <1+ |an]

nicht alle Schritte sorgfiltig begriindet, d.h. auf Satz, Axiom, oder
Definition zuriickgefithrt wurden. Das stimmt. Es fehlen die Verwei-
se auf Axiome (um a, = a, — ay + ay zu begriinden) und im Schritt
la, — an| + |an| < 1+ |ay| erneut der Verweis auf ein Axiom und die
Aussage AN € N:Vn > N : |a, —ay| < 1. Sie sehen, sorgfiltig sein ist
sehr miithsam aber sehr lehrreich. Das Wichtige dabei ist, dass Sie ein
scharfes Auge fiir fehlende Sorgfalt entwickeln und gleichzeitig Erfah-
rung und Wissen sammeln um unproblematische Sorglosigkeit (schnell
behebbar) von problematischer Sorglosigkeit (komplizierte Argumen-
tation fehlt) zu unterscheiden.

Jetzt sind aber endgiiltig Sie aber an der Reihe, die Beweise der Vorle-
sung durchzuackern und sorgfiltig zu machen! Nur eigene Beschéftigung
mit der Materie fiihrt zum Lernerfolg. Und wenn Sie Thre “Muskeln”
mit vorgedachten Beweisen gestérkt haben, sind Sie in der Lage, selbst
Aussagen zu formulieren und deren Wahrheit sorgfiltig nachzuweisen
...dann machen Sie Mathematik.

6.4. Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1. Bringen Sie (sich) in Form
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Ein wichtiger Bestandteil der Mathematik ist es, wiederholt auftreten-
de Muster und Konzepte als solche zu erkennen und, nach einem Ab-
straktionsprozess, ihre Essenz knapp und prézise zu beschreiben. Dies
geschieht mit Symbolen in Definitionen (Beispiel: das Summensymbol).
Umgekehrt ist die Anwendung von allgemeinen Ergebnissen (Sétzen)
in konkreten Situationen nur dann moglich, wenn eine Ubersetzung in
geeignete abstrakte Konzepte moglich ist (Beispiel: die geometrische
Summenformel). Bei diesen Ubersetzungen ist es hilfreich, Namen zu
vergeben, die den Zusammenhang zwischen konkreter Variante und ab-
strakter Form herstellen. Ist also das allgemeine Ergebnis

Zq 1‘q . geR\{1}

und kommt in einer konkreten Situation der Ausdruck an:n(l —4ym
vor, so stellt man den Zusammenhang durch geeignete Abkiirzungen
her. Die Summationsvariable ersetzt man z.B. durch ¢ = m —n, so dass
die untere Summationsgrenze wie gewiinscht 0 und die obere N = k—n
ist. Weiter definiert man a =1 — ¢ / x und erhélt

i(l——) Za”"—a Za

Nun ist die geometrische Summenformel Verwendbar, falls a # 1 also

g/ #0

1_ N+1
a” E CL—CL 1a
—a

Am Ende vernichtet man d1e eingefithrten Namen wieder, indem man
riicksubstituiert

-9 -2 (-9 -6-9")

Den Ubersetzungsprozess miissen Sie beherrschen. Beachten Sie, dass
die Erzeugung der gleichen Form nicht bedeutet, dass die Variablen
identisch sein miissen, d.h. statt ¢ kann a, b etc. stehen und statt k£ und
n konnen ¢ und N auftreten usw. Wichtig ist nur, dass die Struktur
die gleiche ist. Hier ist die Ubung dazu (die Aufgaben kénnen Sie sich
auch selbst basteln!) (1) Bringen Sie die Ausdriicke durch geeignete
Abkiirzungen auf Standardform Y7 a,z"

a) > o 4kakxk !

27L+1

b) Zn 0 (2n+1)
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c) Zgozl z"a”

(2) Nach dem Aussonderungsprinzip kénnen Teilmengen einer Menge
M gebildet werden, die aus allen Elementen x € M bestehen, fiir die ei-
ne bestimmte Aussage A(z) wahr ist. Die Schreibweise fiir diese Menge
ist {x € M|A(x)}. Geben Sie in den folgenden Fillen eine ordentliche
Version indem Sie jeweils M und A sinnvoll spezifizieren.

a) {0,2,4,6,8,...}
b) {f(z)|z € R}

(3) Aussagen mit Quantoren haben die Standardform 3z € M : A(x)
bzw. Yz € M : A(x), wobei M eine Menge und A eine Aussageform
ist. Schreiben Sie folgende Aussagen um, so dass alle beteiligten Quan-
torenausdriicke in dieser Standardform auftreten.

a) dz,yeR:x >y
b) Ve>0:30>0:VyeR, |z —y|<d:|f(x)— fly)| <e

(4) Bei der Uberpriifung von Stetigkeit oder Differenzierbarkeit kénnen
die Séatze iiber Vielfache, Summen, Produkte, Quotienten und Verket-
tungen angewendet werden, wenn die konkrete Funktion als Mischung
aus Vielfachen, Summen, Produkten, Quotienten und Verkettungen ge-
schrieben werden kann. Dazu muss man die Verkniipfungsstruktur ge-
nau erkennen und das macht man wieder durch das Einfiihren neuer
Funktionsnamen. So ist etwa f(x) = 4sin(z — cos(z)) von der Form
f = AF mit F' = sinog, g = h+ k und h(z) = z, k = (—1) cos.
Zerlegen Sie folgende Ausdriicke in elementare Verkniipfungen.

a) (bexp(r) + x?)/(exp(3z) + z*)
b) f(z,y) = sin(zy) + cos(3x + exp(y)) mit (z,y) € R?

(5) Um Definitionen anwenden zu koénnen, muss ein konkreter Aus-
druck normalerweise durch Umbenennung in die passende Form ge-
bracht werden. So kann z.B. das Label konvergent nur dann vergeben
werden, wenn die Situation durch Einfithrung sinnvoller Namen mit
der Form der Definition

lima,=a < Ve>0:dNeN:Vn>N:la,—a|<e

n—o0
zur Deckung gebracht werden kann. Statt e, N, n, a,,, a konnen natiirlich
andere Buchstaben benutzt werden. Wichtig ist nur, dass die Form ex-
akt gleich ist.
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a) Bei gegebenem € > 0 gelte |a, +1/n—a+4| < 5e falls n > 2/e.
Konvergiert hier was? Fiihren Sie geeignete Abkiirzungen ein,
um die Definition anwenden zu kénnen.

(6) Auch beim Anwenden von Sétzen muss erst durch Einfithrung von
geeigneten Abkiirzungen die spezielle Form in die allgemeine des Satzes
iiberfiihrt werden. Ubrigens: je mehr Erfahrung Sie haben, desto schnel-
ler sehen Sie diese Ubersetzung und schlieBlich geht das automatisch.
Nur wenn es sehr verwirrend wird, muss man durch gute Abkiirzungen
wieder Klarheit schaffen. Als Beispiel wenden Sie bitte den Mittelwert-
satz: Seia < b, f :]a,b] — R stetig und differenzierbar in (a,b). Dann
gibt es € € (a,b) so dass (f(b) — f(a)/(b—a) = f'(€). in der folgenden
Situation an.

a) Sei f : (a,b) — (0,00) differenzierbar und seien x,y € (a,b).
Was konnen Sie zum Ausdruck 1/f(x)—1/f(y) sagen? Fiihren
Sie geeignete Abkiirzungen ein (was entspricht a,b im Mittel-
wertsatz, was entspricht f im Mittelwertsatz etc.).

Aufgabe 6.2. Beweistraining - das Warum-Spiel

Einen sorgfaltigen Beweis erkennen Sie daran, dass jede noch so un-
scheinbaren Teilaussage durch Riickfithrung auf ein Axiom, einen Satz,
eine Definition, oder eine Annahme begriindet ist. Dabei beinhaltet die
Riickfithrung natiirlich die Uberpriifung aller Vorraussetzungen in den
Satzen und Definitionen.

Kontrollieren Sie Thre eigenen Beweise auf Sorgfiltigkeit, indem Sie je-
den Teilschritt, jede Gleichung, jede Inklusion, usw. mit

Warum?

hinterfragen (in der Gruppe konnen Sie einen notorischen Warum-
Frager auswéhlen). Wird nicht auf ein Axiom, einen Satz, eine Defi-
nition oder eine Annahme verwiesen, hat Thr Beweis eine Liicke, die
gestopft werden muss.

Im Folgenden seien die Mengen D, E' stets nicht leer und f: D — F
sei eine Abbildung.

Definition 6.6. Die Menge der Bilder zu A C D ist definiert als
fLA) ={y|Fr e Ay = f(z)}.

e Verstanden? Uberlegen Sie sich eine Funktion f : R — R und
geben Sie die Mengen f({1,2,3}), f([0,1]) und f((—2,00)) an.
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Definition 6.7. Die Menge der Urbilder zu B C E ist definiert als
f~1(B)={z € D| f(x) € B}.

e Verstanden? Geben Sie fiir die Funktion z — cos(27x), z € R
die Mengen f~'({3}), f'({1}) und f7'((0,2)) an.

Zum Umgang mit Mengen sei nochmal an folgende Definitionen er-
innert (damit sie sorgféltig jeden Schritt in den folgenden Beweisen
begriinden kénnen).

Definition 6.8. Sei M eine Menge und fiir jedes x € M sei U(x) eine
Aussage. Dann gilt

ye{re M|U(x)} <& yeM undU(y) ist wahr.
Definition 6.9. Seien A, B zwei Mengen. Dann gilt

ACB&eVreA:zeB A=B&< ACB AN BCA
rcANBsexcA N zcEB rcAUB&xc AV zE€B

e Zeigen Sie sorgfiltig, dass fiir jede Teilmenge A C D gilt
A C f7Yf(A)). Gilt sogar die Gleichheit?

e Zeigen Sie sorgfiltig, dass fiir jede Teilmenge B C F gilt
f(f71(B)) C B. Gilt sogar die Gleichheit?

e Zeigen Sie sorgfiltig, f(UNV) C f(U)N f(V) und f~1(UN
V)=fU)nfH(v).

e Zeigen Sie sorgfiltig, f(UUV) C f(U)U f(V) und f~HU U
V)= U)u V).

Aufgabe 6.3. Maximum an Sorgfalt

Die hier betrachteten Aussagen sollen als weiteres Beispiel fiir sorgfdlti-
ges Beweisen dienen. Letztlich konnen und sollten Sie alle mathema-
tischen Aussagen so bearbeiten, dass jede noch so unscheinbaren Teil-
aussage durch Riickfithrung auf ein Axiom, einen Satz, eine Definition,
oder eine Annahme begriindet wird (der Hinweis ,Ist doch klar!“ ist
nicht zuléssig).

Definition 6.10. Sei A C R eine endliche Teilmenge. Die Zahl M € A
fiir die a < M fiir alle a € A gilt, wird max A genannt. Die Zahlm € A
fiir die m < a fir alle a € A gilt, wird min A genannt.

Definition 6.11. Sei a € R. Dann ist |a| = a im Fall a > 0 und
la| = —a im Fall a < 0.

Beweisen Sie nun mit maximaler Sorgfalt folgende Aussagen fiir die
Zahlen a,b,c,d € R.
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6. BEWEISTRAINING

Ist a < cund b < d, so ist max{a, b} < max{c,d}.
max{a, b} = a falls a > b und max{a,b} = b falls a < b.
ax{a, b} = a + max{b — a,0}.

ax{c,0} = (c+|c|)/2.

ax{a,b} = (a+ b+ |a —b])/2.

ax{a + ¢,b+ d} < max{a,b} + max{c,d}.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

m
m
m
m
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