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10. Ubungsblatt

Aufgabe 10.1: Kugelkoordinaten — natiirlich niitzlich fiir alle Erdbewohner!

In der Vorlesung vom 19.06.06 wurden die Polarkoordinaten eingefiihrt, welche insbesondere
bei der Behandlung ebener, rotationssymmetrischer Probleme vorteilhaft eingesetzt werden
kénnen. Zylindrische oder sphirische Koordinaten (Kugelkoordinaten) stellen das Pendant im
dreidimensionalen Raum dar. Zylinderkoordinaten werden vor allem dann verwendet, wenn
das Problem eine axiale Rotationssymmetrie aufweist. Sie ergeben sich aus den Polarkoor-
dinaten durch Hinzunahme einer z-Koordinate. Liegt jedoch punktale Rotationssymmetrie
vor, so ist die Benutzung von sphirischen Koordinaten empfohlen. Die Kugelkoordinaten
koénnen z.B. durch folgende Transformation definiert werden, welche sie in die kartesischen
Koordinaten tiberfiihrt.

2)

b)

(r,9,0) — (rcos(¢)sin(f), rsin(¢)sin(f), rcos(h))

Klaren Sie die Bedeutung der Koordinaten r,¢ und 6, indem Sie die obige Transformation fiir
spezielle Werte auswerten.

Bekanntlich 148t sich die Erde — freilich etwas idealisiert — als Kugel beschreiben. Daher bieten
sich zur Positionsbestimmung auf der Erdoberfliche sphérische Koordinaten an, deren Ursprung
man natiirlich in den Erdmittelpunkt legt. Desweiteren ist es naheliegend als z-Achse (Polgerade)
die Rotationsachse der Erde zu wihlen. Alle weiteren Referenzpunkte, welche zur Einfithrung der
Kugelkoordinaten bené6tigt werden, unterliegen im wesentlichen historischer Konvention und sind
nicht sachbedingt.

Inwiefern unterscheidet sich das Standardgradnetz auf der Erde beziiglich nordlicher (siidlicher)
Breite und 6stlicher (westlicher) Linge vom Polarwinkel § und Azimutalwinkel ¢, wie sie oben
angegeben sind?

Geben Sie in lokalen Koordinaten einen normierten Vektor an, der parallel zur Rotationsachse der
Erde liegt. Aulerdem sind jeweils zwei Vektoren in lokalen Koordinaten anzugeben, welche eine
Ebene parallel zur Aquatorialebene aufspannen?

Hinweis: Unter der Beschreibung eines Vektors in lokalen Koordinaten verstehen wir seine Kom-
ponenten in ostlicher, nérdlicher und vertikaler Richtung.

Berechnen Sie die Absténde einiger Stiddte (z.B. Konstanz — Ihre Heimatstadt). Falls Sie keine
geographischen Positionsangaben auftreiben kénnen, hier ein paar Beispiele:

Konstanz : 47° 40" N, 9°11' E
Essen : 51°28' N, 7°0' E
Trier : 49° 45"’ N, 6°38' E
Paris : 48° 50’ N, 2°20' E
Berlin : 52°30' N, 13°25' E
Riga : 56°53' N, 24°8' E

Kaiserslautern: 49°26' N, 7°45' E

Vergleichen Sie (spafieshalber) Thre berechneten Luftlinienabstéinde mit den Entfernungsangaben
fiir Autofahrer. Beachten Sie, dafi die Erde in Wirklichkeit keine Kugel ist und sich daher auch
kein eindeutiger Radius angeben lifit: Aquatorradius: 6378,160 km, Halbe Erdachse 6356,775 km.
Geben Sie daher eine Abschétzung fiir den Fehler an.



Aufgabe 10.2: Differentialrechnung in Kugelkoordinaten

Es bezeichenen X (r,¢,0), Y(r,¢,0) und Z(r, ¢,0) die kartesischen Koordinaten als Funktion der Polar-
koordinaten.

a) Geben Sie einen moglichst kleinen (quaderférmigen) Definitionsbereich an, welcher durch die Ab-
bildung

(r,¢,0) = (X(r,0,0),Y (r,¢,0), Z(r, $,0))

surjektiv auf den R? abgebildet wird. Wihlen Sie sodann eine méglichst grofie, offene Menge als
Definitionsbereich, so dafl die Abbildung injektiv wird. Wie sieht dann das Bild aus?

b) Es sei R(z,y,z2), ®(z,y,2) und O(z,y, z) die Darstellung der Kugelkoordinaten als Funktion der
kartesischen Koordinaten, welche existiert, falls die obige Abbildung injektiv ist. Versuchen Sie
die Funktionen R, ®,0 soweit wie moglich explizit anzugeben. Berechnen Sie 9,® als Funktion
von x,y, z. Ist es moglich 0,® als Funktion von r, ¢, 6. zu bestimmen, ohne ® als Funktionen der
kartesischen Koordinaten zu kennen?

c¢) Essei f eine skalare Funktion. Geben Sie die Komponenten des Gradienten V f beziiglich der lokalen
Basis (normierte Tangentialvektoren an die Koordinantenlinien der Kugelkoordinaten) als Funktion
der Kugelkoordianten an.

d) (freiwillig) Transformieren Sie den Laplace-Operator
A:=8240; + 02

in Kugelkoordinaten.

Werbung = Information+Einladung (in eigener Sache)

Im kommenden Semester wird begleitend zur Analysis Vorlesung ein Proseminar angeboten. Unter an-
derem wollen wir uns damit beschéftigen, wie man eine Kugel moglichst gut auf eine Ebene projiziert
(Kartenentwiirfe); weitere Themen aus dem Bereich der angewandten und numerischen Mathematik sind
ebenfalls geplant. Falls Thnen Anwendungsaufgaben (wie z.B. auf den Ubungsblittern 7,8 und 10) Spa8
machen und Ihr Interesse wecken, falls Sie mittels Mathematik Zusammenhénge in unserer Welt verste-
hen wollen, sind Sie zur Teilnahme eingeladen. Beachten Sie, dafl die Teilnehmerzahl jedoch aufgrund der
Zeitbeschrankung des Semesters beschréankt ist.



