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Vorwort

Kurz gesagt, ist Mathematik ein Hilfsmittel zur Beschreibung, Ana-
lyse und Vorhersage von Zusammenhéngen in unserer Umwelt, wie
etwa

e Temperaturverlauf: Zeitpunkt — Temperaturwert
e Dynamo: Drehgeschwindigkeit — Spannungswert

e Studierende: Matrikelnummer — Person

e Steuer: Einkommen — Steuersatz

o Werkstiicke: Punkt auf der Oberfliche — Hérte

e Schumacher: Beschleunigungsverlauf — Rundenzeit
e Fuflball: Tritt — Flugbahn

Allen diesen Beispielen ist gemeinsam, dafl Elemente einer Menge D
(Zeitpunkte, Studenten, etc.) bestimmte Elemente einer anderen Menge
B (Temperaturwerte, Flugbahnen, etc.) zugeordnet werden.
Entscheidende Bestandteile der ,,Zuordnung® bzw. , Funktion“

(1) Definitionsmenge D

(2) Zielmenge B

(3) eindeutige Zuordnungsvorschrift:
x € D wird f(z) € B zugeordnet

Diese Bestandteile fassen wir mit einer kompakten Notation zusammen
f . D—B
x— f(z)
Im Folgenden werden wir typische Beispiele von Mengen und Funktio-
nen kennenlernen. Das Ziel ist dabei, Ideen und Techniken zu lernen,
die bei der Analyse von Funktionen hilfreich sind. Aulerdem werden
verschiedene Moglichkeiten der Beschreibung von Funktionen vorge-
stellt. Zum Beispiel kann die Berechnungsvorschrift durch endlich vie-
le elementare Rechenoperationen gegeben sein, oder durch Grenzwerte
unendlich vieler Operationen. Fine andere Moglichkeit ist, dafl die Vor-
schrift nur indirekt durch eine Gleichung gegeben ist (z. B. eine Dif-
ferentialgleichung, d. h. eine Beziehung zwischen Funktionswerten und
deren Anderungsraten). In diesem Fall muf ein konkreter Funktions-
wert durch Losen der Gleichung bestimmt werden, was einer klassischen
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4 VORWORT

Vorhersage entspricht, wenn der Definitionsbereich aus Zeitpunkten
besteht und der Funktionswert zu einem zukiinftigen Zeitpunkt be-
stimmt werden soll.



KAPITEL 1

Elementare Mengen und Funktionen

1. Endliche Mengen

Wir beginnen mit dem Fall endlicher Mengen, die prinzipiell durch Auf-
listung aller ihrer Elemente beschrieben werden. So ist zum Beispiel die
Menge der Monitorgrundfarben gegeben durch M = {rot, griin, blau}.
Nummeriert man die Elemente der Menge (z. B. beim Abzéhlen), so
erzeugt man in unserer Sichtweise einen ,,Zusammenhang* 7 : M —
{1,2, 3}, etwa durch eine eindeutige Vorschrift der Form

Z(rot) = 1, Z(blau) = 2, Z(griin) = 3

Bei Funktionen mit endlichen Definitionsmengen bietet sich zur voll-
stdndigen Beschreibung eine Wertetabelle an

x | rot | blau | griin
Z(z)| 1 2 3

Eine wichtige Klasse solcher Funktionen sind die logischen Operatio-
nen. Betrachten wir dazu die Menge A aller Aussagen, wobei eine Aus-
sage ein grammatikalisch korrekter Satz sein soll, dem genau einer der
beiden Wahrheitswerte ,,wahr* oder ,falsch® zugeordnet werden kann.
Damit existiert also ein Zusammenhang F : A — {0,1} = W gemif

der Vorschrift
0 A ist falsch
B(A) = { 1 A ist wahr

Dem menschlichen Gefiihl von Logik entsprechen nun bestimmte Ein-
schrankungen an die Funktion E. Ist namlich eine Aussage A falsch,
z. B. A = ,alle Frauen sind blond“, so ist die verneinte Aussage

—A = ,mindestens eine Frau ist nicht blond“

automatisch wahr (Vorsicht, ,keine Frau ist blond* ist nicht die Ver-
neinung von ,alle Frauen sind blond*).
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6 1. ELEMENTARE MENGEN UND FUNKTIONEN

Umgekehrt ist die Negation einer wahren Aussage falsch. Dieser logi-
sche Zusammenhang 1é8t sich also durch eine Funktion NOT : W — W
mit der Vorschrift

x 01
NOT(z) |10

beschreiben. Die Einschrinkung an E lautet dann
E(=A) =NOT(E(A))

Entsprechend fordert man weitere Eigenschaften fiir Verkniipfungen
von Aussagen wie etwa der und-Verkniipfung A A B = | A und B*.
Betrachten wir zunéchst das Beispiel

A = ,Lampe 1 brennt“, B = ,,Lampe 2 brennt“

Dann sollte A A B = ,Lampe 1 brennt und Lampe 2 brennt“ nur
dann wahr sein, wenn beide Lampen brennen, d. h. wenn sowohl A als
auch B wahr sind. Beziiglich und-Verkniipfungen verlangen wir also
die Einschrankung

E(ANB) = AND((E(A), A(B))),
wobei AND : W x W — W auf der Menge der Paare

W x W = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}

definiert ist und der Vorschrift

(z,y) |(0,0)](0,1) ] (1,0) ] (1,1)
AND((z,y))| O 0 0 1

geniigt. (Bemerkung: zur Abkiirzung wird die Paar-Klammer oft un-
terdriickt, d. h. man schreibt AND(z,y) statt AND((z,y)).)

Eine weitere wichtige Verkniipfung ist die oder-Verkniipfung A V B,
die in der Logik nicht als entweder-oder verstanden wird, sondern als
und-oder. Im obigen Beispiel ist also A V B sowohl wahr, wenn genau
eine der beiden Lampen brennt, als auch wenn beide Lampen brennen.
Anders herum ,,Lampe 1 brennt oder Lampe 2 brennt“ ist nur dann
falsch, wenn beide Lampen aus sind. Die oder-Verkniipfung schrankt
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damit unsere ,, Wahrheitsfunktion* ein, durch
E(AV B)=0R(E(A),E(B))
wobei OR : W x W — W gegeben ist durch

(z,y) |(0,0))(0,1)](1,0)](L,1)
OR(z,y)| O 1 1 1

Die umgangssprachliche oder-Verkniipfung im Sinne entweder /oder wird
dagegen durch folgenden Zusammenhang ausgedriickt

. (z,y) [(0,0)](0,1) ] (1,0) | (1,1)
XOR:W x W — W XORéy) 5 . : :

Die Funktion XOR kann auch durch die elementaren Funktionen NOT,
AND und OR dargestellt werden.

XOR(z,y) = OR(AND(z,NOT(y)), AND(NOT(z),y))

Um solche Formeln lesbarer zu machen, benutzt man gerne die gleichen
Symbole wie bei den Verkniipfungen der Aussagen

-z := NOT(z)

r Ay = AND(z,y)

zVy = OR(z,y)
Zu beachten ist aber, dafl wir nun die gleichen Symbole fiir verschiedene
Zusammenhénge benutzen. So ist = : A — A die Funktion die jeder
Aussage ihre negierte Aussage zuordnet, aber = : W — W ist die
Funktion fiir die gilt =0 = 1 und =1 = 0. Eine Verwechslung kann
hier nicht auftreten, da man an den Argumenten stets erkennt, welcher
Zusammenhang gemeint ist. Vorteil der Schreibweise ist die Eleganz.
So ergibt sich im Fall der entweder/oder Funktion

XOR(z,y) = (x A (=y) V ((mx) Ay)
Auflerdem gelten die Zusammenhénge

E(=A) = ~E(A), E(AAB) = E(A)AE(B), E(AV B) = E(A)V E(B)

aufgrund derer man sogar die Aussage .4 mit ihrem Wahrheitsgehalt
E(A) identifizieren kénnte (was wir aber nicht tun, da es zu Versténd-
nisproblemen fiihren kann).



8 1. ELEMENTARE MENGEN UND FUNKTIONEN

Zum Nachweis der Gleichheit zweier Funktionen mit endlicher Defini-
tionsmenge vergleicht man iibrigens einfach alle Eintrége in der Wer-
tetabelle.

So gilt zum Beispiel

denn

(z,y) 1(0,0)](0,1) | (1,0) ] (1,1)
—(z Vy) 1 0 0 0
()N (—y) | 1 0 0 0
In der Digitaltechnik spielen die Logikfunktionen eine fundamentale
Rolle und werden durch spezielle Symbole représentiert, z. B.

D D D

(a) NOT Gatter (b) OR Gatter (c) AND Gatter

Abbildung 1: Elementare Schaltbilder der Digitaltechnik

Héaufig werden allgemeine Logikfunktionen aus wenigen Grundfunktio-
nen aufgebaut. So kann z. B. aus der Funktion NOR(z,y) = —=(x V y)
jede andere Logikfunktion aufgebaut werden. Beispielsweise gilt der
Zusammenhang NOT(z) = NOR(z, z) und damit dann

OR(z,y) = NOT(NOR(z,y)) = NOR(NOR(z,y), NOR(z, y))
Benutzt man das Symbol der NOR Funktion

x (xy) [(0,0)](0,1)](1,0)](1,1)
y;i' ® NOR{X,y) 1 0] 0 | 0

so kann man die OR-Funktion also durch folgende Schaltung darstellen

T

Y

o1 | Jo—— OR(z,y)
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Zum Abschlufl betrachten wir den interessanten Fall, dafl der Ausgang
einer Schaltung gleichzeitig als Eingang in das System zuriickgefiihrt

wird, etwa
T ™~ Y

o

Welchen Wert kann man abhéngig von den Eingéngen x, y am Ausgang
z erwarten? Um die mathematische Struktur dieses Problems deut-
lich zu machen, definieren wir zunéchst die Hilfsfunktion f(z,y,w) =

NOR(NOR(z,w), y) mit dem Schaltbild
T N Y

o

Die urspriingliche Schaltung entspricht dann offensichtlich der Glei-
chung

flz,y,2) = =

Die Losungen dieser Gleichung bestimmt man einfach dadurch, dafl
man alle Funktionswerte von f ermittelt und dann jeweils die Bedin-
gung f(z,y,z) = z iiberpriift. Die (gedrehte) Wertetabelle lautet
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f(z,

B

—H = ERR,OOOOS
— -0 O QO O

— O MOFR,OM O

SCo R~ OO~ Oke

Offensichtlich entsprechen die durch Fettdruck hervorgehobenen Tripel
genau den Losungen der Gleichung f(z,y,z) = z. Was aber bedeuten
die Losungen der Gleichung fiir die elektrische Schaltung?

Nehmen wir zunéchst an, dafl sich das System in einem Zustand be-
findet, der die Gleichung nicht 16st, also etwa (x,y,z) = (0,1,1). Der
Funktionswert f(0,1,1) = 0 sagt aus, dal das System dann im néchsten
Moment bereits den Ausgang auf z = 0 &ndert, d. h. der Zustand
(0,1,1) kann nicht bestehen bleiben, er ist instabil. Wir werden also
einen Zustandswechsel nach (0, 1,0) beobachten und da f(0,1,0) = 0
gilt, tritt nun kein weiterer Zustandswechsel mehr auf; d. h. das System
ist stabil.

Losungen der Gleichung entsprechen also genau den stabilen Zusténden
des Systems. Unsere Schaltung ist {ibrigens ein Flip-Flop. Aus der Wer-
tetabelle kann man das Verhalten ablesen:Wir starten aus dem Zustand
(0,0,0); geht der Eingang z irgendwann einmal auf 1, so wird der Aus-
gang ebenfalls z = 1. Eine weitere Anderung von z auf 0 bzw. zuriick
auf 1 dndert den Ausgang dann nicht mehr. Erst wenn der Eingang y
einmal auf 1 geht, wird der Ausgang gel6scht und bleibt 0, falls z = 0
ist, egal wie sich y danach &ndert.

Das Flip-Flop kann also eine kurze 1-Meldung auf x speichern und
durch , Betéatigung” von y wieder geloscht werden. Sehen Sie, dafi Ma-
thematik hilft, Zusammenhénge vorherzusagen?

2. Abzihlbar unendliche Mengen

Der Begriff ,unendlich® ist letztlich eine Verallgemeinerung des Prin-
zips ,ein Bier geht immer noch® (natiirlich ist dieses Prinzip prak-
tisch nicht durchfithrbar, aber doch hinreichend lange in menschlichen
Mafstaben, so daf es unserem Verstand plausibel erscheint). Das Kon-
zept der natiirlichen Zahlen beruht auf dem gleichen Prinzip

e 1 ist eine natiirliche Zahl
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e zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine nachfolgende natiirliche
Zahl.

Selbstverstandlich existieren diese Zahlen nicht in dem Sinne, dafl man
sie alle aufschreiben oder sonstwie kodieren konnte. Mit endlich vielen
Elementarteilchen im Universum st688t man dabei irgendwann auf eine
natiirliche Grenze. Da die menschliche Abstraktion aber offensichtlich
die Vernachléssigung solcher ,nebenséchlichen Details“ unterstiitzt, er-
scheint uns das Konzept der natiirlichen Zahlen trotzdem sinnvoll — und
tatséchlich ist es an vielen Stellen sehr hilfreich.
Wir bezeichnen die Menge aller natiirlichen Zahlen mit N. Jede Menge
M, deren Durchnummerierung alle natiirlichen Zahlen bendétigt, be-
zeichnen wir als abzdhlbar unendlich. Durchnummerierung bedeutet
dabei, dafl es eine Funktion Z : N — M gibt mit der Eigenschaft,
daf jedes Element von M eine Nummer bekommt, also

(S) fiir jedes m € M gibt es n € N mit m = Z(n)
und kein Element von M mehrere Nummern hat, also
(I) ny # ng impliziert Z(ny) # Z(ng).

Die Eigenschaft (S) nennt man Surjektivitdt der Funktion Z und die
Eigenschaft (I) Injektivitét.

Eine Funktion, die beide Eigenschaften erfiillt, nennt man auch bijek-
tiv.

D B D B D B

(a) Surjektivitit (b) Injektivitét (c) Bijektivitit

Abbildung 2: Abbildungseigenschaften

Beispiele: Ny = {0} UN ist abzidhlbar unendlich
Z . N—-Nj
n—mn-—1
Die ganzen Zahlen Z = Ny U {—n|n € N} sind abzéhlbar unendlich.
Hier ist eine Abbildung aber schon komplizierter, z. B.

n—1
{T n ungerade

0,—1,+1,-2,+2,-3,+3, ... Z(n) = . 1
—3 gerade
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Die Bruchzahlen Q = {§|p € Z,q € N} sind ebenfalls abzdhlbar un-
endlich. Die Idee ist hierbei, die Bruchzahlen folgendermafien zu durch-
laufen

-3 -2 «— -1 0 — 1 2 — 3
| T l T !
SoE e peot 2
| T l
S S S R R I

und nur den Briichen eine Nummer zuzuweisen, die noch nicht (in
gekiirzter Form) aufgetreten sind (z. B. erhélt —2/3 die Nummer 7, ob-
wohl es die neunte Zahl auf dem Weg ist, denn 0/2 = 0 und —2/2 = —1
wurden auf dem Weg schon einmal erfafit).
Funktionen, deren Definitionsmenge abzahlbar unendlich ist, nennen
wir auch Folgen. Hier ein Beispiel:
Sie haben ein Sparkonto ertffnet mit dem Startkapitel S und dem
jahrlichen Zinssatz p z. B. p = 3% = 0, 03. Wenn Sie wissen wollen, wel-
ches Kapital sich nach n Jahren auf dem Konto befindet, interessieren
Sie sich fiir die Folge
K:No— M

wobei M die Menge aller moglichen Kontostéande ist, die der Beziehung

KO0)=S Kn=Kn-1)+p-Kn—-1), n>1

geniigt (streng genommen, mufl das Ergebnis noch kaufménnisch ge-
rundet werden, aber das lassen wir hier mal aufler Acht).

Bei Folgen schreibt man auch oft IC,, statt C(n), nur um Klammern zu
sparen.

Die Kontostandfolge ist iibrigens eine rekursive Folge: um den Wert
an der Stelle n ausrechnen zu konnen, bendtigen Sie die Werte der
Folge an vorherigen Stellen n — 1,n — 2 etc. Mit anderen Worten, die
Vorhersagen der Werte von rekursiven Folgen ist nicht ganz einfach!

Beispiel: S =1 EURO p=3%

K(10) 1,34 EURO
K(100) = 19,21 EURO
K(500) ~ 2,6 Mio. EURO
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Das rasante Anwachsen des Kapitals nennt man exponentielles Wachs-
tum. Die exponentielle Abhéngigkeit siecht man gut in der folgenden
Darstellung der Kapitalfunktion

K(n) =S(1+p)", n €N

die wir jetzt nachweisen wollen. Offensichtlich wird hier die Gleichheit
zweier Funktionen postuliert, ndmlich £ : Ny — M und F : Ny —
M, E(n)=S(1+p)"™

Im Fall von Funktionen mit endlicher Definitionsmenge haben wir die
Gleichheit durch Vergleich der Wertetabellen iiberpriift. Das geht im
Fall von abzéhlbar unendlichen Definitionsmengen natiirlich nicht mehr.
Hier hilft statt dessen der ,,Dominoeffekt*: Man zeigt, daf3 die Gleich-
heit der Funktionswerte fiir ein beliebiges Element der Definitionsmen-
ge gilt, falls sie fiir den (bzw. die) Vorgénger gilt (das entspricht dem
Aufstellen von Dominosteinen in einem Abstand, daf§ der Vorgénger
umfallt).

Kann man nun die Gleichheit fiir ein bestimmtes Element der Defi-
nitionsmenge nachweisen, so gilt sie automatisch fiir alle Nachfolger
(dieser Schritt entspricht dem Anstoflen eines Dominostein, der alle
nachfolgenden Stein umfallen 148t.)

Der Dominoeffekt wird in der Mathematik Induktionsprinzip genannt,
das Uberpriifen eines speziellen Elements heifit Induktionsanfang und
der Nachweis, dafl eine Aussage gilt, wenn die vorherige Aussage gilt,
heilt Induktionsschritt.

Fiihren wir diesen Prozefl einmal an unserem Beispiel durch. Zunéchst
wissen wir, daf K(0) = S gilt und auerdem ist F(0) = S(1+p)° =S,
d. h. der Induktionsanfang ist schon erledigt fiir das spezielle Element
n = 0 der Definitionsmenge. Im Induktionsschritt miissen wir zeigen,
daB K(n) = E(n) gilt, falls (n — 1) = E(n — 1) richtig ist. Durch

Ausnutzung der Definition der Kapitalfunktionen wissen wir
Kn)=Kn—1)+pK(n—1)=(1+p)K(n—1)

Nun nutzen wir die Annahme, daf§ der Vorgénger ,,umfillt”, d. h. dafl
K(n—1) = E(n—1) gilt. Dies liefert zusammen mit der Definition von
E

Kn)=(1+p)En—1)=1+p)S1+p)" " =5(1+p)" = E(n)

also genau das, was wir zeigen wollten. Damit gilt die Gleichheit der
Funktionswerte fiir alle Elemente von Nj. Die Berechnung der n-ten
Potenz (1 + p)™ erfordert iibrigens nicht (n — 1) Multiplikationen, es
geht auch wesentlich schneller! Der Trick besteht darin, eine schnellere
Rekursion zu benutzen, nédmlich
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n—1 n—1

" g2 . g n gerade
xr =
x 2z -x 2 -x n ungerade

Damit berechnet sich (1+p)1%%* mit nur 10 statt 1023 Multiplikationen
und bei groBeren Exponenten wird der Unterschied noch deutlicher.
Als weiteres Beispiel fiir das Induktionsprinzip betrachten wir folgende
Aussage

n(n+1)

— 5
Auch hier wird wieder die Gleichheit von zwei Funktionen postuliert,
namlich der Funktion G : N — N, G(n) = n(n+1)/2 und der Funktion
F:N—N

(1) 1+2+...+n= neN

Fn)=) k=1+2+...+n.
k=1
Das Summensymbol ) hilft hierbei, die Punkte zu vermeiden und
erlaubt damit eine kompaktere und klarere Schreibweise. Allgemein
bedeutet fiir m <n, mit m,n € N
> a(k) = a(m) +a(m+1)+ ... +a(n)
k=m
wobei a irgendeine Funktion auf {m, ..., n} sein kann (in unserem Fall
ist a: N — N a(k) = k).
Im Fall n < m ist die Summe ,leer, d. h. wir definieren
Z a(k) =0 n < m.
k=m
Nun aber zuriick zu dem Nachweis von (1). Der Induktionsanfang ist
wieder einfach, denn
1

P(1)=) k=1, G(1):1’2:1

2
k=1

Im Induktionsschritt nehmen wir an, da§ Fi(n—1) = G(n— 1) gilt und
miissen zeigen, daf dann auch F'(n) = G(n) stimmt.

F(n):gk: (gk)+n:F(n—1)+n
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Nutzen wir jetzt F'(n —1)=G(n—1) = (n—1)n/2

F(n):@Jrn: (n—1)2n—|—2n: (n+21)n

und damit gilt F(n) = G(n) fir alle n € N. Das Induktionsprinzip
148t sich auch auf andere Aussagen anwenden, z. B. auf Ungleichungen
zwischen Funktionen wie die Bernoulli-Ungleichung (fiir p > —1)

= G(n).

(I+p)">1+np, neN.
Uberpriifen wir die Aussage zunichst fiir n = 1:
(I+p)l=1+p=1+1-p

Hier tritt sogar Gleichheit der beiden Ausdriicke auf und da Gleichheit
in > enthalten ist, stimmt die Aussage fiir n = 1. Im Induktionsschritt
nehmen wir nun wieder an, daf (1 + p)"' > 1+ (n — 1)p stimmt
fiir ein beliebiges n < 2. Es mufl nun gezeigt werden, dal dann auch
(1+p)™ > 14 np gilt (d. h. wenn der Stein (n — 1) fillt, dann auch
der Stein n). Zuniichst formen wir so um, dafl ein Ausdruck (1 + p)"!
erscheint, iiber den wir ja was wissen

(1+p"=Q1+p)" " (1+p)

Da nun p > —1 gilt, ist (1 + p) > 0. Deshalb dreht sich das > Zeichen
im Zusammenhang (1 + p)"~' > 1+ (n — 1)p nicht um, wenn wir mit
(1 + p) multiplizieren. Es gilt also

(1+p)" > 1+ n-1)p)(l+p)=1+np+(n—1)p°
Da (n—l) p2 nicht kleiner als Null sein kann, kénnen wir weiter abschétzen
(I14+p)">1+np

und damit ist der Induktionsschritt erfolgreich beendet.

3. Kontinuierliche Mengen - eindimensional

Betrachten wir als Beispiel die Menge aller Zeitpunkte. Wahlen wir
als Zeiteinheit 1 Tag, so helfen uns die ganzen Zahlen, Zeitabsténde in
Vielfachen dieser Einheit anzugeben (etwa in 5 Tagen wird durch 5 re-
présentiert und vor 3 Tagen durch —3). Kleinere Zeitrdume kann man
durch rationale Zahlen (Bruchzahlen) charakterisieren (also 5 steht fiir
% Tag oder i fiir i Tag, was einer Stunde entspricht etc.). Theore-
tisch kann man mit Q beliebig kleine Zeitschnipsel beschreiben, z. B.
1/100000 Tag.

Wir konnten also, nach Festlegung einer Zeiteinheit und einer Refe-
renzzeit die Menge der Zeitpunkte mit Q identifizieren geméaf:
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qe€Qe—q

Zeiteinheiten entfernt von der Referenzzeit und es lielen sich so beliebig
lange und auch beliebig kurze Zeitabschnitte beschreiben. Ist die Menge
Q@ also ein gutes Modell zur Beschreibung des Kontinuums Zeit?
Uberraschenderweise lautet die Antwort: Nein! Stellen wir uns vor, wir
fithren das gleiche Fallexperiment durch wie Galilei im 16. Jahrhun-
dert in Pisa. Wie erstellen wir (mit etwas Idealismus beim Auswerten
der Messungen) fest: Das Verhéltnis der zuriickgelegten Strecken ent-
spricht dem Quadrat der dabei verstrichenen Zeiten. Beschreibt s(t)
die zuriickgelegte Strecke zur Zeit ¢t > 0, so gilt also

S(tQ) (tg ) 2

S(tl) tl '

Stellen wir jetzt die natiirliche Frage: Wann ist der Fallkorper (z. B. eine
Kugel) doppelt so weit vom Ausgangspunkt entfernt wie zum Zeitpunkt
t?

Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir also t, suchen, so daf
s(ty) = 2s(tp) gilt. Nehmen wir an, daf§ Zeitpunkte durch rationale
Zahlen beschrieben werden, so ergibt sich das Problem, eine rationale
Zahl r = ty/t; zu finden, fiir die r? = 2 gilt. Bekanntlich existiert eine
solche Zahl nicht, d. h. der Fallkorper erreicht die doppelte Entfernung
nie! Die rationalen Zahlen geniigen also nicht unserer Vorstellung von
einer kontinuierlich ablaufenden Zeit.

Erst wenn man die offensichtlichen Liicken zwischen den rationalen
Zahlen stopft, kommt man zum Modell eines Kontinuums — den reellen
Zahlen R.

In diesem Modell existiert, per Konstruktion, die Losung der Gleichung
r2 = 2. Wir bezeichnen sie mit r = v/2.

Ubrigens, fiir die, die noch nicht wissen, da§ die Gleichung 72 = 2 in Q
nicht 16sbar ist, hier der kurze Beweis. Es handelt sich dabei um einen
Widerspruchsbeweis, d. h. wir nehmen an, dafl die Gleichung losbar sei
und folgern daraus eine unsinnige Aussage. Da eine richtige Annahme
zusammen mit korrekten Folgerungen nur auf wahre Aussagen fithren
kann, zeigt sich damit, dal unsere Annahme, 72 = 2 sei losbar in Q,
falsch sein muf3. Soviel zur Strategie. Nehmen wir also an, es gibt ein r €
Q mit der Eigenschaft r? = 2. Da jede Zahl in Q als Bruch geschrieben
werden kann, haben wir r = p/q ist und dieser Bruch soll vollstindig
gekiirzt sein, d. h. p und ¢ haben keine gemeinsamen Primfaktoren.
Dann gilt zunichst p? = 2¢%, woraus wir erkennen, dafi p? gerade ist.




3. KONTINUIERLICHE MENGEN - EINDIMENSIONAL 17

Da das Quadrat einer ungeraden Zahl immer ungerade ist
(2m+1)% = 4m? +4m + 1 m e Z

kann somit p nicht ungerade sein, d. h. es gibt ein £k € N mit p = 2k.

Dann ist aber 452 = 2¢® bzw. ¢*> = 2k? und somit ist ¢ ebenfalls gerade,
d. h. ¢> = 2j mit j € N. Dies ist aber jetzt wirklich Unsinn, denn es
kann ja nicht gleichzeitig p = 2k und ¢ = 25 gelten und p und ¢ keine
gemeinsamen Faktoren haben. Irgendetwas ist also faul hier. Da alle
unsere Schluffolgerungen korrekt waren, kann die faule Stelle nur in
der (ungesicherten) Annahme liegen, die damit als falsch entlarvt ist.

Jetzt aber zuriick zum Modell der reellen Zahlen. Was sind eigentlich
reelle Zahlen? Nun, reelle Zahlen sind Objekte, die bestimmten Regeln
und Gesetzen gehorchen und da diese Regeln die (aus Q) bekannten
Rechenregeln umfassen, bezeichnet man die Objekte eben als Zahlen.
Im einzelnen bestehen die Eigenschaften der reellen Zahlen aus

(1) Rechenregeln fiir Grundrechenarten ,,Addition“ und , Multi-
plikation“ (d. h. Kommutativ-, Assoziativ- und Distributiv-
gesetze etc. genau wie in Q),

(2) Existenz einer < Relation und deren Zusammenspiel mit Ad-
dition und Multiplikation (genau wie in Q)

(3) Kontinuum-Eigenschaft (Unterschied zu Q!)

Die Kontinuum-Eigenschaft, die uns hier besonders interessiert, besagt
dabei, dafl eine beschriankte Teilmenge von R stets von reellen Zahlen
(und nicht von Liicken!) begrenzt ist.

Etwas genauer formuliert man die Eigenschaft der reellen Zahlen so:
Ist S # () eine Teilmenge von R und hat S eine obere Schranke, d. h.
gibt es ein M € R, so daiS\ s < M fiir alle s € S, so gibt es auch eine
kleinste obere Schranke. M € R von S.

Diese kleinste obere Schranke ist sozusagen der Grenzsteln der Menge
S, denn es gilt ja s < M fiir alle s € S, da M eine obere Schranke
ist und aulerdem gibt es keine kleinere Zahl fiir die diese Eigenschaft
noch gilt — daher Grenzstein. Der Grenzstein selbst muf3 {ibrigens nicht
zu der Menge S dazugehoren.

Zum Beispiel ist der obere Grenzstein der Menge S = {z € R|0 <
x < 1} offensichtlich die Zahl 1 aber 1 ¢ S. Als Name fiir den oberen
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Grenzstein einer Menge S wird das Symbol sup S benutzt (sup steht
dabei fiir Supremum). Analog gibt es einen unteren Grenzstein, wenn
S nach unten beschrénkt ist. Diese Zahl wird mit inf S (fiir Infimum)
bezeichnet.

Nochmal zuriick zu Galilei: Was hat inf,sup jetzt mit der fallenden
Kugel zu tun?

Betrachten wir die Menge aller Zeitpunkte fiir die die Kugel die Marke
25(t1) noch nicht erreicht hat

T = {t € R|s(t) < 2s(t1)}.

Diese ist offensichtlich nicht leer, denn zum Beispiel gilt t; € T. Um zu
zeigen, dafl T nach oben beschrinkt ist, miissen wir (entsprechend der
Definition) eine Zahl M finden, so dafl ¢t < M fiir alle t € T gilt.

Im vorliegenden Fall gibt es sicherlich ein solches M, denn irgendwann
einmal wird die Kugel an der Marke 2s(t;) vorbeigeflogen sein (hier
konnen Sie sehr grofziigig sein, z. B. ,nach 10.0000 Jahren“) und da
sie nicht von alleine zuriickkehrt, gilt mit diesem groflen M sicherlich
t< M fir allet € T.

Dann gibt es aber nach der Kontinuum-Eigenschaft auch einen Grenz-
stein von T, namlich die reelle Zahl supT. Als Grenzstein hat der
Zeitpunkt sup T" die Eigenschaft, dafl ¢ < sup T fiir alle Zeitpunkte, an
denen die Kugel die Marke 2s(¢1) noch nicht erreicht hat (d. h. fiir alle
t € T) und sup T ist der fritheste Zeitpunkt mit dieser Eigenschaft.
Mit anderen Worten, sup 7T entspricht unserer Vorstellung nach genau
dem Zeitpunkt, an dem die Kugel die doppelte Entfernung 2s(t;) er-
reicht. Wahrend die Kontinuums-Eigenschaft der reellen Zahlen garan-
tiert, daBl der Grenzstein supT der Menge T existiert, gilt dies eben
fiir die rationalen Zahlen nicht. In den rationalen Zahlen gibt es be-
schriankte Mengen, die keinen rationalen Grenzstein besitzen.
Zusammenfassend stellen wir fest, daf3 die reellen Zahlen ein sinnvolles
Modell fiir Kontinua darstellen, also Léngen, Zeiten, Temperaturen,
Driicke, Spannungen, Stréme, etc.

4. Kontinuierliche Mengen — mehrdimensional

Das Modell der reellen Zahlen beinhaltet eine < Relation, d. h. fiir
zwei Zahlen x,y € R gilt stets x < y oder y < x. Damit eignet sich
R fiir die Beschreibung der Zeit (< bedeutet hier frither als) oder zur
Beschreibung von Punktposition auf einer Geraden (< bedeutet hier
links von). Fiir die Beschreibung von Punktpositionen im Raum ist die
Menge R alleine aber ungeeignet.
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Jeder Schatzsucher weif3, dal hier mehrere Zahlen zur genauen Ortsbe-
schreibung notwendig sind: starte bei der Palme am Strand, gehe 100
Schritte nach Norden, dann 25 Schritte nach Westen und dann findest
Du in 5 FuB} Tiefe eine Kiste.

Wir werden also Positionen im uns umgebenden Raum mit drei Zahlen
beschreiben, und da uns der Raum kontinuierlich erscheint, werden wir
drei reelle Zahlen benutzen. Die Zahlen miissen dabei als Entfernung
in vorgegebenen festen Richtungen von einem bestimmten Punkt aus
interpretiert werden.

In unserem obigen Beispiel waren zwei der Richtungen durch Kompaf}-
markierungen gegeben und die dritte Richtung durch die Gravitations-
kraft. Streng genommen sind diese Richtungen zwar nicht vollstéandig
ortsunabhéngig, aber auf einer kleinen Insel fillt diese Ungenauigkeit
nicht ins Gewicht.

Da wir unsere Raumbeschreibung unabhéngig von der Erde (Magnet-
und Gravitationsfeld) durchfithren wollen, nehmen wir an, wir hitten
spezielle Zeiger endlicher Lénge, die an einem Ende spitz sind und die
die Eigenschaft haben, daf sie im Raum immer in dieselbe Richtung zei-
gen, also nur verschoben, aber nicht gedreht werden kénnen (genau wie
die Kompafinadel oder die Achsen von schnell rotierenden Kreiseln, die
ja auch im sogenannten Kreiselkompafl benutzt werden). Wir wéhlen
dann drei solcher Zeiger gleicher Lange aus (unsere Léngeneinheit), die
paarweise senkrecht aufeinander stehen und nennen sie z. B. §7, S5, 53
(der Pfeil deutet die Orientierung der Zeiger vom stumpfen zum spitzen
Ende an). Dabei ist die Reihenfolge der Nummerierung der Zeiger so
gewihlt, dal die Anordnung der Konstellation Daumen (1), Zeigefinger
(2) und Mittelfinger (3) einer rechten Hand entspricht, die gerade eine
Pistole simuliert.

Jetzt brauchen wir noch einen Punkt A des Raumes zu markieren und
los geht’s: Starte in A und nimm’ die Zeiger mit; gehe die Entfernung
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|z1| in die Richtung von Zeiger §; (bzw. in die entgegengesetzte Rich-
tung, falls z; < 0); gehe von diesem Punkt dann |z5| in Richtung von
Sy (bzw. entgegengesetzt, wenn xy < 0) und wiederhole die Prozedur
vom jetzt erreichten Zwischenpunkt mit der Entfernung |z3| und der
Richtung sj.

Der Endpunkt P ist in diesem Sinne eindeutig durch die drei Zahlen
x1, 9, r3 € R charakterisiert, den sogenannten Koordinaten des Punk-
tes P im (kartesischen) Koordinatensystem (A, 57, 55, 53).

Mit unseren drei verallgemeinerten Kompafinadeln 57, 55, 53 und dem
Bezugspunkt A konnen wir also jedem Tripel von Zahlen (z1,xq,x3)
einen Punkt im Raum zuordnen. Umgekehrt kénnen wir jeden Punkt
im Raum beziiglich seiner Lage zu A vermessen und ihm drei Mafizah-
len zuordnen.

Als Modell des physikalischen Raumes erscheint uns also die Menge
R x R x R aller reellen Zahlentripel geeignet. Wir schreiben fiir diese
Menge auch kurz R?* = R x R x R.

Allgemeiner betrachten wir die n-dimensionalen Réume

Rn:]\RXRX...XRJ
njr:lal

Insbesondere ist R! = R die Menge der reellen Zahlen und R? = R x R
kann dazu benutzt werden, alle Punkte einer Ebene zu beschreiben.
Wir wihlen dazu wieder einen Punkt A im Raum, aber jetzt eben nur
zwei Zeiger day, ds gleicher Lange, die senkrecht aufeinander stehen. Dem
Zahlenpaar (z1,73) € R? ordnen wir dann den Punkt P des Raumes
zu, den man dadurch erreicht, dal man von A die Entfernung |z]
dem Zeiger d; folgt und dann die Entfernung |zs| entlang dy zuriicklegt
(wobei die Richtung von den Vorzeichen von x1, z5 bestimmt wird).

‘ ‘
iy
A a T

Den Fall R? als Modell des Raumes haben wir ja schon besprochen,
aber wofiir braucht man R* R> R®? Die geometrische Interpretation



4. KONTINUIERLICHE MENGEN - MEHRDIMENSIONAL 21

iibersteigt hierbei die menschlichen Féhigkeiten. Die Rdume R™ mit
n > 4 werden daher meist als Zustandsrdume benutzt. Stellen Sie sich
vor, sie wollen den Zustand der Luft, die Sie gerade umgibt, charakteri-
sieren. Wieviele Zahlen brauchen Sie dazu? Je nach dem wie genau Sie
die Luft beschreiben wollen, fillt die Antwort sicherlich unterschiedlich
aus. Beispielsweise konnen sie die Gréflen Dichte, Druck und Geschwin-
digkeit benutzen.

Das sind schon fiinf Zahlen, denn die Geschwindigkeit im Raum be-
schreibt man dadurch, dal man angibt, wie schnell die Bewegung in
§1-Richtung, in §5-Richtung und s3-Richtung ablauft, also mit drei Zah-
len. Der Raum R® kann also dazu benutzt werden, den Zustand der Luft
zu beschreiben.

Da die Werte fiir Dichte, Druck und Geschwindigkeit in jedem Punkt
des Raumes prinzipiell verschieden sein kénnen, wiirde man den Luft-
zustand insgesamt durch eine Funktion f : R® — R® angeben, wobei
z. B. (f(z1, 29, x3));1 die Dichte des Gases am zu (x1, 22, 3) gehdrenden
Punkt beschreibt, (f(z1,zq,x3))2 den Druck, und f3, f4, f5 die Kompo-
nenten der Geschwindigkeit (beachten Sie, dafi f(z1,x2,23) ein Ele-
ment von R® ist und damit fiinf Komponenten hat). Nun besteht Luft
aber aus einem Gemisch von Gasen wie Stickstoff, Sauerstoff, Kohlendi-
oxid etc. und wenn Sie eine genauere Zustandsbeschreibung wiinschen,
so brauchen Sie entsprechend mehr Zahlen. Statt einem Wert fiir die
Dichte der Luft kann man mehrere Partialdichten einfiithren, also die
Dichte des Stickstoffs, des Sauerstoffs, des Kohlendioxids und so wei-
ter. Beschranken wir uns auf die drei Gase, so steigt die Dimension
des Zustandsraums auf sieben, d. h. das Gas wird durch eine Funktion
g : R — R beschrieben. Bleiben wir aber zunichst in den niedrig
dimensionalen Raumen.

Zur Veranschaulichung einer Funktion f : R™ — R™ kann man, zumin-
dest im Fall n4+m < 3, den Graph G der Funktion verwenden. Gy ist
eine Teilmenge des R™*", definiert durch

Gr={(z1,. .., Zn, Y15 -, Ym)|
Y1y Ym) = flx1, .. x0), (21, ..., 2,) € R}

Im Fall f : R — R ist Gy C R? Identifiziert man R? durch Wahl
eines Koordinatensystems mit der Zeichenebene, so entsprechen die
Elemente von Gy Punkten auf einer Kurve in der Zeichenebene. Der
Graph der Funktion f(z) = 2% x € R ist zum Beispiel eine Parabel
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Entsprechend kann man den Graph einer Funktion f : R? — R als
Flache im Raum veranschaulichen, d. h. markiert man alle Raumpunk-
te, die zu Tripeln der Form (z,y, f(x,y)) gehoren, so ist das Gesamt-
gebilde eine Fliache. Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y) =
22 +y?. Der zugehorige Graph hat die Form eines Rotationsparaboloids.

NN
N, 4
AN AR D

‘\‘\‘\\\\\\“ ol
)/

(Y

m

71/

Die dritte Kombination von Definitions- und Bildmenge fiir die n+m <
3 gilt, ist durch f : R — RR? gegeben. Hier entspricht dem Graph
eine Kurve im Raum. Fiir den Fall f(t) = (cos(27t),sin(27t)) ist diese
Kurve z. B. eine Schraubenlinie.
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Zeichnet man hingegen nur den Wertebereich
f(R) = {f(z)lz € R} CR?

der Funktion, so ergibt sich eine Kreiskurve in der Zeichenebene

Diese Darstellung charakterisiert die Funktion jedoch nicht vollstandig.
So hat die Funktion g : R — R?, g(t) = (cos(207t), sin(207t)) den glei-
chen Wertebereich wie f, obwohl es sich offensichtlich um eine andere
Funktion handelt. Die Funktionsgraphen G, G, sind dagegen unter-
schiedlich. Beide Graphen sind Schraubenlinien, aber G, hat nur ein
Zehntel der Ganghohe des Graphen Gy (d. h. G, windet sich zehn
Mal, wenn sich Gy einmal windet). Trotzdem ist die Darstellung des
Wertebereichs hilfreich fiir das Verstdndnis der Funktion.

Im Fall von Funktionen f : R — R? ist die Darstellung des Graphen G
nicht mehr moglich (Teilmenge von R?*), aber der Wertebereich kann
noch als Kurve im Raum dargestellt werden. Als Beispiel nennen wir
hier f(t) = (tsint,tcost,t),
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12 -12

Genauso wie Funktionsgraphen lassen sich auch Lésungsmengen von
Gleichungen und Ungleichungen graphisch veranschaulichen. So bildet
z. B. die Losungsmenge einer Gleichung mit zwei Unbekannten typi-
scherweise eine Kurve in der Zeichenebene. Allgemein kann man ei-
ne Gleichung mit n Unbekannten immer in der Form ¢(z1,...,x,) =
0 darstellen, wobei ¢ : R"™ — R eine gegebene Funktion ist. Die
Losungsmenge ist dann

Lo =A{(x1,...,2,) € R"|p(xq,...,2,) =0}

Als Beispiel betrachten wir zunichst die Funktion ¢ : R? — R

o= (2) + (4) 1

wobei a,b > 0 feste Parameter sind. Um herauszufinden, wie die Lo-
sungsmenge der Gleichung ¢(z,y) = 0 aussieht, konnen wir jetzt belie-
bige Paare (z,y) € R? in die Funktion ¢ einsetzen und nachrechnen, ob
der Funktionswert Null ist. Ist dies der Fall, so markieren wir den ent-
sprechenden Punkt in der Ebene, wenn nicht, so wahlen wir einen ande-
ren Punkt. Mit dieser Vorgehensweise wiirden wir aber bald enttduscht
aufgeben, da man so fast nie einen Punkt der Losungsmenge erwischt.
Ein besserer Ansatz besteht darin, die implizite Gleichung ¢(z,y) = 0
zunéchst in eine explizite Gleichung der Form y = f(x) bzw. = = g(y)
umzuformen. Schauen wir uns unser Beispiel an. Ist (x,y) ein Element
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der Losungsmenge, so gilt ¢(x,y) = 0 und damit

» (- ()

Da immer y? > 0, sehen wir sofort, da$ fiir Elemente der Losungsmenge
2? < a? gelten muB. Ziehen wir die Wurzel und beachten vz2 = |z],
so folgt zunéchst |z| < |a|. Da a > 0 vorausgesetzt war, erhalten wir
also insgesamt |r| < a. Ziehen wir nun die Wurzel aus dem Zusam-
menhang (2), so folgt fiir jedes Element (z,y) der Losungsmenge der

Zusammenhang
2
wl=t/1-(3), ll<a
a

Um diese Darstellung in die Form y = f(x) zu bringen, miissen wir nur
noch die Betragsstriche loswerden. Dazu erinnern wir zunéchst an die
Definition des Betrags

3) |m={y y=20

-y y<0

Um Betrédge aufzulésen, mul man daher immer Fallunterscheidungen
durchfiithren! Betrachten wir den ersten Fall y > 0. Hier gilt einfach
ly| = y, und damit haben wir ausgerechnet, dal, wenn (z,y) ein Ele-
ment der Losungsmenge ist, mit y > 0, die Beziehung

2
y=n/1- (%), ll<a
a

gelten muf.
Entsprechend gilt fiir (z,y) in der Losungsmenge mit y < 0, dafl

—y=0by/1- (g)z, lr] < a

erfiillt ist. Definieren wir

o) = by/1— (2)2 F () = —by/1— (2)2 el < a

so haben wir bisher gezeigt, dafl

Lo € {(z,9)ly = fe(2), [2] < a} U{(z, y)ly = [-(2), [z] < a}

Um die Gleichheit der beiden Mengen nachzuweisen, bleibt noch zu
zeigen, daf jedes Element (z, f(x)) bzw. (z, f_(x)) in der expliziten
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Darstellung auch eine Losung der Gleichung ¢(x,y) ist, d. h. es fehlt
noch die umgekehrte Inklusion

{(@ )|y = fo (@), o] < a} U{(z,9)ly = [-(2), 2] <a} € Lo

Dies ist aber einfach, man mufl nur noch einsetzen und nachrechnen,
daB ¢(z, fr(x)) =0 und ¢(z, f_(x)) = 0 gilt.

Zum Darstellen der Losungsmenge Lg konnen wir also die Graphen der
Funktionen f,, f_ zeichnen. Dazu fertigen wir eine Wertetabelle an, be-
rechnen endlich viele Funktionswerte, tragen die Paare (x, fi(x)) und
(x, f_(x)) in der Zeichenebene ein und verbinden danach benachbarte
Punkte. Wenn wir das mit hinreichend vielen Punkten x aus der De-
finitionsmenge {x||z| < a} machen, so entsprechen die resultierenden
Polygonziige ziemlich genau den Funktionsgraphen (da die Funktionen
f+, f- stetig sind). Im vorliegenden Fall findet man eine Ellipse mit
den Halbachsen a, b.

Beinhaltet die Gleichung drei Unbekannte, wird also durch eine Funkti-
on ¥ : R? — R beschrieben, so bildet die veranschaulichte Losungsmenge
von ¥(z,y, z) = 0 typischerweise eine Flache im Raum. Ist etwa

v = (s @)+ ('

mit a,b,c > 0, so entspricht die Losungsmenge der Oberfliche eines
Ellipsoids.
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Mit den gleichen Schritten wie oben formt man auch hier die implizite
Gleichung zunéchst in explizit Gleichungen um. Es gilt

{(z,y, )|V (2,y,2) =0} = {(z,9,9+(z,9))l(z,y) € E}
U {(,y,9-(2,9))l(x,y) € E}

wobei E eine Teilmenge der Form

(4) E:{(x,y)ERﬂ(%)z—i—(%)Q—lgO}

istund g, : F — R,g_ : E — R die Form

s =1 (5 = (1) 0w = gute)

a

haben. Beachten Sie, dal E' eine Losungsmenge einer Ungleichung ist,
d. h. alle Paare (z,y) enthélt, die der Ungleichung ¢(z,y) < 0 gehor-
chen, wobei ¢ die ,Ellipsenfunktion® ist. Wie l6st man nun so eine
Ungleichung? Hier hilft eine Eigenschaft der Funktion, die wir spéter
noch genauer untersuchen werden: die Stetigkeit. Diese Eigenschaft be-
sagt anschaulich, dal die Funktionswerte der Funktion ¢ sich nicht
abrupt dndern, wenn sich die Argumente kontinuierlich &ndern. Bei ste-
tigen Funktion ¢ geht man zur Bestimmung der Losungsmenge einer
Ungleichung ¢(x,y) < 0 folgendermaflen vor. Zunéchst berechnet man
die Kurve, die zur Losungsmenge der Gleichung ¢(z,y) = 0 gehort,
was ja in unserem Fall eine Ellipse ergibt. Danach iiberpriift man in
den durch die Kurve separierten Gebieten jeweils in einem Punkt das
Vorzeichen der Funktion ¢. So findet man im Innern der Ellipse z. B.
#(0,0) = —1 < 0 und auflerhalb ¢(2a,0) =4 —1 =3 > 0. Dann muf
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aber auch dberall im Innern der Ellipse ¢(x,y) < 0 gelten und berall
auBerhalb ¢(z,y) > 0. Wire namlich ¢(Z,7) > 0 fiir einen Punkt im
Innern der Ellipse, dann wiirde die Funktion ¢ auf der Verbindungslinie
zwischen (0,0) und (7,y) mit einem negativen Wert starten und mit
einem positiven Wert enden, ohne zwischendurch die Null zu durch-
laufen (die Punkte mit ¢(z,y) = 0 liegen ja auf der Ellipse und die
schneidet die Verbindung zwischen (0,0) und (Z,%) nicht). Das kann
aber nur dann moglich sein, wenn der Wert von ¢ auf der Verbin-
dung plotzlich von negativen auf positive Werte springt, einem Fall,
der der Stetigkeit widerspricht. Genauso zeigt man, dafy auflerhalb der
Ellipse ¢(x,y) > 0 gilt, wobei man hier nicht immer die direkte Ver-
bindungslinie fiir das Argument benutzen kann (denken Sie z. B. an
die beiden Punkte (2a,0), (—2a,0), deren Verbindungslinie die Ellipse
schneidet). Statt dessen wird man eine gekriimmte, aber kontinuierli-
che (stetige) Verbindung wéhlen, die die Ellipse nicht beriihrt und die
beiden gewiinschten Punkte verbindet. Damit haben wir gezeigt, dafl
die Menge E in (4) eine elliptische Scheibe in der Zeichenebene be-
schreibt. Trégt man iiber bzw. unter jedem Punkt (x,y) dieser Scheibe
gerade die beiden Werte g (x,y),g_(x,y) im Raum ein, so ergibt das
Gesamtgebilde eben die Ellipsoidfléche.

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir noch Gleichungen bzw.
Ungleichungen, die Betragsfunktionen beinhalten. Traditionell bereitet
die Auflésung solcher Gleichungen Schwierigkeiten und diesen Schwie-
rigkeiten kann man am besten durch sorgfiltiges Arbeiten begegnen.
Diese Sorgfalt ist deshalb notig, weil die Definition (3) der Betrags-
funktion zwei Félle beinhaltet. Beim Auflésen mufl man deshalb fiir
jedes Auftreten der Betragsfunktion zwei Félle unterscheiden. Bein-
haltet eine Gleichung also drei Betragsfunktionen, so miissen bereits
23 = 8 Fille unterschieden werden, und wenn man hier nicht buch-
halterisch (also sorgfiltig) vorgeht, so ist einer der Félle schnell einmal
vergessen. Bevor wir uns einige Beispiele anschauen, zunéchst noch eine
Bemerkung zu Gleichungen bzw. Ungleichungen, die auf der Funktion
Az,y) = ax + by + ¢ beruhen.

Ist b # 0, so sieht man schnell, dal die veranschaulichte Losungsmenge
von A(z,y) = 0 die Form einer Geraden hat, denn jedes Paar (z,y) der
Losungsmenge ist eindeutig durch die explizite Geradengleichung

Y= —%x — %, reR
charakterisiert. Ist dagegen b = 0, aber a # 0, so beschreibt die
Losungsmenge von A(z,y) = 0 eine Gerade parallel zur y-Achse. Die
Einschrankung an Paare (z,y) der Losungsmenge ist ndmlich nur eine
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Einschrénkung an die xz-Komponente
c
r=——, yeR
a

und y kann frei in R variieren.

Der Fall a = b = 0 ist natiirlich langweilig. Hier ist die Losungsmenge
der Gleichung A(z,y) = 0 entweder leer (wenn ¢ # 0), oder der ganze
Raum R? (wenn ¢ = 0). Sie sehen aber, daf§ die Lésungsmenge einer
Gleichung mit zwei Unbekannten nicht unbedingt eine Kurve sein muf.
Im interessanten Fall |a| + |b] # 0 ist die Losungsmenge aber durch
eine Gerade in der Zeichenebene gegeben und entsprechend sind die
Losungsmengen der Ungleichungen A(z,y) < 0, A(z,y) > 0 Halbraume.
Da X stetig ist, geniigt es dazu, das Vorzeichen von A an einem Punkt
ober- bzw. unterhalb der Geraden auszuwerten. Als Beispiel betrachten
wir A(z,y) = x — 2y. Die Gleichung A(z,y) = 0 fithrt auf die Geraden-
gleichung y = %x Die Losungsmenge entspricht also der um 1 nach
oben verschobenen Geraden mit Steigung 1/2.

Auswertung von A am Punkt (2,0) liefert A\(2,0) = 2 > 0, d. h. die
Ungleichung A(z,y) > 0 liefert als Losungsmenge den Halbraum un-
terhalb der Geraden. Entsprechend findet man den oberen Halbraum
als Losungsmenge der Ungleichung A(z,y) < 0. Schauen wir uns jetzt
aber einmal eine Gleichung a(z,y) = 0 mit einer Betragsfunktion an.

Oé(l‘,y):|l'—y|—17 $7?/€R-

Eine Betragsfunktion bedeutet, dafl zwei Fille zu unterscheiden sind,
nédmlich hier x —y > 0 (Fall 1) und z — y < 0 (Fall 2). Beachten Sie,
dafl die beiden Félle geometrisch zwei Halbrdumen in der Zeichenebe-
ne entsprechen: im Fall 1 suchen wir nach Punkten der Lésungsmenge
von «(z,y) = 0 unterhalb der Winkelhalbierenden (y < x) und im
Fall 2 nach Losungspunkten oberhalb der Winkelhalbierenden (y > ).
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Schauen wir uns aber zunéchst Fall 1 an. Nach Definition der Betrags-
funktion entspricht |z — y| gerade  — y, wenn x —y > 0 ist. In diesem
Fall lautet die Gleichung also einfach

r—y—1=0, z—y>0

und die Losungsmenge ist, wie wir wissen, eine Gerade. Diese zeichnen
wir unterhalb der Winkelhalbierenden. Im Fall 2 besagt die Definition
der Betragsfunktion, dafl |z —y| = —(z—vy) ist (jetzt ist ndmlich (x —y)
negativ und daher —(x — y) der positive Betragswert!) Nicht wundern,
nur einsetzen:
—(x—y)—1=0, z—y<0

Auch hier erhalten wir wieder eine Gerade als Losungsmenge, die ober-
halb der Winkelhalbierenden gezeichnet wird. Insgesamt erhilt man
die graphische Darstellung der Losungsmenge

2 - .
4
4
4
4
or /S »°
7
04
V4
_2l
-2 0 2

Die Ungleichung a(x,y) < 0 entspricht iibrigens dem Streifen zwischen
den beiden Geraden, da a(0,0) = —1 < 0 und «(2,0) = «(-2,0) =
1 > 0. Im Fall einer Gleichung mit mehreren Betragsfunktionen ist
der Losungsprozef iibrigens nicht schwieriger, sondern nur aufwendiger.
Betrachten wir z. B.

und die zugehorige Gleichung 5(x,y) = 0.
Wir arbeiten uns von innen nach auflen vor und unterscheiden zunachst

x—2y >0 (Fall 1) und (x — 2y) < 0 (Fall 2). Im Fall 1 stellt sich die
Gleichung als

lt+ (z—2y)|—1=0, z—2y>0

dar, was erneut auf zwei Fille fithrt, ndmlich 22 — 2y > 0 (Fall 1.1)
und 2z — 2y < 0. Wir stellen fest, da8 die Halbebenen y < z/2, auf die
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wir uns im Fall 1 beschrénken, durch die zusétzliche Unterscheidung
wiederum in zwei Hélften zerlegt wird und zwar durch den Schnitt mit
der Halbebene unterhalb der Winkelhalbierenden (y < x) im Fall 1.1
und oberhalb der Winkelhalbierenden (y > x) im Fall 1.2. Im Fall 1.1.
reduziert sich die Gleichung also auf

2 —2y—1=0 y<1/2z, y<zx

und liefert eine Gerade, die im Durchschnitt der Halbraume y < x/2
und y < x gezeichnet werden darf. Entsprechend liefert Fall 1.2.

—(2x—-2y)—1=0 y<=z/2, y>z
Im Fall 2 lautet die Gleichung wegen |z — 2y| = —(z — 2y) nun
O=lz—(z—-2y)|—1=2y| -1, z—-2y<0

Auch hier ergeben sich zwei Unterfille, ndmlich y > 0 (Fall 2.1) und
y < 0 (Fall 2.2.). In jedem der beiden Fille ist die Losungsmenge eine
Gerade parallel zur z-Achse und zwar im Fall 2.1 gegeben durch

20—1=0 y>=z/2, y<0
und im Fall 2.2 durch
—2y—1=0 y>z/2, y<o0

Insgesamt hat die Losungsmenge die Struktur

wobei wieder im Inneren des abknickenden Streifens [(z,y) < 0 gilt,
denn 5(0,0) = —1 < 0.

Als Schlubemerkung sei erwéhnt, daf§ die Losungsmenge eines Systems
von Gleichungen bzw. Ungleichungen der Durchschnitt der Losungsmengen
der einzelnen Gleichungen bzw. Ungleichungen ist.






KAPITEL 2

Lineare Funktionen

1. Vektorriaume

Erinnern wir uns noch einmal an die Kompafnadel-Zeiger aus Ab-
schnitt (4), die beliebig im Raum verschoben werden koénnen, die aber
ihre Richtung unveréndert beibehalten. Stellen wir uns vor, daf§ wir zu
je zwei Punkten A und B im Raum einen solchen Zeiger @ ,,schnitzen*
konnen, dessen Spitze auf B zeigt, wenn sich das andere Ende im Punkt
A befindet. Ist x > 0 eine reelle Zahl, so bezeichne xd den neugeschnit-
zen Zeiger, der in die gleiche Richtung wie @ zeigt, aber z-mal so lang
ist. Also 3@ ist dreimal so lang wie @ und 1/2d einhalb mal. Der ,, Zei-
ger” Oa ist besonders einfach zu schnitzen - hier ist gar nichts zu tun,
da der Null-Zeiger Lange Null hat. Ein Zeiger, der in die entgegenge-
setzte Richtung wie @ zeigt, aber genauso lang ist, nennen wir —a und
fiir eine Zahl z < 0 soll zd bedeuten, dafl wir einen Zeiger schnitzen,
mit der |z|-fachen Léange von @, der in die entgengesetzte Richtung von
a zeigt. Das Neuschnitzen definiert somit eine Abbildung: jedem Paar
(x,d) bestehend aus einer reellen Zahl x und einem Zeiger a@ wird ein
neuer Zeiger xa zugeordnet. Bezeichnet S Zeiger, so haben wir also

RxS — S
(r,d) — zd

Im Folgenden interessieren wir uns nur fiir die Zeigewirkung unserer
Zeiger, d. h. wir werden zwei Zeiger als gleich(-wertig) betrachten, wenn
die Spitzen auf denselben Endpunkt zeigen, sofern die stumpfen Enden
am gleichen Punkt sind. Das bedeutet z. B., dal wir schreiben kénnen

y(zd) = (yx)d, x(—d) = (—x)d
wobei das Gleichheitszeichen zwischen zwei Zeigern eben besagt, dafl
sie die gleiche Zeigewirkung haben. Zum Zeigen von einem Ausgangs-
punkt auf einen Endpunkt mufl man iibrigens nicht unbedingt einzelne
Zeiger benutzen. Stellen wir uns vor, wir kénnen das spitze Ende eines
Zeigers fest mit dem stumpfen Ende eines anderen Zeigers b verbin-
den. Dann hat die Gesamtkonstruktion immer noch ein stumpfes und
ein spitzes Ende und ist somit in der Zeigewirkung gleich(-wertig) mit

33
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einem einzelnen Zeiger €, der geradlinig das stumpfe mit dem spitzen
Ende der Konstruktion verbindet

™y
S

ST

Beachten Sie auch, daf der aus @ und b bestehende abgeknickte Zei-
gestock genau wie € frei im Raum verschoben werden kann, und dafl
eine Drehung nicht moglich ist, da sich die Bestandteile @, b der Rich-
tungsanderung widersetzen.

In diesem Sinne kénnen wir das Verkleben von Zeigern als eine Abbil-
dung verstehen, die jedem Zeigerpaar (d, E) den gleichwertigen Zeiger
€ zuordnet, der das stumpfe Ende von @ mit dem spitzen Ende des
an a befestigten Zeigers b verbindet. Ist S die Menge aller Zeiger, so

bezeichnen wir die Abbildung mit

+: x5 — S
(@0b) — a+b
Das Pluszeichen fiir die Verklebeoperation ist hier iibrigens nicht zufallig
gewdhlt. Tatsédchlich erfiillt die Verklebeoperation unserer Erfahrung

nach alle Eigenschaften, die wir vom ,iiblichen“+ kennen. So &ndert
z. B. das Ankleben des Null-Zeigers die Zeigewirkung nicht, d. h.

i+0=a
Auch ist das Verkleben assoziativ
(@+b)+T=a+ (b+2),

denn es ergibt sich die gleiche Zeigewirkung, wenn man zuerst ban a
klebt und dann & an b befestigt, oder zuerst b und & verbindet (immer
die Spitze des ersten Zeigers am stumpfen Ende des zweiten Zeigers)
und dann diese Kombination an der Spitze von a befestigt. Auch zeigt
unsere Erfahrung, daf§ @ + b=b+a gilt (ob ich zuerst fiinf Schritte
nach Norden und dann zwei Schritte nach Westen gehe, oder zuerst zwei
Schritte nach Westen und dann fiinf nach Norden, in jedem Fall komme
ich am selben Punkt an. Beachten Sie aber, dafl diese Aussage in einem
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gekriimmten Raum nicht unbedingt gilt und damit moglicherweise eine
Approximation der Realitdt darstellt).

Durch ,,Experimente“ konnen wir uns davon iiberzeugen, dafl die Zeiger
zusammen mit Schnitz- und Verklebeoperation folgende Eigenschaften
erfiillen (zur Erinnerung: die Gleichheit zweier Konstruktionen bezieht
sich auf die Zeigewirkung)

it+b=b+a
(@+b)+T=d+ (b+0)
i+0=ad
a+(—a)=0

la=a

x(ya) = (zy)da
2(@+b) = 2@ + zb
(x+y)d =zd+yd

wobei d, 5, ¢ Elemente der Zeigermenge S sind und z,y, € R.
Allgemeiner nennt man eine Menge V' mit zwei Operationen

RxS — S SxS — S

-

(z,@) — ad (@b) — a+b

einem sogenannten Nullelement 0 und inversen Elementen (—a) zu al-
len @ € V, die zusammen den obigen Regeln gehorchen, einen Vektor-
raum iiber R. Die Elemente eines solchen Raumes werden als Vektoren
bezeichnet und die Operationen heiflen Addition bzw. skalare Multi-
plikation. Die inversen Elemente und das neutrale Element miissen
iibrigens nicht lange gesucht werden. Man kann némlich zeigen, dafl
in jedem Vektorraum die Zusammenhinge

0d=0 (-ld=-d, aecV

gelten, wozu man ausschlieflich die acht Rechenregeln benutzt. Hat
man sich also zu einer Menge V' eine Operation R x V' — V iiberlegt,
mit dem Ziel, einen Vektorraum zu konstruieren, dann gibt es nur noch
eine Wahl fiir den Nullvektor und die inversen Elemente, mit denen das
Ziel erreicht werden kann, ndmlich 0 = 0 fiir ein beliebiges Element
d@ von V und (—ad) = (—1)d fiir alle @ € V. In der Mathematik findet
man héaufig Vektorrdume von Funktionen. Betrachten wir z. B. alle
Funktionen auf einer Menge D mit Werten in der Menge R

V=A{f:D—R}
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Zur Definition der Skalarmultiplikation miissen wir uns iiberlegen, wel-
che Funktion af sein soll, wenn f € V und « € R ist. Die natiirliche
Definition fiir das a-fache einer Funktion ist sicherlich die Funktion mit
den a-fachen Funktionswerten

(af)(z) =af(x), z€D.

Entsprechend ist es naheliegend, die Funktion f + ¢ durch die Summe
der Funktionswerte von f und ¢ zu definieren

(f+9)(x) = f(x)+g(z), ze€D.

Mit dieser Vereinbarung fiir die skalare Multiplikation und die Addition
ist der Funktionenraum V' tatséchlich ein Vektorraum iiber R, was man
durch Nachpriifen aller Rechengesetze nachweisen kann. Beispielsweise
gilt f+g=g+ f, denn

(f +9)(x) = f(2) +9(z) = g(x) + f(z) = (9 + [)(2),

wobei die Kommutativitat der reellen Zahlen ausgenutzt wurde. In die-
ser Weise konnen alle Bedingungen leicht nachgepriift werden. Beach-
ten Sie, dal der Nullvektor in V' der Nullfunktion entspricht, die jedem
Argument den Wert 0 € R zuordnet.

Ein anderer Funktionenvektorraum, den Sie gewifl kennen, ist der Raum
aller Polynome auf R. Ein Polynom ist eine Funktion der Form

p(z) = ap+aix +asr® +... +a,2”, xR

mit beliebigen reellen Koeffizienten a;. Den héchsten Exponenten, der
mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten auftritt, nennt man den
Grad des Polynoms, oder kurz deg p. Die Menge aller reellen Polynome
ist also

P ={p:R — R|p Polynom }

Offensichtlich ist diese Menge im Vektorraum aller reellen Funktionen
auf R enthalten (obiges Beispiel mit D = R). Mit den gleichen De-
finitionen fiir skalare Multiplikation und Addition ist aber P selbst
ein Vektorraum fiir sich, da das Vielfache eines Polynoms wieder ein
Polynom ist

(ap)(x) = aay + aaz + . .. + aa,z”

und auch die Summe zweier Polynome wieder ein Polynom ergibt. Die
Rechengesetze miissen jetzt gar nicht mehr iiberpriift werden, da sie ja
fiir alle reelle Funktionen im obigen Beispiel bereits bestétigt wurden.
Dieser Fall tritt allgemein fiir jede Teilmenge U eines Vektorraums V'
auf, bei der sowohl die skalare Multiplikation als auch die Addition kei-
ne Ergebnisse aulerhalb von U liefern, genauer, falls fiir alle «,w € U
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und alle « € R @+ @ € U und au € U gilt. Solch eine Teilmen-
ge nennen wir Untervektorraum von V. Die Polynome bilden in dieser
Sprechweise also einen Untervektorraum des Vektorraums aller reellen
Funktionen auf R. Wir finden sogar eine unendliche Kette von Unter-
vektorrdumen Py C P; C Py C ... C P, wenn wir die Raume P, =
aller Polynome vom Grad < n betrachten

P, ={p: R — R|Polynom, deg p < n}

Wir werden noch viele andere Untervektorrdume der reellen Funktio-
nen kennen lernen, z. B. die stetigen Funktionen, k-mal differenzierbare
Funktionen, integrierbare Funktionen, quadrat-integrierbare Funktio-
nen etc.

Zum Schluf} betrachten wir noch einen Spezialfall des ersten Beispiels,
den Fall einer endlichen Definitionsmenge D = {1,...,n}. Aus Ab-
schnitt (1) wissen wir, daf eine reelle Funktion f : D — R durch ihre
Wertetabelle vollstéandig beschrieben ist, d. h. die n reellen Zahlen

(f(1),...,f(n)) eR"

haben den gleichen Informationsgehalt wie f. Die oben eingefiihrten
Operationen Addition und skalare Multiplikation fiir reelle Funktionen
tibertragen sich damit auf das Rechnen mit Wertetabellen (n-Tupeln)
gemaf

a(f(1),..., fm) = (@f(1),...,af(n),a € R

und

(f),.. . f () + (9(1), -, 9(n) = (f(1) +9(1), ..., f(n) + g(n))

Mit diesen Definitionen fiir Addition und skalare Multiplikation bildet
der R™ folglich einen Vektorraum.

2. Basis und Dimension

Wir entwickeln den Begriff Basis zunéchst fiir unseren anschaulichen
Zeiger-Vektorraum. Dazu erinnern wir uns an das kartesische Koordi-
natensystem (A, 51, 53, 53), das aus einem Referenzpunkt A und drei
zueinander senkrecht angeordneten Zeigern s7, 53,53 € S besteht. Ist
a € S ein beliebiger Zeiger, so zeigt er auf einen bestimmten Punkt
P, wenn sein stumpfes Ende in A befestigt wird. Jeder Punkt P im
Raum 148t sich aber mit Hilfe des Koordinatensystems durch drei Zah-
len (1, z2, x3) beschreiben, wobei x; angibt, wie weit man von A aus in
Richtung s; gehen mufl, um nach P zu gelangen. Anders ausgedriickt,
schnitzen wir drei Zeiger x157, 255 und x353 und befestigen das stump-
fe Ende von 7157 in A, das stumpfe Ende von x5, an der Spitze von
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1157 und schliefllich das stumpfe Ende von x353 an der Spitze von 1,55,
so zeigt die Spitze von 353 genau auf den Punkt P, d. h. es gilt

.Tlgl + $2§2 + SL’3§3 =a

Daraus konnen wir zwei wichtige Schlulfolgerungen ziehen. Erstens
kann man die Menge aller Raumpunkte mit der Menge aller Zeiger
identifizieren, wenn man einen Referenzpunkt A im Raum auszeichnet.
Zu einem beliebigen Punkt P gehort dann der Zeiger, der von A auf P
zeigt und einen beliebigen Zeiger kann man umgekehrt als Stellvertreter
fiir den Punkt betrachten, auf den der Zeiger zeigt, wenn sein stump-
fes Ende sich im Referenzpunkt A befindet. In dieser Interpretation
bezeichnet man @ € S auch als Ortsvektor.

Die zweite Schluflfolgerung ist, dafl jeder Zeiger als Kombination der
drei Zeiger si, 5o, S3 erzeugt werden kann, wobei diese Eigenschaft ver-
loren geht, wenn wir auf nur einen der Basis-Zeiger §1, Sa, §3 verzichten.
Eine dhnliche Situation finden wir im Vektrorraum R? mit den beiden
Vektoren (1,1) und (1,0). Kénnen mit diesen Vektoren alle anderen
Zahlenpaare dargestellt werden? Ist @ = (a1, az) ein beliebiges Paar, so
fragen wir uns, ob es Kombinationskoeffizienten x,, zs € R gibt, so dafl

(al,ag) = .’L’1<1, 1) -+ IQ(LO) = (Il + 562,1’1)

gilt. Die resultierenden Bedingungen a; = x1 + x2 und ay = 27 an die
Koeffizienten lassen sich auflosen

T = A, Tog =01 —T1 =0a1 — Q2

und wir sehen, daf} es genau eine Moglichkeit der Darstellung mit (1, 1)
und (1, 0) gibt, ndmlich

(a1,a9) = a1 (1,1) + (a3 — az)(1,0)

Bei der Generierung beliebiger Paare @ = (a1, az) sind offensichtlich bei-
de Vektoren unverzichtbar. Wiirden wir (1,0) weglassen, so liefie sich
nicht mehr jeder Vektor durch das iibrig gebliebene Zahlenpaar (1, 1)
darstellen. Zum Beispiel ist (1,0) selbst durch (1,1) nicht darstellbar,
da z(1,1) # (1,0) fir alle x € R. Genauso 1a8t sich der Vektor (1,1)
nicht durch (1, 0) darstellen, so daf auch auf (1, 1) nicht verzichtet wer-
den kann. Zusammenfassend konnen wir also sagen, dafl die Vektoren
{(1,1),(1,0)} den ganzen R? erzeugen kénnen, wobei diese Eigenschaft
verloren geht, wenn wir auf einen der Vektoren verzichten. In diesem
Sinne kann man {(1,1),(1,0)} als minimales Erzeugendensystem des
R? bezeichnen.
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Als weiteres Beispiel betrachten wir den Raum P; aller Polynome vom
Grad < 1 und fragen uns, ob {qo, ¢1, g2} mit

wx)=1, q@)=x—-1, @x)=z+1
ein Erzeugendensystem von P ist. Dazu miissen wir nur zeigen, dafl

jedes Element von P; als Linearkombination der ¢; darstellbar ist. Sei
p(z) = ap+ a1z solch ein allgemeines Polynom. Dann gilt offensichtlich

p = aoqo + ai1(q1 + qo) = (ao + a1)qo + ar1q

d. h. {qo, q1,¢2} ist ein Erzeugendensystem. Da der Vektor ¢o bei der
Darstellung gar nicht benotigt wurde, kénnte er auch aus dem Erzeu-
gendensystem entfernt werden, ohne dafl die Darstellbarkeit beliebiger
Polynome darunter leidet. Das Erzeugendensystem ist also nicht mi-
nimal. Aulerdem konnen wir beobachten, dafl mit solch einem nicht-
minimalen Erzeugendensystem die Darstellung der Vektoren mehrdeu-
tig ist. So hat das Polynom p(x) = 2z mindestens zwei Darstellungen

D=2q+2q, p=q+¢

Als abschlieBendes Beispiel betrachten wir noch den Raum P aller Po-
lynome auf R. Durch die Polynome ¢, (z) = 2™ mit n € Ny wird offen-
sichtlich ein minimalen Erzeugendensystem definiert. Wir sehen mit
diesem Beispiel, dafi auch Erzeugendensysteme mit unendlich vielen
Elementen auftreten kénnen.

Zur Verallgemeinerung unserer Beobachtungen wenden wir uns nun
einem allgemeinen Vektorraum V {iber R zu, von dem wir nur die
grundlegenden Vektorraumeigenschaften kennen. Eine nichtleere Men-
ge E C V von Vektoren bezeichnen wir als Erzeugendensystem des
Vektorraums, wenn jeder Vektor ¢ € V' als endliche Kombination (so-
genannte Linearkombination)

?7:$1€1+{E2€2+...+,1‘m5m ZL‘Z‘ER,B_;‘GE,’ITLGN

geschrieben werden kann (beachten Sie, da§ E nicht endlich sein muf}
und dafl die Anzahl der Summanden je nach Vektor ¢ variieren kann).
Ist das Erzeugendensystem minimalin dem Sinne, dafl beim Weglassen
auch nur eines Vektors die Erzeugendeneigenschaft von F verloren geht,
so bezeichnen wir I auch als Basis und die Elemente als Basisvektoren.
Eine Basis ist also ein minimales Erzeugendensystem.

Der Vollstindigkeit halber sei erwiihnt, dafl man die leere Menge E = ()
als Erzeugendensystem des Nullvektorraums V = {0} definiert. Der
Nullvektorraum ist offensichtlich ein sehr langweiliges Objekt, da er nur
ein einziges Element, den Nullvektor, enthélt. Trotzdem erfiillt diese
Menge zusammen mit den durch 0 +0 = Ound -0 = 0,z € R
definierten Operationen alle Vektrorraumeigenschaften und ist somit
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ein vollwertiger reeller Vektorraum. Durch den Trick, die leere Menge
als Erzeugendensystem von {0} zu definieren, verhindert man, da8 der
Nullvektor in einem minimalen Erzeugendensystem auftauchen kann.
In ,verniinftigen® Vektorriumen V # {0} ist das sowieso der Fall,
da man bei der Darstellung von Vektoren sicherlich aufs Vielfache des
Nullvektors verzichten kann. Im Fall V' = {5} dagegen kann man nur
dann auch auf den Nullvektor im Erzeugendensystem verzichten, wenn
eben {0} \ {0} = ) immer noch ein Erzeugendensystem ist.

Wenden wir uns nun der Frage zu, wann ein Vektor v € V eindeu-
tig durch ein Erzeugendensystem darstellbar ist. Dabei betrachten wir
zunéchst die Darstellbarkeit des Nullvektors. Dieser spezielle Vektor
1Bt sich in trivialer Weise darstellen. Es gilt nédmlich 0= r1€; mit
r1 = 0 und €; € F, oder auch 0= 1€ + T2€y mit ; = 9 = 0 und
€1,6, € Foder0=1-¢ + (—1)é} usw. LaBit sich der Nullvektor auch
weniger langweilig darstellen? Nehmen wir einmal an, dafl

0:$1€1+...+$n€n, é;EE

wobei die Vektoren €; paarweise verschieden sind und nicht alle z; = 0
seien; also z. B. x; # 0. Dann gilt aber
— To Tn o
€] = ——€3 —...— —€p
I I

d. h. der Vektor €] im Erzeugendensystem ist iiberfliissig, da er selbst
ja bereits durch die Vektoren és, ..., €, dargestellt werden kann. Wir
konnen €7 also aus E entfernen, ohne daf§ die Erzeugendeneigenschaft
verloren geht, d. h. F/ kann keine Basis sein, wenn sich die Null nicht-
langweilig darstellen 148t. Anders herum gesagt, gibt es mit einer Basis
nur eine einzige Moglichkeit, den Nullvektor durch paarweise verschie-
dene Vektoren darzustellen, indem man alle Koeffizienten gleich Null
wahlt. Diese Besonderheit bezeichnen wir als lineare Unabhdingigkeit,
d. h. kann mit Vektoren dy,...,d, der Nullvektor nur dadurch dar-
gestellt werden, dafl alle Koeffizienten gleich Null gew&hlt werden, so
heiflen @y, . .., d, linear unabhdngig. Ist dagegen eine nicht-triviale Dar-
stellung moglich, so heiflen die Vektoren linear abhdngig.

Unsere Beobachtung, dal der Nullvektor mit paarweise verschiedenen
Basisvektoren nur trivial darstellbar ist (d. h. nur mit Null- Koeffizien-
ten) kann also auch so formuliert werden, dafl paarweise verschiedene
Basisvektoren €7, ..., €, immer linear unabhéngig sind. In diesem Sin-
ne ist also eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Um-
gekehrt ist aber auch jedes linear unabhéngige Erzeugendensystem eine
Basis. Um dies zu zeigen, nehmen wir einmal an, wir hétten ein linear
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unabhéngiges Erzeugendensystem F, das keine Basis, also nicht mini-
mal ist. Insbesondere gibt es dann einen Vektor ¢ € E, den man aus
FE herausnehmen kann, ohne dafl die Erzeugendeneigenschaft darunter
leidet. %tellen wir den Vektor € durch paarweise verschiedene Vektoren

bi,... by aus dem verkleinerten Erzeugendensystem E \ {&} dar, so
folgt

Das ist aber ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von £ und
somit ist die Annahme falsch, dafl man einen Vektor aus E entfernen
kann, ohne die Erzeugendeneigenschaft zu verlieren. Wir haben damit
gezeigt

Satz 1. Die Basen eines Vektorraums sind genau die linear unabhdn-
gigen Erzeugendensysteme .

Wie sieht es aber jetzt mit der eindeutigen Darstellung anderer Vekto-
ren als dem Nullvektor aus? Nehmen wir zunéchst an, dafl ein Vektor
v zwei Darstellungen der Form

U:x1€1—|—+xn€n

und

mit den paarweise verschiedenen Vektoren €7, ..., €, der Basis E hat.
Durch Gleichsetzen und Vorklammern ergibt sich sofort

0= (z1—y1)e + ...+ (X0 — yn)&,

und da es in einer Basis nur die langweilige Darstellung der Null gibt,
folgt, dafi die Koeffizienten z;,y; in der Darstellung von ¢’ gleich sein
miissen. Ein aufmerksamer Beobachter wird bemerkt haben, dafl diese
Aussage noch nicht ganz ausreicht, um zu schlieflen, daf die Darstellung
von Vektoren in einer Basis eindeutig ist. Es konnte ja sein, dafl der
gleiche Vektor o die beiden Darstellungen mit paarweise verschiedenen
Basisvektoren

—

2161+ ...+ Tp€y + Tp1Ay + .. F T,

<y
I

und
U= y151 4+ ...+ ynén + yk+1b1 4+ ...+ ykerl;m

hat, wobei ein Teil der Basisvektoren in beiden Darstellungen auftre-
ten (€,...,6,), ein anderer Teil der Basisvektoren (dy,...,d,) bzw.



42 2. LINEARE FUNKTIONEN

(51, N l;m) aber nur in jeweils einer der beiden Darstellungen. Tat-
séchlich ist dieser Fall aber einfach abzuhandeln, denn es gilt ja

T = 218 + ...+ Tp6h + Thyndi + - - . + Thosniin + 001 + . .. + Oby,
= Y&+ Ye€h + 0T+ o+ 0Gn + Yerabr F - .+ Ysrmbm

wobei jetzt in beiden Darstellungen die gleichen paarweise verschiede-
nen Basisvektoren auftauchen. Fiir diesen Fall wissen wir aber schon,
dafl die Koeffizienten dann iibereinstimmen, d. h. es gilt x; = y; fiir
1=1,...,kund z; = y; = 0 fiir ¢ > k. Wir fassen unser Ergebnis in
einem Satz zusammen

Satz 2. Sei V' ein Vektorraum dber R und sei E eine Basis von V.
Dann lafst sich der Nullvektor nur durch Linearkombinationen mit Null-
Koeffizienten darstellen und fir jeden Vektor 0 # v €V gibt es genau
eine Darstellungsmdglichkeit der Form

U= $1€1 + ... +xn€n
mit paarweise verschiedenen Vektoren €; € E und 0 # x; € R.

Basen sind also niitzlich zur eindeutigen Charakterisierung jedes Vek-
tors v € V und es stellt sich die Frage, ob solche Erzeugendensysteme
in jedem Vektrorraum zur Verfiigung stehen. Beschrénken wir uns auf
endlich erzeugte Vektorrdaume, also solche, fiir die ein endliches Erzeu-
gendensystem existiert, dann 148t sich die Frage mit Ja beantworten.
Eine Moglichkeit, eine Basis zu finden, besteht offensichtlich darin, so-
lange iiberfliissige Vektoren aus dem endlichen Erzeugendensystem zu
entfernen, bis das nicht weiter moglich ist, ohne die Erzeugendeneigen-
schaft zu verlieren. Das Ergebnis ist ein minimales Erzeugendensystem,
also eine Basis. Eine weitere Moglichkeit beruht auf der Feststellung,
daB jedes Erzeugendensystem aus linear unabhéngigen Vektoren eine
Basis bildet. Wir konnen also eine Basis aufbauen, indem wir so viele
linear unabhéngige Vektoren sammeln, bis sie ein Erzeugendensystem
bilden. Als Sammelgrundlage nehmen wir dazu ein endliches Erzeugen-
densystem E von V # {6}, da dann sichergestellt ist, dafl wir irgend-
wann ein Erzeugendensystem zusammen haben. Wir beginnen mit der
Wahl eines Vektors u; # 0 aus E. Der Vektor ist automatisch linear
unabhéngig, da mit ihm der Nullvektor nur trivial dargestellt werden
kann, d. h. 0-@; = 0. Wir sind damit in folgender Situation (mit r = 1)

E ={uy,..., 4, v,...,Us} Ui,...,u. linear unabhéngig.
Ist w1, ..., 4, noch kein Erzeugendensystem, dann gibt es ein v;, so dafl
Uy, ..., U, U; linear unabhéngig sind. Das liegt daran, dafl mindestens

ein ¥; sich noch nicht durch i, ..., d, darstellen 148t (sonst konnten
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die Vektoren u; ja bereits jedes Element des Erzeugendensystems und
damit auch jeden Vektor in V' darstellen). Die Uberpriifung der linearen
Unabhéngigkeit ist einfach. Nehmen wir an, daf3

AT + My + Noily + - .. + Mty = 0.

Dann mufl aber A = 0 sein, denn sonst wére v; ja durch uy,...,u,
darstellbar. Da 7, . . ., i, linear unabhéngig sind, folgt schliefllich auch
A = ... =\, = 0, da nur die triviale Darstellung moglich ist. Insge-
samt folgt A = Ay = ... = A\, = 0 und die Vektoren sind damit linear
unabhéngig. Nennen wir den Vektor v; nun #,,;, so konnen wir die
Prozedur solange wiederholen, bis entweder 1, ..., 4, ein Erzeugen-
densystem geworden ist, oder bis keine Vektoren v; mehr {ibrig sind.
In diesem Fall umfassen die Vektoren u; alle Elemente von £ und sind
damit wiederum ein Erzeugendensystem.

In beiden Situationen bilden die linear unabhéngigen Vektoren ; ein
Erzeugendensystem und damit eine Basis. Eine interessante FEigen-
schaft der Basen von endlich erzeugten Vektorrdumen ist deren kon-
stante Lénge: Jede Basis hat gleich viele Elemente und diese Anzahl
nennt man die Dimension des Vektorraums V', oder kurz dim V. Um
das einzusehen, nehmen wir an, wir hiatten zwei Basen FE, B unter-
schiedlicher Lénge, wobei E = {é},...,¢€,} endlich sei und B mehr
Elemente hatte als F/. Entfernen wir den Vektor €7 aus F, so bilden die
iibrigen Vektoren €; kein Erzeugendensystem mehr, sind aber noch li-
near unabhéngig. Wenn wir nun F; = {é, ..., €, } U B betrachten, sind
wir in einer Situation wie oben: F} ist ein Erzeugendensystem und die
Vektoren €, ...,€, € F; sind linear unabhéngig, bilden aber fiir sich
genommen noch kein Erzeugendensystem. Wir haben gesehen, daf§ wir
dann aus den restlichen Vektoren B einen Vektor b; auswéhlen konnen,
so daf l;l, €s, ..., €y linear unabhéngig ist. Diese Vektoren bilden sogar
ein Erzeugendensystem und damit eine Basis, denn der weggelassene
Vektor €; 148t sich mit ihnen darstellen. Wir wissen namlich, daf} sich
51 durch €7, ..., ¢, darstellen 1a83t, da F eine Basis ist, also

bl = 37151 —|—.§6252 —+ ... +xn€n

Dabei ist 1 # 0, denn sonst wéren 51, €s, ..., €, linear abhéngig und
folglich
elz—bl——eQ—...——en
al al Al
Betrachten wir nun F; = {l;l, €3, ..., en}UB, so folgt mit dem gleichen

Argument, dafl es einen Vektor by € B gibt, so dafl l;l, gg, €3,...,€, eine
Basis ist. Nach n Schritten haben wir schliellich alle Vektoren €; durch
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Vektoren l;l der Basis B ausgetauscht, wobei 51, cee gn eine Basis dar-
stellt. Das kann aber eigentlich nicht sein, da B ja mehr als n Elemente
hat und ein minimales Erzeugendensystem ist. Mit einer echten Teil-
menge von B diirfte also kein Erzeugendensystem zustande kommen,
was der Basiseigenschaft von bl, .. b widerspricht. Folglich kann die
Annahme, dafl B mehr Elemente enthéilt als F, nicht richtig sein und
damit folgt, daB} je zwei Basen eines endlich erzeugten Vektorraums die
gleiche Anzahl von Elementen besitzen.

Betrachten wir nun einige Beispiele. Zunéchst bestimmen wir die Di-
mension des Vektorraums R". Dazu geniigt es, irgendeine Basis zu fin-
den und deren Elemente zu zéhlen. Eine besonders einfache Basis, die
sogenannte kanonische Basis des R", ist durch die Vektoren €; gegeben,
wobei das n-Tupel €; € R" in allen Eintrédgen eine Null hat bis auf den
i-ten Eintrag, wo eine Eins steht, also z. B. in R? die Vektoren

& = (1,0,0), &=(0,1,0), & =(0,0,1).

Ein beliebiges n-Tupel (ay,...,a,) laBt sich damit offensichtlich dar-
stellen, denn

3

—

(a1,...,a, a;€; = o ane,.
i=1

Die Menge {é},...,€,} ist damit ein Erzeugendensystem des R" und
auflerdem ist sie linear unabhéngig. Nehmen wir nédmlich an, daf

$1€1+[L‘2€2+...+1‘n€n :6
ist, so folgt in der Tupel-Schreibweise
(SL’l,.TQ,...,ZL’n) = (0,0,,O)

und damit gibt es nur die triviale Darstellung des Nullvektors. Wir ha-
ben also eine Basis des R™ gefunden und da sie n Elemente enthélt, ist
die Dimension des Raumes R" gerade n. Ahnlich zeigt man, daf8 die
Réume P, die Dimension n+ 1 besitzen, wobei hier z. B. die Polynome
qo(x) = 1,...,q.(x) = 2™ als Basis dienen. Die Kenntnis der Dimen-
sion eines Vektorraumes hilft iibrigens in einigen Féllen sehr schnell
zu entscheiden, ob eine gegebene Menge von Vektoren {d,...,d,,} ein
Erzeugendensystem, eine Basis, oder linear unabhéingig sein kann. ist
namlich m > dim V, so kénnen day,...,d,, nicht linear unabhingig
sein. Es wire namlich sonst moglich, aus ay, . . ., d,, eine Basis zu kon-
struieren (genauso wie oben beschrieben), die mehr als dim V' Vekto-
ren enthélt, also sind mehr als dim V' Vektoren stets linear abhéngig.
Umgekehrt kénnen die Vektoren aq,...,d,, im Fall m < dim V kein
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Erzeugendensystem bilden, da es sonst ein minimales Erzeugendensy-
stem (also eine Basis) von V' gébe, das weniger als dim V' Elemente
hat. Die Moglichkeit, daf dy, ..., d,, eine Basis bildet, kommt schlief3-
lich nur dann in Betracht, wenn m = dim V gilt. Allerdings bleibt
in diesem Fall entweder die Erzeugendeneigenschaft oder die lineare
Unabhéngigkeit zu iiberpriifen.

Sie kénnen also jetzt ohne nachzurechnen sagen, daf§ die Vektoren

(1,1),(2,-1),(0,1)
linear abhéngig sind und daf3

(1,1,5), (0,1,2)
kein Erzeugendensystem R? sein kann. Ob dagegen

(1,1,5), (0,1,2), (1,0,3)
eine Basis des R? ist, entscheidet sich erst durch genaueres Hinsehen.
Nehmen wir an,
x1(1,1,5) + 22(0,1,2) + 23(1,0,3) = (0,0,0),
dann gilt
r1+x3=0, z1+20=0, 5xr1+219+323=0
was sich in
T3 =—I1, To=—I1, 0=0

umformen laft. Eine spezielle Losung ist also z. B. durch z; = 1,25 =
—1,23 = —1 gegeben, d. h. es gibt eine nicht-triviale Darstellung des

Nullvektors und damit bildet obige Menge aus drei Vektoren keine
Basis des R3, da die Vektoren linear abhingig sind.

3. Lineare Abbildungen

Betrachten wir zunéchst den Vektorraum S der Zeiger im physikali-
schen Raum. Wie wir gesehen haben, 148t sich jeder Zeiger s durch die
drei speziellen Zeiger §1, S, 53, mit denen wir ein kartesisches Koorid-
natensystem aufgebaut hatten, darstellen

5= LE1§1 + $2§2 + SL’3§3.

Versucht man den Nullzeiger zu konstruieren, so merkt man schnell,
dafl nur die triviale Darstellung in Frage kommt. Wire z. B. x; # 0,
dann konnten wir durch Ankleben beliebig langer oder kurzer Zeiger
die nach links bzw. rechts oder nach oben bzw. unten zeigen, nie mehr
mit der Spitze der Konstruktion an das stumpfe Ende zuriickkehren.
Mit anderen Worten, die Zeiger §7, S, 53 bilden ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem, also eine Basis. Wir schliefen daraus dim S = 3,
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was sich mit unserer umgangssprachlichen Nutzung der Bezeichnung
dreidimensionaler Raum deckt (denken Sie daran, dal wir ja die Zeiger
durch Auszeichnung eines Referenzpunktes als Ortsvektoren betrachten
und mit Punkten des Raumes identifizieren kénnen).

Insbesondere wissen wir jetzt, dal jeder Zeiger durch die drei Ko-
effizienten x; in der Basisdarstellung, den sogenannten Koordinaten
beziiglich der Basis §, S5, S5 eindeutig charakterisiert ist. Jeder Zei-
ger gibt Anlafl zu einem Koordinatentripel und zu jedem Tripel gehort
genau ein Zeiger. Mit anderen Worten haben wir es hier mit einer Ab-
bildung zwischen zwei Vektorrdumen zu tun, der sogenannten Koordi-
natenabbildung, die jedem § € S ein Tripel (zy, 79, 73) € R? zuordnet,
eben die Koordinaten von §. Schauen wir uns diese Abbildung, die
wir hier einmal ® : S — R3 nennen wollen, etwas genauer an. Wenn
O(3) = (x1,29,x3) = & ist, was ist dann der Funktionswert von dem
verldngerten Zeiger ®(as)? Dazu miissen wir uns nur der definierenden
Eigenschaft des Zusammenhangs ® erinnern

5= I1§1 + .T2§2 + SL’3§3, T = (I)(g)
Offensichtlich ist unter Ausnutzung der Vektorraum Rechenregeln
as = (ar1)51 + (aw2) 5y + (w3) 53
so dafl wir die Koordinaten von as, also ®(as§), direkt ablesen kénnen.
Es gilt
®(as) = af = ad(9), aeR.
Ahnlich verhélt es sich mit dem Verkleben von zwei Zeigern §,¢ mit

Koordinaten ®(3) = # und ®(¢') = ¢. Fiir die Summe der beiden Zeiger
gilt offensichtlich

S+U = (2151 + 2252 + 2353) + (1151 + Y252 + Y353)
= (x1+11)51 + (22 +y2)52 + (23 + y3) 55

d. h. die Koordinaten der Summe sind durch die Summe der Korrdi-
neten gegeben,

O(54+0) =7+ y=D(5) + ¢(v)

Beachten Sie, daf} die beiden Pluszeichen zwar identisch aussehen, aber
doch etwas ganz Verschiedenes bedeuten. Es kommt eben darauf an,
was addiert wird. Eine Addition ®(5+v) im Argument von ¢ bedeutet
Verkleben von Zeigern. Die Addition der Funktionswerte ®(5) 4+ ®(v)
bezieht sich dagegen auf komponentenweises Addieren in Zahlentripeln.
Entsprechendes gilt fiir die beiden skalaren Multiplikationen ®(«3)
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und «a¢(S). Jetzt ahnen Sie vielleicht den grofien Vorteil von Abbil-
dungen, die wie ® die Operationen auf zwei Vektorrdumen ineinander
iibersetzen (sogenannten linearen Abbildungen).

Statt vor der Berechnung des Funktionswerte aufwendige Operationen
in einem Vektorraum durchfithren zu miissen, wie z. B. mehrmaliges
Neuschnitzen und Verkleben von Zeigern

O(A\dy + Aoy + ... + A\pdy) =7

kann man bei linearen Abbildungen auch zunéchst die Funktionswerte
®(a;) der beteiligten Vektoren bestimmen und dann die Operationen
im Zielvektorraum durchfiihren, was im vorliegenden Fall wesentlich
weniger aufwendig ist, da man nur ein paar Zahlen zusammenrechnen
mufl

MP(a@r) + Xo®(dy) + ... + A\, P(dy)

Dafl die Werte tatséchlich iibereinstimmen, folgt aus den beiden Vek-

torraum-Rechenregeln. Nennen wir z. B. \jd; = § und X\ady + ... +
)\nC_l:n = 17, SO gllt CI)(g) = (ID()\lc_il) = /\1@(61) und

O(Ndy + ...+ \dy) = PE+0) = B(5) + P(0)
= MO(a@) + P(Neda + ... + \ydy)

Durch wiederholtes Anwenden dieser Regeln sieht man, dafl lineare
Abbildungen beliebige Linearkombinationen im Argument in entspre-
chende Linearkombinationen der Funktionswerte verwandelt.

Allgemein nennen wir eine Abbildung L : V' — W zwischen zwei reellen
Vektorrdumen V und W eine lineare Abbildung, falls die Bedingungen

L(zd) = 2L(@), zeRaeV  L@+d) =L@ +L@E) 4,5V

erfiillt sind. Wie wir gesehen haben, ist die Koordinatenabbildung von
einem endlich dimensionalen Vektorraum V mit dim V' = n in den
Raum R™ aller n-Tupel linear. Beachten Sie, dafi Koordinatenabbil-
dungen immer von der Wahl der Basis abhédngen. So hat beispielweise
das Polynom p(z) = 1 — x? beziiglich der Basis {qo,q1, ¢} des P,
mit go(z) = 1,q(x) = x,q2(x) = 2? die Koordinaten 1,0, —1, aber
in der Basis {qo, q1, ¢} mit @o(z) = 1 — 2%, q1(7) = 2, ¢(z) = 1 die
Koordinaten 1,0, 0. Traditionell schreibt man iibrigens Koordinatentu-
pel nicht zeilenférmig, sondern man ordnet die Koordinaten in einer
Spalte an. Das hilft besonders dann, wenn man mit Koordinaten von
n-Tupeln arbeitet, da man dann zwischen dem Vektor @ = (ay, ..., a,)
und seinen Koordinaten in einer bestimmten Tupelbasis optisch unter-
scheiden kann. So hat z. B. das Zahlenpaar (1,2) in der kanonischen
Basis (1,0), (0, 1) die Koordinaten ( }) aber in der Basis (1,1), (1,0) die
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Koordinaten (% ). Wenn Sie also einen Spaltenvektor sehen, fragen Sie
immer, beziiglich welcher Basis sind diese Koordinaten zu benutzen?
Schauen wir uns aber jetzt noch einige lineare Abbildungen an. So ist
etwa die Translationsoperation T}, : P, — P, fiir jedes n € R linear,
wobei das Polynom T},(p) gegeben ist durch [T}, (p)](x) = p(x — h), also
z. B. fiir p(x) =1 — 22

[Th(p)(z) =1 — (x — h)? =1 — 2 + 2ha — h?

Die Operation heifit Translation, weil sie den Funktionsgraphen G, von
p um die Distanz h nach rechts verschiebt. (Stellen Sie sich vor, p habe
ein Maximum in z = 0, dann hat 7} (p) das Maximum an der Stelle
x—h =0, also bei x = h. Das Maximum, und auch jeder andere Punkt
des Graphen haben sich also um h verschoben.)

Um die Linearitdt nachzuweisen, miissen wir die beiden Bedingungen
iiberpriifen. Zunachst gilt

[Th(ap)](x) = (ap)(x — h) = ap(z — h) = a[Tw(p)l(z) = [ Th(p)](x)

und da dies fiir jedes x € R richtig ist, folgt die Gleichheit der Funk-
tionen, Ty, (ap) = oTp(p). Genauso folgt Ty(p + q) = Tr(p) + Th(q),
denn

(Th(p + @))(x) = (p+ q)(x — h)
=p(z — h) +q(x — h) = [T(p)|(z) + [Th(g)](z).

Sie haben vielleicht gemerkt, daf§ wir nirgends benutzt haben, dafl die
Argumente von T}, Polynome sind. Es gilt also allgemein fiir den Vek-
torraum V' aller reellen Funktionen auf R, dafl 7T}, : V — V linear
ist. Dafl auch die Einschrinkung von 7}, auf P, eine lineare Abbildung
nach P, ist, liegt daran, dal T}, aus einem Polynom wieder ein Poly-
nom macht. Eine andere lineare Abbildung auf P,, bzw. V ist durch die
Punktauswertung von Funktionen gegeben. Und zwar ist éz(f) = f(T)
offensichtlich eine lineare Abbildung d; : V' — R, denn

Sx(af) = (af)(Z) = adz(f)

0x(f +9) = (f +9)(T) = f(Z) + 9(T) = 0=(f) + d=(g).
Mit der Zielmenge R verlassen wir iibrigens nicht das Konzept, dafl
lineare Abbildungen Vektorrdume in Vektorrdume abbilden. Die Menge
R kann ndmlich auch als reeller Vektorraum aufgefafit werden, wenn wir
die normale Addition und die normale Multiplikation als Vektorraum-
Addition bzw. skalare Multiplikation nehmen. Priifen Sie einfach die
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Rechenregeln nach. (Sie konnen R auch als Spezialfall von R™ mit n = 1
betrachten.)
Schauen wir uns jetzt einmal eine Abbildung L : R? — R an.

L(zy,m9) = \/ 23 + 23

Ist L linear? Wieder sind nur die beiden Bedingungen zu iiberpriifen.

L(a(xy,23)) = Loz, azy) = v/(ax)?+ (axs)?
= (@t +a3) = |aly/at+a3 = |a|L(zy,22)

Wir kénnen auf die Uberpriifung der zweiten Bedingung also verzich-
ten, da schon die erste nicht erfiillt ist. Geben Sie einfach ein Gegen-
beispiel an, um die Sache klar zu machen, etwa

L((~1)- (1,0)) = 1 # —1 = (~1)L(1,0)
Das gleiche Problem tritt bei allen Funktionen auf, aus denen man
einen skalaren Faktor a nicht einfach ,herausziehen“ kann, etwa

L(z1,m9) = x1-m9, L(x1,29) = In(Jzq| + 1),

L(zy,20) = €2 L(x1,79) = sinmx; + cos zy.
Diese Funktionen sind also alle nichtlinear. Wie sehen denn aber nun
lineare Abbildungen von R? nach R, oder allgemeiner, von R™ nach R,

?

aElilrslé lineare Abbildung von R™ — R ist offensichtlich durch

L(Z) = ayxy + asxs + ... + ayx, = (r1,...,7p)
gegeben, wobei aq, ..., a, beliebige reelle Zahlen sind. Es gilt ndmlich

L(aZ) = ai(azy)+ ...+ a,(az,)
= alaz + ...+ ax,) = al(Z)
und
LE+) = ae+9)+ .+ an(zn + )
= (x4 ...+ apzy) + (a1 + ...+ any,) = L(Z) + L(Y).

Entsprechend erhélt man eine lineare Abbildung L : R® — R™, indem
man obige Konstruktion m-mal wiederholt. Der Funktionswert i =
L(Z) ist dann gegeben durch

Y1 = anri + appr2 + ... +  aT,
Yo = a1T1 + GTz + ... + a7,

Ym = Om1T1 + GmaZ2 + ...+ QT
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also letztlich durch die m - n Koeffizienten a,; € R. Interessanterweise
ist diese Konstruktion bereits die allgemeinste Form der linearen Ab-
bildung zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen. Immer dann,
wenn wir uns die lineare Abbildung in Koordinaten anschauen, sieht sie
so aus. Nehmen wir also an, L : V' — W sei eine lineare Abbildung zwi-
schen dem n-dimensionalen Vektorraum V' und dem m-dimensionalen
Vektorraum W. Um mit Koordinaten arbeiten zu kénnen, miissen wir
zundchst Basen in V' und W einfiihren, also etwa {¢},...,0,} fir V
und {y,...,d,,} fiir W. Ein beliebiger Vektor ¢ € V' mit Koordina-
ten x1,...,x,, also

U= $1171+.§62?72+...+In?7n
wird durch die lineare Abbildung auf den Vektor

abgebildet. Um die Koordinaten von L(¥) zu ermitteln, wenden wir die
Koordinatenabbildung ® : W — R™ auf L(¥) an, wobei wieder wegen
der Linearitét folgt

(5)  ®(L(V)) = 21 D(L())) + 22P(L(%h)) + . .. + 2, P(L(,))

Wir sehen jetzt ganz deutlich, wie die Koordinaten des Bildes L(¢)) von
den Koordinaten des Urbildes ' abhéngen. Es werden einfach die Koor-
dinaten der Bilder der Basisvektoren ®(L(%;)) mit den Koordinaten z;
des Vektors ¥ multipliziert und dann addiert. Insbesondere ist die Wir-
kung der Abbildung L vollkommen klar, wenn die n-Koordinatentupel
O (L(1;)) berechnet wurden. Die Auswertung von L mit verschiedenen
Vektoren ¢ entspricht nur einer Linearkombination dieser n Koordi-
natentupel. Kurz gesagt, kennt man die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren, so kennt man die ganze lineare Abbildung! Rechnen wir
die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren aus, so erhalten wir n
mal m reelle Zahlen

an Q1n
. a21 . A2n
O(L(vh)) = s O(L(T) =
Am1 Qmn
Das Bild eines Vektors mit Koordinaten 1, ..., z, hat dann gemaf8 (5)
die Koordinaten vy, . .., y,, mit
i = an®i + a2 +...+ Ay

Yo = Q11 + axTy +...+ a7,

Ym = Om1T1 + GmaT2 +...+ Ayualyp
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also genau die Form, die wir uns schon als Beispiel einer linearen Ab-
bildung von R™ nach R™ angesehen haben.

Da die Zahlen a;; die lineare Abbildung L vollsténdig beschreiben (so-
fern die zugehorigen Basen bekannt sind), fafit man sie auch in einem
einzigen Objekt, einer sogenannten Matriz optisch zusammen

a1y a12 N AT

a21 a9 ... Qop
A=

Am1 Am2 ... Qmn

Merken Sie sich dabei, dal in der j-ten Spalte die Koordinaten des
Bildes des j-ten Basisvektors stehen, oder kurz, in den Spalten stehen
die Bilder der Basisvektoren. Schauen wir uns jetzt einmal in einem
konkreten Fall an, wie man die Matrix zu einer linearen Abbildung
findet, nachdem Basen in Ziel- und Startraum gewé&hlt wurden.

Als lineare Abbildung wéhlen wir L : Py — Ps3, die dadurch gegeben
ist, dafl jedes Polynom in P, mit einem fest vorgegebenen Polynom
Q(z) = 1 + 2z multipliziert wird. Offensichtlich wird dabei aus einem
Polynom vom Grad < 2 hochstens ein Polynom vom Grad < 3, so
daBl P; eine sinnvolle Wahl fiir die Zielmenge ist. Die Linearitéit der
Abbildung weist man wie iiblich nach. So gilt

[L(ap)](z) = Q(z)(ap)(z) = Q(z)ap(z) = aQ(r)p(z)
= a[Lp))(z) = [aLp)](z)

und entsprechend zeigt man L(p + ¢q) = L(p) + L(q).

Um die Abbildung durch eine Matrix représentieren zu kénnen, miissen
wir zunéchst Basen in Py und Pj einfiihren, also z. B. {qo, ¢1, ¢2} fiir Ps
und {qo, ¢1, g2, g3} fiir Ps, wobei ¢,(x) = 2", n € Ny die sogenannten
Monome sind. Als néchstes miissen wir die Bilder der Basisvektoren
von P, ausrechnen

[L(g)l(z) = Qz)qo(z) = Qx)1 = 1+2z

[Lig)](z) = Q@)q(zr) = Qz)z = w4227

[Li@)l(z) = Q@)g(r) = Qz)2* = 2*+22°
Von diesen Bildern werden jetzt die Koordinaten in der gewéhlten Basis
von Ps benotigt, d. h. wir miissen sie als Linearkombination der Basis
{q0, ¢1, @2, q3} darstellen

L(g) = 1go + 2¢1 + 0g» + Ogs
L) = 0¢ + 1l + 2¢2 + Ogs
L(gz) = 00 + 0¢1 + 1lgo + 2g3

N
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Die gefundenen Koordinaten werden dann einfach in die Spalten einer
Matrix eingetragen

O DN =
NN~ O
N = OO

0

Um nun das Bild des Polynoms p(z) = 3 — 5x + 22% auszurechnen,
brauchen wir nur noch die Koordinaten 3, —5,2 von p in unserer Ps-
Basis, um damit die Spalten der Matrix linear zu kombinieren. Das
Ergebnis ist

1 0 0 3
9 1 0 1
Slol =22 211 = | =s
0 0 9 4

Dies sind nun die Koordinaten des Bildes in der von uns gewéhlten
Ps-Basis, d. h. das resultierende Polynom ist

L(p) = 3q0 + 1q1 — 8¢z + 4q3
Der Wert dieses Polynoms an einer Stelle z € R ist also
[L(p)](z) =3+ 2 — 8° + 42
Beachten Sie, dafl die Matrix von der Wahl der Basen abhéngt. Hatten
wir im Raum Pj z. B. die ,,mafigeschneiderte* Basis {qo, ¢1, G2, @3} mit
@) =1, qx) =142z, @a(x) =z + 222, 3(x) = 2% + 22°

gewdhlt, so ergeben sich andere Koordinaten fiir die Bilder der Basis-
vektoren

L(g) = 0@ + 1@ + 0 + 03
L) = Oqu + Oqu + 151\2 + 051\3
L(gz) = 03 + 0z + 0 + 1g3

und damit eine andere Matrix

OO = O
o= OO
_— o O O

Trotzdem beschreibt diese Matrix immer noch die Abbildung L. Rech-
nen wir dazu das gleiche Beispiel L(p) mit p(z) = 3 — 5z + 222 noch
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einmal aus. Wieder miissen wir die Spalten der Matrix mit 3, —5,2
linear kombinieren

0 0 0 0
1 0 0 3
Slol =21 2o = | =5
0 0 1 9

Die Ergebniskoordinaten sind jetzt natiirlich anders als vorher, da sich
ja die Matrix gedndert hat. Allerdings beziehen sie sich auch auf eine
andere Basis. Das Ergebnispolynom ist dagegen das gleiche, denn

3q1(z) — 5qa(x) + 2q3(x) = 3 + 6z — bz — 102* + 22* + 423
=3+ x — 82% +42° = [L(p)](x)

die Matrix beschreibt also immer noch dieselbe Abbildung, sie be-
zieht sich nur auf eine andere Basiswahl. Das Gleiche passiert iibrigens,
wenn wir die Basis des Ausgangsraums P, dndern. Wahlen wir z. B.

{%0, ¢1, @2} mit
%("L‘) :1—1', al(x):1+x7 52(@ ::L‘Q'

Wie priift man eigentlich nach, dafl £ = {qo,q1,¢2} eine Basis ist?
Da wir schon wissen, dafl dim Py = 3 ist, geniigt es zu zeigen, dafl F
ein Erzeugendensystem darstellt. Ist dies der Fall, dann mufl £ auch
minimal sein, denn sonst kénnte man durch Weglassen von Elementen
eine Basis konstruieren, die weniger als drei Elemente hat und das geht
ja in einem Raum der Dimension drei nicht. Zum Nachweis, da} E
ein Erzeugendensystem ist, wihlen wir ein beliebiges Polynom ¢(z) =
ao + a1 + asx? in Py. Offensichtlich gilt

qo + ¢ g1 — _
ao(JO . q1 +a1q1 > qo + agy

g — a1 ag + aq _
= 02 1Qo+ 02 1q1+a2q2

Als Basis fiir den Zielraum Ps; wihlen wir die Monome {qo, ¢1, g2, q3}-
Zur Bestimmung der Matrix bendtigen wir zunéchst die Bilder der
Basisvektoren

[L(q0)](x) = Q@)go(z) = (1+22)(1 —z) =1+ — 227
[L(q)](x) = Q@)qi(z) = (1+2z)(1+z) =1+ 3w+ 22
[L(@))(x) = Qx)@(r) = (1+22)2* = 2? + 227
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Da man die Koordinaten in der Monombasis aus dieser Darstellung
sofort ablesen kann, erhalten wir die Matrixdarstellung

1 10

1 30

-2 21

0 0 2
Auch hier beschreibt die Matrix natiirlich wieder die Abbildung L,
was wir an unserem Beispiel mit p(x) = 3 — 5z + 22* noch einmal

nachvollziehen sollen. Zunéchst brauchen wir dazu die Koordinaten des
Polynoms p in unserer Basis. {qo, ¢1, ¢2 } Nach unserer obigen Rechnung
folgt mit ag = 3, a1 = —5, ay = 2, dafl die Koordinaten durch

ag — ap ag + ap
2 2

gegeben sind. Eine entsprechende Linearkombination der Matrixspal-
ten liefert

:47 :—17 a2:2

1 1 0 3
1 3 0 1
4 o |t (—1) 9 +2 L= s
0 0 2 4

wobei die Ergebniskoordinaten beziiglich der Monombasis zu verstehen
sind, also zum Polynom

3q0 + @1 — 8¢2 +4g3 = L(p)

was dem bekannten Ergebnis entspricht.

Sie sehen also, daf}, wenn Thnen jemand eine Matrix als Vertreter einer
linearen Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen Vektorrdumen
anbieten will, so ist die Information unbrauchbar, falls Sie nicht auch
die zugehorigen Basen genannt bekommen. Wahrend sie also bei ei-
nem Koordinatenvektor stets fragen sollten, auf welche Basis er sich
bezieht, miissen Sie bei einer Matrix fragen, auf welche Basen sie sich
bezieht. Vielleicht werden Sie jetzt einwenden, dal man doch eine Basis
in jedem Vektorraum ein fiir allemal auszeichnen kénnte, z. B. die Basis
{(1,0),(0,1)} des R?, die Basis {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} des R?, oder
die Monombasis {qo, q1, g2} des Pyusw. Ist das denn nicht die einfach-
ste Wahl? Wer will denn iiberhaupt die Basis {qo, ¢1,¢2} des Po oder
{%, q1, G2, @3} des P3 benutzen? Nun, wir werden sehen, dafl durch die
Wabhl einer giinstigen Basis Berechnungen sehr stark vereinfacht werden
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konnen. Was dabei giinstig oder ungiinstig ist, hdngt vom betrachte-
ten Problem ab und kann eben nicht unabhéngig davon entschieden
werden.

4. Matrizenrechnung

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dafi das Arbei-
ten mit linearen Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen auf das Rechnen mit Matrizen fiihrt, sobald wir Basen in
den beteiligten Vektorrdumen einfiihren.

In vielen Anwendungen werden Abbildungen natiirlicher Weise mitein-
ander verkniipft, z. B. durch Addition oder Hintereinanderausfiithrung,
wobei die resultierende Abbildung wieder linear ist. Entsprechend er-
geben sich Verkniipfungen von Matrizen, die wir in diesem Abschnitt
genauer untersuchen wollen. Schauen wir uns aber zunéchst ein prakti-
sches Beispiel an, bei dem Verkniipfungen linearer Abbildungen auftre-
ten. Eine Béckerei bietet eine bestimmte Produktpalette an: Brétchen,
Weilbrot, Roggenbrot, Sauerteighrot, Kekse, ... Zur Herstellung je-
des Produkts werden bestimmte Mengen von Zutaten benotigt, wobei
die Zutatenliste aus Weizenmehl, Roggenmehl, Hefe, Sauerteig, Back-
fett, Milch, Wasser, Zucker, Salz etc. besteht. Nehmen wir an, dafi n
Produkte angeboten werden, wobei insgesamt m Zutaten zum Einsatz
kommen. Eine Bestellung kann man dann durch & = (z4,...,z,) € R"
beschreiben. Die Komponente z; gibt dabei an, wieviel kg des Produkts
1 gewiinscht sind. Die zur Fertigstellung der Bestellung Z bendtigte
Zutatenmenge bezeichnen wir mit Z(¥) = ¢ € R™. Hier gibt y; an,
wieviel kg von der Zutat j bendtigt werden. Ist diese Zutatenabbil-
dung Z linear? Tatséchlich ist das der Fall, da eine a-fache Bestellung
auch die a-fache Zutatenmenge benétigt und wenn zwei Bestellungen
Z und @ hereinkommen, dann erfordert die Fertigstellung der gesam-
ten Anforderung ' + @ auch die Summe der Zutaten Z () + Z(u) der
Einzelbestellungen. Es gilt also

Z(aF) = aZ(),  Z(i+7) = Z(@) + Z(Z).

Obwohl das alles sehr iiberzeugend klingt, wére es doch falsch, an die-
ser Stelle zu behaupten, dafi Z : R® — R™ eine lineare Abbildung
ist. Tatséchlich haben wir Z noch gar nicht fiir alle #© € R" definiert.
Was ist denn z. B. Z(—2,0,0...)7 Will hier der Kunde 2 kg Brotchen
zuriickgeben und soll das Ergebnis die Menge der darin verbackenen
Zutaten sein? Unsere Abbildung Z hat ndmlich zunéchst nur eine Be-
deutung fiir ¥ = (xy, ..., ) mit x; > 0 und entsprechend ist Z(aZ) nur
sinnvoll, fiir &« > 0. Um dennoch in den ,,Genuf3“ der Linearitat zu kom-
men, definieren wir Z einfach so, dafl die Abbildung linear ist. Dabei
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hilft uns die Tatsache, daB} R™ eine Basis aus sinnvollen , Bestellungs-
Vektoren“ besitzt. Nehmen wir z. B. die kanonische Basis (€7, ..., &,).
Der Basisvektor €; steht dann fiir die Bestellung von 1 kg des Produk-
tes ¢ und 0 kg aller anderen Produkte. Das Bild dieses Basisvektors
Z(€;) kann man also als Rezept fiir das Produkt i betrachten. Fiir eine
beliebige Bestellung 7 = (x4, ..., x,) gilt dann

Z() = 21 Z(&) + . . . + 2 Z(E)

und nun konnen wir diesen Zusammenhang einfach fiir alle ¥ € R”
definieren. Damit ist dann Z : R™ — R™ linear. Natiirlich werden wir
in der Anwendung Z nie fiir unsinnige Bestellungen ausrechnen.
Wenn wir die kanonischen Basen von R™ und R™ wihlen, konnen wir
Z durch eine Matrix darstellen, wobei in den Spalten die Bilder der
Basisvektoren (also die Rezepte) stehen.

Wird fiir 1 kg des Produkts i Z;; kg der Zutat j bendtigt, so ist die
Matrix gerade durch

ZH N Zln
Z=| : : e R™*"
Zol o Zmn

gegeben.

Entsprechend 148t sich eine Kostenfunktion K : R™ — R einfiihren,
wobei K (y) die Kosten sind, die durch die Zutaten ¢ entstehen. Die
Matrixdarstellung von K fiithrt auf

K=(Ky...Ky) e R>m

wobei K; der Preis fiir 1 kg der Zutat j ist. Fiir den Gesamtpreis
einer Bestellung ist aber auch der Arbeitsaufwand und die gewiinschte
Gewinnspanne wichtig.

Nehmen wir einfachheitshalber an, dafi die Herstellung von 2 kg Brotchen
doppelt so lange dauert wie die Herstellung von 1 kg (dabei lassen wir
mogliche Zeiten aufler Acht, die unabhéngig von der Menge anfallen,
wie z. B. das Reinigen der Geriite etc.). Unter dieser Annahme ist auch
die Arbeitskosten-Abbildung A : R™ — R linear mit zugehoriger Ma-
trix

wobei A; die anfallenden Lohnkosten fiir die Herstellung von 1 kg des
Produkts i darstellt. Insgesamt belaufen sich die Fixkosten fiir eine
Bestellung # damit auf

K(Z(z)) + A(Z)
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Will der Produzent nun p Prozent Umsatzrendite erwirtschaften, so
muf er fiir die Bestellung den Gesamtpreis

U(@) = (K (Z() + A@)
verlangen. Der Gewinn G(Z) nach Abzug der Kosten ist ndmlich
I ) L1 o
61) = U@~ (K(2@) + @) = (1 1) (K(z(@) + 40))
— = (K(Z(@) + A@) = U (@)

Sie sehen, daf} bei diesen Berechnungen die konkrete Bestellung & selbst
vollig unerheblich ist. Vielmehr sind die Beziehungen fiir alle Bestellun-
gen giiltig — wir rechnen eben mit Kosten-Abbildungen und nicht mit
einer bestimmten Bestellung. In diesem Sinne unterdriicken wir einfach
die Angabe des Arguments ¥ und schreiben etwa

1
U=——(KoZ+ A
o (KoZ+4)
wobei K o Z die Hintereinanderausfithrung der Abbildungen K und
Z andeutet. Die Summe zweier Abbildungen K o Z + A ist im obigen
Sinne durch
(Ko Z+ A)(Z) = K o Z(%) + A()

gegeben, d. h. das Bild einer Summe von Abbildungen ist die Summe
der Bilder. Genauso definiert man das Vielfache einer Abbildung durch
das entsprechende Vielfache des Funktionswerts, etwa

(LA) (7) = ——A®@).

L—=p L—p
In diesem Sinne ist U = ﬁ (KoZ+A) zu verstehen. Wie wir sehen wer-
den, ist die Verkniipfung von linearen Abbildungen wieder eine lineare
Abbildung und folglich 148t sich U : R" — R auch direkt durch eine
Matrix YU = (U, ...U,) beschreiben. Genau diese Matrixeintrige finden
Sie iibrigens in der Béckerei neben der ausgestellten Ware, denn ; ist
ja gerade der Endpreis fiir das Produkt ¢ (pro kg). Wie sich die Matrix
U aus einer Verkniipfung der Rezeptmatrix Z, der Zutaten-Preismatrix
R, der Lohnmatrix A und der Umsatzrendite p berechnen 148t, wollen
wir uns nun im allgemeinen Fall linearer Abbildungen genauer ansehen.
Seien dazu L, M beliebige lineare Abbildungen vom Vektorraum V in

den Vektorraum W. Definieren wir die Summe der beiden Abbildungen
L+ M:V — W durch

(L+ M)(V)=L(0)+ M), veV
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und das « Vielfache oL : V' — W durch
(aL)(#) = aL(¥)
so bildet die Menge
Hom (VW) ={L:V — W|L linear}

wieder einen Vektorraum.

Dazu miissen wir zunéchst iiberpriifen, ob L+ M und oL wieder lineare
Abbildungen sind, denn von den Operationen Addition und skalare
Multiplikation wird ja bei einem allgemeinen Vektorraum Z verlangt,
dafl die Zielmenge jeweils Z ist. Es ist

(aL)(B7) = aL(BV) = afL(V) = faL(V) = B(aL)(®)
und

(al)(V+u) = aL(U+ 1) =a(L(V)+ L(u))

= aL(?)+ al(d) = (aL) (V) + (aL)(u)
und damit ist aL tatséchlich linear. Genauso zeigt man, dal L + M
eine lineare Abbildung ist. Zum Nachweis, dafl Hom (V, W) tatséchlich
ein Vektorraum ist miissen jetzt nur noch die Vektorraumrechenregeln
nachgepriift werden. Die Bezeichnung Hom stammt iibrigens daher,
daB lineare Abbildungen auch als Homomorphismen bezeichnet werden.
Neben der Summe und dem Vielfachen von linearen Abbildungen ist
auch die Verkettung von linearen Abbildungen wieder linear. Sind U, V'
und W Vektorraume und K € Hom (U, V), L € Hom (V, W), so kann
man L und K ,hintereinanderschalten“, d. h. eine Abbildung L o K
von U nach W konstruleren geméf} der Vorschrlft
(Lo K)(u) = L(K(u)) uel.
Diese Verkettung ist wieder linear, denn
(Lo K)(au) = L(K(at)) = L(a[K(u)]) = aL(K ()
= «(Lo K)(u)

und

(Lo K)(ty + ts) = L(K (10, + ti2)) = L(K (1) + K(u2))
= L(K(t1)) + L(K(tis)) = (Lo K)(t1) + (L o K)(t2)

Es gilt also L o K € Hom (U, W). Wenn wir nun in allen beteiligten
Vektorraumen Basen einfiihren, so lassen sich die Operationen oL, L +
M und L o K in entsprechende Matrixoperationen iibersetzen.

Seien dazu {uy, ..., 4.}, {v1,...,¥,} und {0, ..., @, } Basen von U,V
und W. Die Abbildung K 148t sich dann durch eine n x r Matrix
reprasentieren (n Zeilen, r Spalten)
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11 ... Cip
C =
Crl o-. Cpp
wobei in den Spalten die Koordinaten von K(uy),..., K (u,) stehen.

Entsprechend gibt es m x n Matrizen A, B zu L, M € Hom (V, W)

ay; ... Qip bll e bln
A= |, B=
Am1 - Amp bml e bmn

Die Matrix zur linearen Abbildung L erhédlt man nun dadurch, dafl
man die Koordinaten von (aL)(¥;) in einer Matrix anordnet. Da aber
(L) (v;) = aL(t;) ist, bedeutet dies gerade dafl man alle Koordinaten
von L(7;) mit o multiplizieren muB}. Da die Koordinaten von L(%;) in
der Matrix A ablesbar sind, 148t sich die Matrix zu oL leicht aus der
Matrix zu L konstruieren. Wir definieren dazu allgemein

aiy; ... Qip aay; ... Qaip

Aml - Qmn Q1 -+ QU

Damit ist die Matrix zu ol gerade aA, wenn A die Matrix zu L ist.
Entsprechend gewinnt man die Matrix zur linearen Abbildung L + M
aus den einzelnen Matrizen A und B. Die Spalteneintrige sind die
Koordinaten von (L + M)(v;) = L(v;) + M(v};), also gerade die Vektor-
summen entsprechender Spalten von A und B. Definieren wir also

ay; ... Qip bn c. bln a1 + bll ce. Qup T+ bln
+1 = : :
Am1 .. Amn bml e bmn A1 + bml cev Qup T+ bmn

so ist die Matrix zu L + M gerade A + B, wenn A, B die Matrizen zu
L, M sind. Wie man leicht nachpriift, haben wir damit schon wieder
eine Vektorraumstruktur gefunden, diesmal auf der Menge der m x n
Matrizen. Wir bezeichnen die Menge als R™*", wobei der erste Index
m die Anzahl der Zeilen und der zweite Index n die Anzahl der Spalten
angibt. Welche Dimension hat der Vektorraum R™*"? Um diese Frage
zu beantworten, miissen wir eine Basis von R™*" finden.

Die erste Wahl féllt hier wohl auf die kanonische Basis

{EZ]\Z:L,m,]:L,n}
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wobei E;; eine Matrix ist, die in allen Eintrdgen eine Null hat bis auf
die j-te Spalte der i-ten Zeile, wo sie eine Eins trigt, also etwa in R?*?

1 0 0 1 00 0 0
E11: <0 0)7E12: <0 0)7E21:(1 O)’EQQZ (O 1)

Wie man leicht nachpriift, bilden diese Matrizen ein Erzeugendensy-
stem und sind linear unabhéngig, da es nur die triviale Darsellung der
Nullmatrix (alle Eintrdge = Null) gibt. Da die Basis m - n Elemente
hat, gilt also dim R™*™ = m - n.

Genauso kann man iibrigens eine Basis des Raumes Hom (V, W) kon-
struieren. Wir wihlen einfach zu F;; gehorig lineare Abbildungen b;; €
Hom (V,W). Nehmen wir dazu an, daf§ dim V' = n und dim W = m,
d. h. es gibt Basen (¢4, ...,%,) und (@y,...,w,) von V und W. Wie
muB eine Abbildung b;; : V' — W aussehen, damit sie in den gew&hlten
Basen die Matrixdarstellung E;; hat? Die Matrix nennt uns doch die
W-Koordinaten der Bilder der V-Basisvektoren. In der k-ten Spalte
von E;; finden wir also die Koordinaten von b;;(¥) in der w, Basis.
Insbesondere bildet b;;(7,) auf 0 ab fiir k& # j und genau auf @; im
Fall k = j. Wir kennen damit alle Bilder der Basisvektoren und da b;;
linear sein soll, folgt fiir einen beliebigen Vektor v = x1v) + ... + x,9,

Fiir die so definierten Abbildungen b;; kann man nun die Basiseigen-
schaft zeigen. Es folgt damit

dim Hom (V,W) =dim V - dim W

Die dritte wichtige Matrixoperation entsteht durch das Ubersetzen der
Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen in Matrixschreibweise.
Die Frage ist, wie kann die Matrix der Verkettung L o K durch die
Matrizen A, C' der beteiligten Abbildungen L und K berechnet werden.
Auf jeden Fall wissen wir, daf in den Spalten der Ergebnismatrix die
Koordinaten von (L o K)(u;) = L(K(u;)) stehen miissen. Da aber
K (u;) in der Basis {v1,...,t,} gerade durch

K(ﬁj) = Cljgl + ngﬁg + ...+ anUn
gegeben ist, erhalten wir insgesamt
L(K(ﬁ])) = Cle(ﬁl) + CQjL(ﬁQ) + ...+ anL(ﬁn)

Da die Koordinaten von L(v}) aber gerade die Spalten von A bilden,
bedeutet dies, dafl wir die Spalten von A mit den Eintrégen der j-ten
Spalte von C' linear kombinieren miissen, um die j-te Spalte der Matrix
zu L o K zu bekommen.
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Da an der i-ten Stelle in den Spalten L(t}) die Werte a;; stehen, ergibt
sich somit fiir den Eintrag an der Stelle (¢, j) der Ergebnismatrix

n
C1;Q41 + C2jQi0 + . .. + CpjQin = E Qi Clj
k=1

Um den Ursprung der Operation in der Hintereinanderausfiithrung von
Abbildungen anzudeuten, nennt man die Ergebnismatrix AC und da
die Operation das Produkt von Matrixelementen beinhaltet, spricht
man vom Matrizprodukt. Die Berechnungsvorschrift lautet im Detail

n n
E a1kCk1 - - - E A1k Clr
a1 ... Qi i1 ... Cip k=1 k=1
n n
am1 ... A Cph1 ... C
mn mn " n Y UmkCr1 oo D QmkChr
k=1 k=1

Aus dem Produkt einer m x n Matrix mit einer n x r Matrix entsteht
also eine m x r Matrix, was zu erwarten war, da AC ja die Matrix
zur Abbildung L o K von einem r-dimensionalen Raum in einen m-
dimensionalen Raum ist.

An dieser Stelle wird iibrigens ein weiterer Vorteil der Darstellung von
Koordinatentupeln als Spaltenvektoren deutlich. Ein Spaltenvektor ist
in unserer neuen Sichtweise ein Element von R"*! (n Zeilen, 1 Spalte).
Die Multiplikation einer solchen Spalte mit einer m xn Matrix bewirkt,
wie wir gesehen haben, gerade eine Linearkombination der Spalten

ai; ... Qip I ail a1in
=x : +...t+x,

Am1  --- Qmnp Tn, Am1 Gmn
und diese Operation wird ja bendtigt, wenn wir die Wirkung der zur
Matrix gehorenden linearen Abbildung auf den Vektor mit den Koordi-
naten x1, ..., z, berechnen wollen (dieses spezielle Matrixprodukt heifit
auch Matrix-Vektor-Produkt). Anders ausgedriickt, ist Z der Koordi-
natenvektor zu einem Element ¢ € V' beziiglich der Basis {7, ..., #,}
von V und ist A die Matrix zu L € Hom (V,W) und den Basen
{1, ..., 0, },{W,..., W}, soist ¥ = AZ der Koordinatenvektor von
L(¥) in der Basis {u), ..., w,} von W. Sobald also die Basen fiir ein
gegebenes Problem fest gewdhlt sind, kann man statt mit Vektoren
v € V,i € W einfach mit den zugehorigen Koordinatenvektoren in
R™! bzw. R™! rechnen, wobei lineare Abbildungen durch Matri-
zen ersetzt werden, die Anwendung von linearen Abbildungen durch
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Matrix-Vektor-Produkte und die Verkettung von Abbildungen durch
die Matrixprodukte. Beachten Sie, welch starke Vereinheitlichung dies
fiir Berechnungen in Vektorrdumen bedeutet: Egal, ob der Vektorraum
aus Keiselkompaf-Zeigern, Polynomen, Drehstreckungen in der Ebe-
ne, n-Tupeln, Bestellungen, Zutatenlisten oder Matrizen besteht, die
Durchfiihrung der Vektorraumoperationen und die Anwendung von li-
nearen Abbildungen 148t sich immer mit Koordinatenvektoren und Ma-
trizen bewerkstelligen. Schauen wir uns dazu zum Abschluf§ einige Bei-
spiele an. Wir beginnen mit einer linearen Abbildung von R? nach R3,
die durch

L(uy,ug) = (uy + 2ug, —mur, 3u; — ug)(uy, ug) € R?

gegeben ist. Wahlt man nun die kanonischen Basen fiir R? und R3, so
ist die zugehorige Matrix A sehr einfach zu bestimmen. Man braucht
nur die Bilder von (1,0) und (0,1) auszurechnen und das Ergebnis
in die Spalten einzutragen (die Vektoren sind hier identisch mit ihren
Koordinatenvektoren bis auf die optische Anordnung).

1 2
A=|-7 O
3 -1

Méchte man L(v/2,1/4/2) ausrechnen, kann man dies entweder direkt,
oder aber einheitlich als Matrixvektorprodukt durchfiihren

2
L2\ 5 V2+ 5 LA
-7 0 <L): —7V2 =— | 27
3 -1 3v2 - L V2 \ 5

NG
Statt nach der Berechnung den Faktor % vorzuziehen, kann man das

bei linearen Abbildungen auch vorher tun, denn skalare Faktoren diirfen
ja aus dem Argument nach vorne gezogen werden.

L () L L(3)-- L 2)
- 2\ [ L2y _ 1

3 1)\ 3 1) v2\) v2\ g3 ) \!
4

=— | 27

V2 \ 5

Es lohnt sich also, so frith wie moglich zu vereinfachen. Genauso gilt
fiir die lineare Abbildung M : R? — R3

M (uy,us) = (duy + 4us, 8ug, —16u; + 4uy)
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mit der Matrix (beziiglich kanonischen Basen)

4 4
B = 0 8
—16 4

dafl man vor Berechnungen den gemeinsamen Faktor 4 vorziehen kann.
Dabei nutzen wir iibrigens die Tatsache, dafi R3*? als reeller Vektor-
raum betrachtet werden kann, wobei das Skalarprodukt komponenten-
weise zu verstehen ist, also

4 4 1 1
0 8] =4 0 2
—16 4 —4 1

Die Anwendung von L auf einen Vektor (—1, 1) kann man damit durch

AN 0 0
410 2 <1>:42 = | 8
41 5 20

berechnen. Die Matrix zu einer kombinierten Abbildung, z. B. —2L +
%M , berechnet sich schliellich durch Linearkombination der Matrizen

' 9 4 2 2 0 -2
9A+-B=|2r o+l o0 4|=(2r 14
2 6 2 8 2 13 4

Um das Matrixprodukt in einem konkreten Fall zu sehen, benutzen wir

die 2 x 2 Matrix
1 2
o= (5 1)

die z. B. zur linearen Abbildung K : R? — RR?

K(x1,29) = (21 + 229, —271 + 22)

gehort, falls wir jeweils die kanonische Basis zugrunde legen. Das Pro-

dukt
1 2
AC=| -7 O <_12 ?)
3 1

kann man z. B. spaltenweise bestimmen, wobei in der ersten Spalte
von AC' das Matrix-Vektor-Produkt von A mit der ersten Spalte von
C erscheint
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und in der zweiten Spalte das Produkt von A mit der zweiten Spalte
von C'

3 -1 5
Das Ergebnis ist also
-3 4
AC = | —m —27
5 5

Ubrigens, wenn Sie beim Matrix-Vektor-Produkt zum Verrechnen nei-
gen, schreiben Sie einfach mehr Zwischenschritte auf, also etwa

1 2 1 1 2
-7 0 ( ) = 1-|-7]+(-2)( 0
1 -2

3 - 3 —1
1 —4 -3
= —m | + 0 = | —7
3 2 5

Ist D € R%*2 eine weitere Matrix

o~ (3)

so gibt es iibrigens zwei Moglichkeiten fiir das Matrixprodukt von D

und C, namlich
1 2\ /2 1 2 3
CD = <—2 1) (0 1) - <—4 —1)

2 1 1 2 0 5
bt = (0 1) (—2 1) B <—2 1)
Sie sehen also CD # DC', d. h. das Matrixprodukt ist nicht kommuta-
tiv. Natiirlich heiit das nicht, dafl nicht hin und wieder doch mal die
Matrizen in einem Produkt vertauscht werden konnen. Betrachten Sie

z. B. die spezielle Matrix

und
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_ 1 0 2x2
(5 Der

Hier gilt sogar fiir jede Matrix
i Sz 2x2
F = eR
<f21 S22
dafB

(1 0\ (fuu fi2\ _ (fu fi2) _
BE ‘(0 1) (f21 m)‘(m f22)_F

Jiu fi2) (1 0 Jin o Jfi2

(f21 Ja2 J\O 1 Jor fao
also FF = F = F'E. Diese spezielle Matrix kommutiert also im Ma-
trixprodukt mit jeder 2 x 2 Matrix und 148t dabei die beteiligte Matrix
sogar unverdndert. Die Matrix E hat beziiglich des Matrixprodukts
somit eine neutrale Wirkung, ist das Neutralelement der Matrixmulti-

plikation. Uberlegen wir uns einmal, zu welcher linearen Abbildung E
gehort, wenn wir kanonische Basen voraussetzen. Dazu berechnen wir

b))

d. h. das Bild des Vektors

und

l‘l(]_, 0) + IQ(O, 1) = (l’l,l‘g)
ist wieder
21(1,0) + 22(0,1) = (21, 22)

und damit ist die zugehorige lineare Abbildung die Identitétsabbildung
auf R%. Entsprechende SchluBfolgerungen gelten natiirlich in R™ mit
den Einheitsmatrizen

OO =
O = O
—_ o O
OO O
OO = O
O = OO
_ o O O
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5. Geraden, Ebenen und Gauflalgorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir kurz darauf eingehen, wie man geome-
trische Objekte (Geraden, Ebenen) im Zeigervektorraum S darstellen
kann. Betrachten wir zunéchst den Fall der Geraden. Eine Gerade ist
durch zwei verschiedene Punkte A und P im Raum eindeutig charak-
terisiert. Dabei gibt der Zeiger AP (oder P_A) die Richtung an, die
man vom Punkt A (oder P) aus einschlagen muB, um der Geraden zu
folgen. Anders ausgedriic&erhéilt man alle Punkte der Geraden durch
die Zeigerspitzen von t - AP,t € R, wenn wir A als Referenzpunkt fiir
die stumpfen Enden der Zeiger nehmen. Die Menge

G = {tAP|t € R}

bildet iibrigens einen Untervektorraum von S, wie man sich leicht

iiberzeugt. Das a-Vielfache eines Elements tAP € G ist namlich von
—

der Form (at) AP und damit ein Element von G. Ebenso ist die Summe

—_— — —
zweier Elemente tAP, sAP wieder von der Form uAP mit der reellen
Zahl w =t 4+ s und damit in G enthalten. Dies sind genau die beiden
Bedingungen, die wir iiberpriifen miissen: Addition und skalare Mul-
tiplikation von Elementen aus G liefert wieder Elemente aus G. Als
Untervektorraum ist G auch ein eigenstdndiger Vektorraum und wir
kénnen nach der Dimension fragen. Dazu benétigen wir eine Basis von

G, wobei die erste Wahl sicherlich auf {TP} fallt. Offensichtlich werden

alle Elemente von AP erzeugt und das Erzeugendensystem ist minimal.
Damit gilt also dim G = 1 und wir kénnen Geraden mit eindimensiona-
len Untervektorraumen von S identifizieren (denn umgekehrt ist jeder
eindimensionale Untervektorraum ja von der Form {t5|t € R} wobei b
ein Basisvektor ist).

Bisher haben wir den Fall betrachtet, dal unser Referenzpunkt A auf
der Gerade liegt. Fiir die Beschreibung einer einzelnen Gerade ist das
sicherlich eine giinstige Wahl. Wollen wir allerdings zwei oder mehr
Geraden gleichzeitig betrachten und z. B. nach Schnittpunkten oder
Parallelitét fragen, so kann der Referenzpunkt A hochstens auf einer der
beteiligten Geraden liegen. Eine Gerade mit dem Richtungsvektor b #*
0, die nicht durch den Punkt A lduft, kann man dadurch beschreiben,
dal man einen beliebigen Punkt B der Geraden nimmt und dann halt
von B aus der Richtung b folgt. Die Punkte der Gerade konnen also
mit

RSN —
AB+1th, teR
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angesprochen werden. Hétten wir einen anderen Startpunkt auf der
Gerade gewihlt, z. B. den Punkt C' mit dem Ortsvektor

— — =d
AC = AB + tpb
fiir ein bestimmtes ¢y € R, so ergibt sich damit die gleiche Gerade
AB + (t+to)b, teR,

denn (t + to)g liefert ja dieselben Punkte wie tg, wenn ¢t alle reellen
Zahlen durchlauft.

Geometrisch beschreibt A(Z) iibrigens den Zeiger, der vom Ebenen-
punkt E(zq,x3) zum Geradenpunkt G(x;) zeigt. Ist dieser Abstands-
zeiger gleich 0, so fallen die beiden Punkte zusammen, d. h. Nullstellen
von A entsprechen Schnittpunkten.

Genau wie Geraden, kann man auch Ebenen im Zeigervektorraum be-
schreiben. Der einzige Unterschied ist, dal man sich in einer Ebene
in zwei unabhdngige Richtungen bewegen kann. Eine Ebene durch den
Referenzpunkt A ist daher durch zwei Richtungsvektoren @, b definiert,
wobei @ kein Vielfaches von b sein soll (d. h.d, b sind linear unabhéngig).
Die Punkte der Ebene sind dann durch die Ortsvektoren

scT—l—tl;, s, teR

gegeben und bilden offensichtlich einen zweidimensionalen Unterraum
von S. Wie bei den Geraden wird man im allgemeinen auch Ebenen be-
trachten, die den Referenzpunkt A nicht enthalten. In diesem Fall wird
die Ebene durch einen Aufpunkt P bzw. den zugehotrigen Ortsvektor

AP und zwei unabhéngige Richtungen @ und b beschrieben

AP 4 si+1h, steR
Allgemein nennt man Teilmengen eines Vektorraums V' der Form

T4+ U ={v+ulueU}

affine Teilrdume, wenn U ein Untervektorraum (oder synonym, ein
Teilraum) von V ist. Affine Teilrdume sind also Teilrdume, die um
einen festen Vektor ¢ verschoben sind. Beachten Sie, daf} jeder Unter-
vektorraum auch ein affiner Teilraum ist. Der Verschiebungsvektor ist
hier v = 0.
Geraden und Ebenen kann man iibrigens auch als Bildmengen von
Abbildungen betrachten. So ist das Bild von G : R — S mit G(t) =
¢+td im Fall @ # 0 die Gerade durch ¢ mit Richtung @ und E : R?2 — S

mit F(s,t) = c+ sa@-+tb liefert eine Ebene als Bildmenge, falls d, b linear
unabhéngig sind.
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Allgemein nennt man eine Abbildung A : V' — W zwischen zwei Vek-
torrdumen V und W affin linear, wenn sie von der Form A(¥) = L(v)+¢
ist, mit einer linearen Abbildung L : V' — W. Der konstante Vektor ¢
ist iibrigens durch A(0) = L(0) + & = € gegeben, denn lineare Abbil-
dungen liefern im Punkt 0 immer den Wert 0, da

L(0) = L(0-0) = 0- L(0) = 0.

Damit ist also A : V' — W affin linear, wenn L(%) = A(7) — A(0) linear
ist. Jetzt wollen wie aber endlich mit Geraden und Ebenen arbeiten.
Als erste Frage interessiert uns, ob sich eine gegebene Gerade mit einer
bestimmten Ebene schneidet. Wir nehmen an, dafl Gerade und Ebe-
ne als Bilder von zwei affin linearen Abbildungen G : R — S und
E : R? — S vorliegen. Die Frage nach einem Schnittpunkt entspricht
damit der Frage nach einem gemeinsamen Bildpunkt der Abbildungen,
d. h. wir suchen ¢, s1, s, € R mit der Eigenschaft G(t) = E(s;, s2). Die
Fragestellung 148t sich noch knapper formulieren, wenn wir die Abbil-
dung A(t, s1,s9) = G(t) — E(s1, s2) einfiihren, die R?® nach S abbildet.
Offensichtlich ist A affin linear, denn

A(Z) — A(0) = G(z1) — G(0) 4 E(z9, x3) — E(0,0)

ist, wie man sich leicht {iberzeugt, linear. Das Schnittproblem fiihrt
damit auf die Gleichung A(Z) = 0 mit einer affin linearen Funktion
AR — S,

In genau der gleichen Weise lassen sich alle anderen Schnittprobleme
(Gerade - Gerade, Ebene - Ebene, Gerade - Ebene ...) auf die Null-
stellenbestimmung von affin linearen Abbildungen zuriickfithren. Als
Beispiel erwéhnen wir noch den Fall des Geradeschnitts. Seien zwei
Geraden durch die Bildmengen von G, Gs : R — S gegeben.

Die Frage nach gemeinsamen Punkten stellt sich dann folgenderma-
Ben: Finde s,t € R, so daBB G1(s) = Ga(t) gilt. Mit der affinlinearen
Abbildung B(zy,x2) = Gi(x1) — Go(z2) von R? nach S kann man das
Problem auch so formulieren: Finde # € R?, so daB B(Z) = 0 gilt. Wir
konnen also allgemeine Schnittprobleme l6sen, falls wir in der Lage
sind, Nullstellen von allgemeinen affinen Abbildungen zu finden, und
diesem Thema wollen wir uns jetzt widmen.

Sei A :V — W dazu eine affin lineare Abbildung zwischen zwei Vek-
torrdumen. Wir wissen dann, daB L(7) = A(7) — A(0) eine lineare
Abbildung ist. Die Nullstellensuche von A kann man also auch als Glei-
chung mit L formulieren, denn v ist genau dann eine Nullstelle von A,
wenn L(7) = —A(0) gilt. Eine solche Gleichung nennt man auch lineare
Gleichung.
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Mit der Umformulierung des Nullstellenproblems in eine lineare Glei-
chung sind wir der Losung zwar noch nicht viel ndher gekommen, aber
wir haben jetzt die Moglichkeit, die Berechnung in Koordinatenrdume
R R™*1 741 verlagern, wenn V, W endlich dimensional sind.

Dazu fiithren wir Basen (v, ..., 4,) von V und (0, ..., w,,) von W ein
und ermitteln die Matrix M zur Abbildung L sowie die Koordinaten
7 € R™1 des Vektors —A(0). Das Problem: Finde 7 € V, so daf
L(7) = —A(0) gilt, stellt sich dann so dar: Finde die Koordinaten
7 € R so dal MZ = i gilt. Hat man dieses Problem gelst, so liefert
jeder Losungsvektor & eine Losung ¢ des urspriinglichen Problems mit
?7: 271?71++l'n?7n

Schreiben wir die lineare Gleich M ¥ = ¢ ausfiihrlich, so ergibt sich das
Gleichungssystem

Mllxl -+ M12LU2 +... + Mlna:n = U1
M21SL’1 -+ M22x2 +... + MQnLUn = Y2

Mmlxl + Mm2x2 +...+ anxn = Unm

aus m skalaren linearen Gleichungen mit n Unbekannten zq,...,z,.
Wie wiirden Sie so ein Gleichungssystem nach den Unbekannten z;
auflosen? Eine Moglichkeit ist, die Unbekannten nacheinander aus dem
Gleichungssystem zu entfernen. Nehmen wir an, in der zweiten Glei-
chung ist Ms; # 0. Dann kann man diese Gleichung ja nach z; auflésen

und erhélt z; in Abhéngigkeit von s, ..., x, und y,. Setzt man diesen
Ausdruck in die iibrigen Gleichungen ein, so ergeben sich m — 1 Glei-
chungen fiir die n — 1 Unbekannten x,...,x,. Diese Prozedur kann

man nun wiederholen und man erhélt somit immer weniger Gleichun-
gen fiir immer weniger Unbekannte. Endet dieser Prozef so, daf§ die
letzte Variable eindeutig bestimmt ist, so kann man mit diesem Wert
nacheinander die Werte der vorher eliminierten Variablen ausrechnen.
Die detailierte Ausfithrung dieser Idee fiithrt auf den Gaulschen Elimi-
nationsalgorithmus, den wir nun entwickeln wollen.

Zunichst stellen wir fest, dafl die Anordnung der Gleichungen sicherlich
keine Auswirkung auf den Losungsprozefl hat, d. h. es ist egal, welche
der Gleichungen die oberste, die zweite, die dritte usw. ist. Wir diirfen
also Zeilen vertauschen ohne dafl dadurch die Losungsmenge beeinflufit
wird. Diese Eigenschaft benutzen wir dazu, unser Vorgehen zu auto-
matisieren. Wir suchen uns dazu eine Zeile, in der der Koeffizient vor
x1 nicht gleich Null ist und bringen sie in die oberste Position (sind
alle Koeffizienten gleich Null, so wird x; durch das Gleichungssystem
offensichtlich nicht eingeschrénkt, kann also beliebig gewihlt werden).
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Die erste Gleichung hat dann die Form
a1y +...apxy, = A

mit a; # 0 und kann aufgelost werden
1
1= —(A—agzy — ... — a,zy,)
a1

Dieser Zusammenhang, eingesetzt in eine beliebige andere Gleichung
bix1+...+byx, =B
liefert
2—11(A—a2:p2—...—anxn)+b2x2+...+bnxn:B

oder nach geeigneter Sortierung

b b b
(b2 — —16L2).§L’2 4+ ...+ (bn — —10,”)1‘” =B — —1A
aq ay ai

Wir sehen, dafl x; auf diese Weise in allen anderen Gleichungen eli-
miniert werden kann. Auch wird deutlich, wie sich die Koeffizienten
andern. Schreiben wir nur die Koeffizienten untereinander, so haben
wir vor der Umformung

a ay az ... a, | A
by by b3 ... b, | B
und danach
1 1 1 1
1 a o-as ce oy | alA
b b b b
1 b2 a (45} bg a1 as ... bn a Ay, | B a1 A

Auf die Koeffizienten im Gleichungssystem hat das Auflésen und Ein-
setzen also folgende Konsequenz

e die oberste Zeile wird mit einer von Null verschiedenen Zahl
multipliziert (komponentenweise)

e zu den iibrigen Zeilen wird ein Vielfaches der ersten Zeile ad-
diert (komponentenweise)

Um Schreibarbeit zu vermeiden, verzichten wir ab jetzt auf die Angabe
von z; und 4, = in den Gleichungen und schreiben nur die Koeffizienten
auf, wobei die Faktoren von x; in der ersten Spalte stehen, die von x5
in der zweiten usw. Beachten Sie, dafl eine Null als Koeffizient in der
Jj-ten Spalte einzutragen ist, wenn eine Variable z; in einer Gleichung
gar nicht auftritt. Das Vertauschen von Gleichungen, das Auflésen und
Einsetzen duflert sich dann nur noch in den entsprechenden Zeilen-
Operationen.
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Die Elimination von z; aus dem Gleichungssystem liefert also folgende
Situation der Koeffizientenmatrix

x k%
0 *x =

0

0 * % --- % *

wobei * einen beliebigen Wert andeutet. Beachten Sie, dal wir das er-
ste Element der ersten Zeile nicht als 1 schreiben. Damit behandeln
wir gleichzeitig den einfachen Spezialfall, dafl kein von Null verschie-
dener Koeflizient von x; existiert. In diesem Fall ist der obere linke
Stern némlich eine 0. Ist die Variable z; eliminiert, so bleiben m — 1
Gleichungen fiir die n — 1 unbekannten xs, ..., z,. Die Koeffizienten
dieses neuen Systems finden sich in dem Koeffizientenblock unterhalb
der ersten Zeile und rechts von der ersten Spalte. Auch hier kénnen wir
durch Zeilentausch und anschlieBende Elimination (d. h. Addition von
Vielfachen der zweiten Zeile zu den Zeilen drei bis n) folgende Situation
herstellen.

* ok
0 =
0 0
0 0 % --- %
0 0 = * *
Entsprechend eliminiert man x3, 4, . . ., solange noch Gleichungen zur

Verfiigung stehen. Insgesamt erhélt man also mit den Operationen Ver-
tauschen, Multiplizieren mit nicht-Null Faktoren und addieren von Zei-
lenvielfachen ein dquivalentes Gleichungssystem der dreieckigen Form

Mﬂ% + ]\ZﬂQ + ]\Z:ﬂ?, + ...+ Mm!En = 0

Moy + AZ23$3 + .+ EQnSCn = U

Mosxs + ...+ Msz,x, = U3

Je nach Gréflenverhéltnis von n und m ist das Dreieck dabei natiirlich
mehr oder weniger verunstaltet. Im Spezialfall n = m und M;; # 0
fiir alle ¢ sehen wir aber sehr schnell ein, dafl das Gleichungssystem
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genau eine Losung hat. Die letzte Gleichung fithrt ndmlich auf z,, =
Un/ My, Dieser Wert liefert dann in der vorletzten Gleichung z,, 1 =
(Un—1— Mp_1n71)/ My _1,—1 und entsprechend lassen sich alle Werte x;
bestimmen. Andere Félle (n > m,n < m, nicht alle M;; # 0) werden
wir uns jetzt an Beispielen genauer ansehen.

Betrachten wir zunéchst den Schnitt von zwei Geraden, die durch affine
Funktionen G; : R — S gegeben sind. Um das Schnittproblem in ein
lineares Gleichungssystem vom Typ MZ = g zu verwandeln, miissen
wir zundchst eine Basis von S einfiihren und alle beteiligten Elemente
von S in dieser Basis ausdriicken. Ist ® : S — R3*! die Koordinaten-
abbildung, so betrachten wir die Geraden in Koordinatendarstellung,
die als Bilder der verketteten Abbildungen g; = ® o G; gegeben sind.
Als konkretes Beispiel nehmen wir

1 2 1 —1
a=[0)+e[2]), g ={-1]+s(3
1 1 —1 —1
Die Abbildung a(t, s) = ¢1(t) — g2(s) ist dann
2 1 / 0
a(t,s)=12 -3 (s) + 11
1 1 2

und das Schnittproblem: Finde (¢, s) € R?, so daB a(t, s) = 0 gilt, fiihrt
auf das lineare Gleichungssystem mit den Koeffizienten

2 1 0
2 -3 -1
1 1 -2

Dieses System wollen wir nun so manipulieren, dafl es (so weit wie
moglich) Dreicksform annimmt. Zur Vereinfachung der Rechnung tau-
schen wir zunéchst die erste und die letzte Zeile

1 1 -2
2 =3 -1
2 1 0

und subtrahieren dann das Zweifache der ersten Zeile von der zweiten
Zeile
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und das Zweifache der ersten von der letzten Zeile

1 1 -2
0 -5 )
0 -1 2

Héatten wir am Anfang die Zeilen nicht getauscht, so hétten wir entwe-
der die Hélfte der ersten Zeile von der letzten abziehen miissen, was zu
Briichen in den Eintragen fiihrt, oder aber die letzte Zeile zunéchst mit
zwei durchmultiplizieren miissen, um danach die erste Zeile abzuziehen.
Das geht natiirlich auch. Schauen wir uns das Endsystem einmal ge-
nauer an. Die letzte Zeile sagt uns, dafl —s = 2 gelten muf}, wenn eine
Losung vorliegt. Allerdings besagt die vorletzte Zeile, daf gleichzeitig
—bs = —5 zutreffen muf};, aber s kann ja nicht gleichzeitig —2 und 1
sein! Das Gleichungssystem fiihrt also zu widerspriichlichen Anforde-
rungen an t, s und wird deshalb durch kein Paar t, s erfiillt. Wir sagen,
daf} die Losungsmenge dieses Gleichungssystems leer ist. Wenn wir uns
zuriickbesinnen auf die geometrische Bedeutung des Problems, so ist
das Ergebnis nicht {iberraschend. Zwei beliebige Geraden im Raum wer-
den sich eben tyischerweise nicht schneiden. Damit ein Schnittpunkt
auftreten kann, miissen Aufpunkte und Richtungsvektoren sorgféltig
gewahlt werden, z. B.

—1 2 1 -2
g =[-1]+t[ 2], o) ={-1)+s[-
1 -2 0 3

Das zugehorige Gleichungssystem ist jetzt durch die Koeffizienten

2 2 2
2 4 0
—2 -3 | -1

gegeben. Subtrahieren bzw. Addieren der ersten Zeile zur zweiten bzw.
dritten Zeile liefert

2 2 2

0 2 -2

0 —1 1
Wieder ergeben sich zwei Bedingungen an s, die aber jetzt kompatibel
sind. Die beiden letzten Gleichungen verlangen ndmlich s = —1 und die

erste Gleichung ergibt dann 2t = 2 — 2s = 4, also ¢t = 2. In diesem Fall
gibt es also genau eine Losung des Gleichungssystems, die genau einem
Geradenschnittpunkt entspricht. Die Koordinaten dieses Schnittpunkts
sind tibrigens g;(2) bzw. go(—1). Zur Probe, ob wir uns nicht verrechnet
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haben, empfiehlt es sich, beide Koordinatentripel zu berechnen. Wir
erhalten

3 3
91(2) = 3 ) 92(_1> = 3
-3 -3

Eine noch speziellere Situation ergibt sich in folgendem Fall

1 —9 0 1
a®)=-1+t 2|, g)=10]+s|-1
3 1 T 1
2 2
mit
9 1 | -1
2 1 1
1 1
L3 2

-2 -1 -1
0 0 0
0 0 0

fithrt. Sie sehen, dafl in diesem Fall an s gar keine Bedingung gestellt
wird, denn die Gleichung 0 -s = 0 ist ja fiir alle s € R automatisch
erfiillt. Fiir ¢ ergibt sich die Bedingung —2t—s = —1 bzw. t = (1—s)/2.
Wir erhalten hier also eine richtig grofle Losungsmenge

{(5) [t=(0-25)/2, seR}

Geometrisch gesprochen bedeutet dies, dafi die Geraden unendlich viele
Schnittpunkte haben, also aufeinander liegen. Es gilt ja ¢;((1—s)/2) =
g2(s), d. h. jedem Punkt go(s) auf der einen Gerade entspricht der
Punkt g;((1 — s)/2) auf der anderen.

Obwohl wir bisher nur drei spezielle Beispiele betrachtet haben, ist
es doch einfach nachvollziehbar, was in einem allgemeinen Fall von m
Gleichungen mit n Unbekannten (m > n) im Losungsprozefl passieren
wird. Zunéchst 148t sich die Koeffizientenmatrix auf die Form



5. GERADEN, EBENEN UND GAUSSALGORITHMUS 75

* *

transformieren. Im allgemeinen werden dabei die letzten Gleichungen
widerspriichlich sein und das Gleichungssystem damit keine Losung ha-
ben (der Fall m > n heifit auch wberbestimmtes Gleichungssystem, da
mehr Bedingungen als Unbekannte vorhanden sind). In ganz besonde-
ren Fillen sind die Anforderungen an die letzte Variable kompatibel, so
dafl mindestens eine Losung existiert. Ist aber ein Diagonalelement des
Dreiecks gleich Null, so 148t sich fiir die entsprechende Variable keine
Bedingung ableiten. Sie kann damit frei gewdhlt werden und es ergibt
sich eine ganze Losungsschar.

Als Beispiel fiir den Fall unterbestimmter Gleichungssysteme (m < n)
betrachten wir nun den Schnitt von zwei Ebenen, die wir auch wieder
direkt durch ihre Koordinatendarstellung beschreiben

1 —2
el(tl,tg) = L |2] +1t 1 ,
D 1
—1 0 1
62(81,82) = 3 + 81 1 + $9 0
1 3 —2

Das Schnittproblem: Finde (sy,ss), (t1,t2) € R? so daB e;(ty,ts) =
(81, s2) gilt, fiihrt auf ein Nullstellenproblem fiir die affine Funktion

1 -2 0 -1 il 1
a(tl,tg, S1, 82) = 2 1 —1 0 82 + -3
5 1 =3 2 ! -1

S92

und damit auf das Gleichungssystem mit Koeffizienten
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N =
—_
(\]
=
—_
o |
—_
w |
—_

(S
—_

-3 2 1

Durch elementare Zeilenumformungen erhéilt man zunéchst

1 -2 0 -1 -1
0 5 -1 2 5
0 11 -3 7 6

und dann durch Multiplikation der zweiten Zeile mit 11 und der letzten
Zeile mit 5

1 -2 0 -1 —1
0 55 —-11 22 55
0 55 —-15 35 30

SchlieBlich ergibt sich durch Subtraktion der zweiten Zeile von der letz-
ten

1 -2 0 -1 -1
0 55 —11 22 55
0 0 -4 13 —25

und man kann den Faktor 11 aus der zweiten Zeile wieder herausdivi-
dieren

1 -2 0 -1 -1
0o 5 -1 2 )
0 0 —4 13 —25

Offensichtlich liefert der LosungsprozeB im unterbestimmten Fall im-
mer eine Koeffizientenstruktur der Form
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* % * * *
* * *

da einfach nicht geniigend Gleichungen (d. h. einschrinkende Bedin-
gungen) fiir die Unbekannten vorhanden sind. Einige der gesuchten
Groflen werden also typischerweise nicht durch das System festgelegt
und koénnen somit frei gewahlt werden. In unserem Beispiel kann z. B.
die Variable sy beliebige Werte annehmen, wenn nur die anderen Va-
riablen dazu passen, d. h. es mufl gelten

t1—2t2+081 = —1+82
5t2 — S5 = 5 — 252
—481 = —-25— 1382

Dieses Gleichungssystem hat jetzt Dreiecksgestalt und kann daher suk-
zessive von unten nach den Unbekannten si,ty,%t; aufgelost werden.
Das erfordert offensichtlich fortgesetztes Einsetzen, was, wie wir wis-
sen, auch durch Zeilenoperationen dargestellt werden kann. Betrachten
wir das System

1 -2 0 s9—1
5 -1 5 — 282
—4 —25 — 1359

Multiplikation der zweiten Zeile mit (—4) und Addition der letzten
Zeile liefert

1 -2 0 s — 1
0 —20 0 —45 — 5sy
—4 | —25—13s,

und eine Multiplikation der ersten Zeile mit (—10) und Addition der
zweiten Zeile ergibt

—-10 0 0 —35 — 1559
—-20 0 —45 — 559
—4 —25 — 1359

Durch passende Zeilenmultiplikation kann man hier noch aufrdumen
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1 00 ‘ %_'_%SQ
Lo [ f+is
U] B,

Die Losungsvektoren des Gleichungssystems haben also die Form

%+%a
t
1

9 , 1
L] 3t acR
S1 !

25 | 13
S5 1 T

«

Was heifit das fiir das Schnittgebilde der beiden Ebenen? Setzen wir
ein

1
-1
25 13 37 13
62(Z+Za’a): % +al 37|, aeR
4 31
1

so sehen wir, dafl die Schnittpunkte eine Gerade beschreiben. Natiirlich
finden wir die gleiche Gerade, wenn wir 61(% + %a, % + ioz) ausrechnen.
In Spezialfdllen kann natiirlich auch ein unterbestimmtes Gleichungs-
system keine Losung haben. Denken Sie z. B. an den Schnitt von zwei
parallelen Ebenen. In diesem Fall sind halt einige * Symbole in der
abgeschnittenen Dreiecksform gerade gleich Null, was dann zu Wider-
spriichen fiihrt. Beispielsweise kann folgende Situation auftreten,

0 ...0 | #£0

was auf die widerspriichliche Bedingung 0 # 0 fiihrt.

Gleichungssysteme, die weder iiber- noch unterbestimmt sind, haben
genausoviele Gleichungen wie Unbekannte (n = m). Dieser Fall tritt
zum Beispiel beim Schnitt von einer Gerade mit einer Ebene auf. Aus
der Anschauung heraus kénnen Sie damit die Struktur der Losungsmen-
ge schon erraten. Eine beliebig gewéhlte Gerade schneidet eine belie-
big gewihlte Ebene typischerweise in genau einem Punkt, d. h. die
Losungsmenge enthélt nur einen Vektor, bzw. das Gleichungssystem
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ist eindeutig 16sbar. Wenn Sie sich bei der Auswahl der Richtungsvek-
toren sehr anstrengen, kann aber auch der Fall eintreten, dafl keine
Losung existiert (Gerade parallel zur Ebene), oder dafi unendlich viele
Schnittpunkte auftreten (Gerade liegt in der Ebene). Dafiir muf§ aber in
jedem Fall der Richtungsvektor der Gerade durch die Richtungsvekto-
ren der Ebene darstellbar sein, d. h. die beteiligten Richtungsvektoren
sind linear abhéngig. Da uns die Spezialfalle prinzipiell in den vorheri-
gen Beispielen schon begegnet sind, beschrinken wir uns hier auf den
allgemeinen Fall des Schnitts von Gerade und Ebene. Sei dazu

1 4 3 1
gt)y=|-2|+t| 1], e(s1,80)=s1 (3] +s2| O
—1 -2 1 —1

Das zugehorige Schnittproblem fiithrt auf das Gleichungssystem

4 -3 -1 -1
1 =3 0 2
-2 -1 1 1

Vertauscht man erste und zweite Zeile, so 148t sich die erste Variable
leicht eliminieren

1 =3 0 2
0 9 =2 -9
0 -7 1 3

Will man Bruchzeilen vermeiden, so bietet es sich an, die zweite und
letzte Zeile zunédchst zu erweitern

1 =3 0 2
0 63 -7 —63
0 —-63 9 45

wobei die Erweiterung der zweiten Zeile nach Durchfiihrung der Summe
mit der dritten auch wieder riickgdngig gemacht werden kann

1 -3 0 2
0 9 -1 -9
0 0 2 —18

Wie versprochen, erhalten wir also ein ,,echtes“ Dreieck, d. h. die Dia-
gonalelemente sind alle von Null verschieden.

Das Ausrechnen der x; kann man wieder durch Zeilenoperationen durchfiihren,
aber jetzt von unten nach oben. Zunéchst erhalten wir
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1 -3 0 2
0 9 0 —18
0 0 1 -9
und schliefflich
1 00 —4
010 —2
0 01 -9
Den eigentlichen Schnittpunkt erhélt man wie immer dadurch, dafl man
t = —4,51 = —2,59 = —9 in die Geradenfunktion und zur Kontrolle

auch in die Ebenenfunktion einsetzt. In beiden Fillen erhalten wir

—15
g(—=4)=| =6 | =e(-2,-9)
7

Zusammenfassend halten wir fest, dafl man mit Schnittproblemen prak-
tisch alle Situationen antreffen kann, die beim Losen linearer Glei-
chungssysteme auftreten kénnen. Bei unterbestimmten Gleichungssy-
stemen enthélt die Losungsmenge typischerweise unendlich viele Ele-
mente, da mindestens eine Unbekannte unbestimmt bleibt. Bei iiber-
bestimmten Systemen besteht dagegen typischerweise die Gefahr, dafl
widerspriichliche Bedingungen auftreten und die Losungsmenge damit
leer ist. Enthélt das Gleichungssystem dagegen genauso viele Unbe-
kannte wie Gleichungen, so besteht die Losungsmenge typischerweise
aus genau einem Element. In allen Féllen ist es aber auch moglich, dafl
die Losungsmengenstruktur vom typischen Fall abweicht. Diese Spe-
zialsituationen treten dann auf, wenn die Spalten (fiir n < m) bzw.
die Zeilen (fiir m < n) der Koeffizientenmatrix linear abhingig sind
(entspricht Parallelitét bei Schnittproblemen).

6. Invertierung linearer Abbildungen

Wihrend die geometrischen Schnittprobleme gut als Gedankenstiitze
fiir mogliche Situationen beim Lésen von linearen Gleichungssystemen
dienen konnen, so stellen sie natiirlich nicht die einzige Quelle von
solchen Systemen dar. Lineare Systeme treten tatséchlich in sehr vielen
Anwendungsfallen auf.

Wenn in einem solchen Fall das Gleichungssystem nur einmal gelost
werden soll, so kann man diese Losung z. B. mit dem GauBalgorith-
mus konstruieren. Soll die Losung dagegen fiir viele verschiedene rech-
te Seiten aber die gleiche Matrix bestimmt werden, dann bietet sich
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eine andere Sichtweise an. In diesem Fall hilft es, den Losungsprozefl
als Abbildung zu betrachten, die jeder rechten Seite die Losung des
Gleichungssystems zuordnet. Natiirlich geht das nur, wenn das Sy-
stem eindeutige Losungen liefert, da sonst nicht klar ist, welche Losung
der rechten Seite zugeordnet werden soll. Wenn das Gleichungssystem
aus der Koordinatendarstellung der linearen Gleichung L(v) = &/ mit
L :V — W folgt, so interessieren wir uns letztlich fiir die Frage, wann
die Abbildung L invertierbar ist, denn bei Invertierbarkeit gibt es ja
gerade zu jedem w € W ein eindeutiges ¢ = L~Y(@) mit L(v) = .
Nehmen wir fiir einen Moment an, dafl L invertierbar ist. Dann sieht
man leicht, dal L=! auch linear ist, denn fiir @ = L(¢) und o € R gilt
aw = L(av), so daf

L™ ab) = atf = aL™* ()

Entsprechend zeigt man, dafi auch L™ (@ +a@) = L™ (W) + L™ () gilt.
Um eine lineare Abbildung vollstindig zu verstehen, geniigt es aber,
die Bilder der Vektoren einer beliebigen Basis (i, . .., W,,) zu kennen,
da alle anderen Bilder als Linearkombination der L™!(w;) dargestellt
werden kénnen. Die Berechnung von L™ (w;) entspricht nun der Losung
der Gleichung L(¥) = w;, d. h. zur Bestimmung von L' miissen m
Gleichungen gelost werden (die V-Koordinaten dieser Losungen stehen
dann in den Spalten der Matrix zu L™!). Die Konstruktion der inversen
Abbildung ist also sicher erst dann rentabel, wenn das System mehr
als m-mal gelost werden soll, wobei m die Dimensionalitéit der rechten
Seite ist.

Um Kriterien fiir die Invertierbarkeit linearer Abbildungen zu finden,
erinnern wir uns, dafl Invertierbarkeit sowohl Injektivitéat als auch Sur-
jektivitdt voraussetzt. Dabei ist L injektiv, wenn zu jedem W € W
hochstens ein Urbild ¢ korrespondiert, also falls ¢ # v auch L(v;) #
L(v,) impliziert. Anders ausgedriickt, lautet diese Bedingung, wenn
il = vy — Uy # 0, gilt, dann soll L(@) = L(¥) — L(,) # 0 gelten, d. h.
L ist injektiv, wenn die einzige Nullstelle bei 0 ist. Die Menge aller
Nullstellen einer linearen Abbildung L bezeichnet man als

Kern L = {# € V|L(7) = 0}

Mit dieser Notation ist L also injektiv genau dann, wenn Kern L = {5}
Im Gegensatz zur Injektivitdt bedeutet Surjektivitidt, dafl zu jedem
w € W mindestens ein v € V existiert mit L(v) = @, also da8 der
Wertebereich von L dem ganzen Raum W entspricht. Den Wertebereich
einer linearen Abbildung L bezeichnet man auch als

Bild L = {L(?)|5 € V}



82 2. LINEARE FUNKTIONEN

und damit ist Surjektivitéat gleichbedeutend mit der Bedingung Bild L =
W. Bei linearen Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen gibt es einen niitzlichen Zusammenhang, die sogenannte Di-
mensionsformel, mit dem man den Test auf Surjektivitdt durch einen
Test auf Injektivitdt ersetzen kann und umgekehrt. Die Grundlage da-
zu ist zunéchst die Beobachtung, dafl sowohl Kern L als auch Bild L

Untervektorraume von V' bzw. W sind. Nehmen wir an, dafl vy, ..., v
eine Basis von Kern L ist, d. h. dim Kern L = s. Ergénzen wir diese
Basis zu einer Basis v, . .., Uy, Us11, . . ., U, von V', so konnen wir zeigen,
daB L(Us41), ..., L(¥,) linear unabhéngig in W sind. Nehmen wir dazu
an, dafl
A1 L(Togr) + ...+ A L(T,) =0

gilt, mit dem Ziel, A\;1; = ... = A\, = 0 zu zeigen. Da L linear ist, folgt
zunéchst

L<)\s+lﬁs+1 + ...+ )\n’l_fn) = 6
d. h. die Linearkombination ist eine Nullstelle von L und damit in
Kern L enthalten. Da v, ..., 7, eine Basis des Kerns ist, gibt es ein-
deutige Koeffizienten Ay, ..., A, so daf3

ML oo AT = Nop1 st + o+ Ay

Dabei miissen nun aber alle )\; identisch Null sein, denn 7, ..., v, ist
eine Basis und erlaubt daher nur die triviale Darstellung der Null. Ins-
besondere gilt also A\;11 = ... = A\, = 0 und die lineare Unabhéngigkeit
von L(Vs41), - .., L(U,) ist gezeigt. Weiterhin sehen wir schnell, dafl die-
se Vektoren den Raum Bild L erzeugen, denn das Bild eines beliebigen
Vektors
U= Mlﬁl +.o ﬂsUs =+ MerlUerl +...+ ,unﬁn

ist ja gerade

L(0) = pros1 L(Vsyr) + ... + pn L(V5)
Die Vektoren stellen also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem

von Bild L dar und sind damit eine Basis. Fiir die Dimension folgt
dim Bild L = n — s und da dim Kern L = s,

dim Bild L 4+ dim Kern L = dim V

Diese Dimensionsformel erleichtert nun z. B. das Nachpriifen von Sur-
jektivitéit. Die Abbildung L ist surjektiv, wenn Bild L = W gilt, d. h.
wenn

dim V — dim W = dim Kern L
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Die Frage nach der Surjektivitdt reduziert sich damit auf eine Dimen-
sionsuntersuchung von Kern L. Da dim Kern . > 0, kann L offen-
sichtlich nur dann surjektiv sein, wenn der Ausgangsraum eine héhere
Dimension hat als der Zielraum. Stellen wir durch Dimensionsunter-
suchung fest, daBl dim Kern L = dim V — dim W gilt, so sagt uns
die Dimensionsformel, daf§ dim Bild L = dim W ist und damit folgt
dann tatsédchlich Bild L = W, da Bild L ja durch eine maximale line-
ar unabhéngige Menge von Vektoren aus W erzeugt wird. Umgekehrt
148t sich die Injektivitdt (dim Kern L = 0) mit Hilfe der Dimensi-
onsformel auf eine Dimensionsuntersuchung von Bild L zuriickfiihren.
Soll die Abbildung L sowohl injektiv als auch surjektiv sein, so mufl
dim Bild L = dim W gelten und dim Kern L = 0. Als notwendiges
Kriterium ergibt die Dimensionsformel deshalb dim V' = dim W. Nur
wenn Dimension von Start und Zielraum {ibereinstimmen, kann die
lineare Abbildung invertierbar sein. Ist dies der Fall und haben wir
z. B. die Injektivititsbedingung Kern L = {0} iiberpriift, so zeigt die
Dimensionsformel, dal auch dim Bild L = dim V' = dim W gilt. Die
Invertierbarkeit einer linearen Abbildung 148t sich also einfach durch
den Vergleich zweier Zahlen (den Dimensionen von Start- und Ziel-
raum) und die Bestimmung von Kern L iiberpriifen. Wie bestimmt
man denn eigentlich Kern L? Nun, dazu mufl man alle ¥ € V finden,
fiir die L(¥) = 0 gilt. Mit anderen Worten, wir miissen eine lineare Glei-
chung mit spezieller rechter Seite losen und das kénnen wir ja (z. B.
mit dem GauBalgorithmus). Zunéchst fithren wir Basen ein und stellen
wie gewohnt das Gleichungssystem auf.

Da die rechte Seite identisch Null ist, werden Zeilenoperationen hier kei-
ne Veranderung hervorrufen. Nach Durchfiihrung des Gauflalgorithmus
wird daher nie ein Widerspruch auftreten, wie wir ihn bei den Schnitt-
problemen gesehen haben. Das ist aber auch nicht verwunderlich, da 0
immer eine Losung des Problems darstellt und die Losungsmenge des
Systems nicht leer sein kann. Es verbleiben damit zwei Moglichkeiten.
Im ersten Fall besteht die Losungsmenge aus einem einzigen Element,
was zwangsldufig der Nullvektor ist. Dies bedeutet Kern L = {5} und
L ist damit injektiv.

Enthélt die Losungsmenge dagegen unendlich viele Elemente, so ist die
Abbildung nicht injektiv und die Anzahl der frei wahlbaren Parameter
entspricht der Dimension von Kern L.

Ist z. B.

1 2 -1
A=|-1 1 -1
1 2 1
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die Matrix zu einer linearen Abbildung L, so sehen wir an der quadra-
tischen Form, daff dim V' = dim W = 3 gilt. Um die Invertierbarkeit
zu iiberpriifen, 16sen wir das System

1 2 -1 0
-1 1 -1 0
1 2 1 0
Elimination liefert
1 2 —1 0
0 3 =2 0
00 2 0

und da alle Diagonalelemente von Null verschieden sind, kénnen wir
das System weiter vereinfachen zu

1 00 0
010 0
0 01 0

Hier konnen wir leicht ablesen, dafi es nur die Null-Losung gibt, d. h.
Kern L = {0} und L ist somit invertierbar. Sie sehen auch, daB das
Mitfiithren der rechten Seite nur unnétig Schreibarbeit erfordert und
deshalb unterdriickt werden kann.
Wir haben ja bereits diskutiert, daff die Matrix zur inversen Abbil-
dung L' durch das Losen von dim V = dim W Gleichungssyste-
men ermittelt werden kann. Es miissen ndmlich die Koordinaten von
i; = L7'(w;) gefunden werden, d. h. die Gleichungen L(u;) = u;
miissen gelost werden. Bezeichnen wir die unbekannten Koordinaten
mit Z; € R**! und beachten wir, daf die Koordinaten von 1, ws, ws
gerade die kanonischen Basisvektoren in R? sind, so ergeben sich die
Gleichungssysteme

AZ; = ¢€; j=1,23
Wir miissen also den Gauflalgorithmus mit drei verschiedenen rechten
Seiten durchfiithren. Da die bendtigten Umformungen aber durch die
Matrix vorgegeben werden und bei jeder rechten Seite die gleichen sind,
kénnen wir die Losungen simultan ermitteln. Wir tragen dazu zunéchst
rechts vom Strich alle drei rechten Seiten ein

1 2 -1 1
-1 1 -1 0
1 2 1 0

SO = O
—_ o O
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und fithren dann die Elimination durch, indem wir zunéchst die erste
Zeile zur zweiten addieren und von der dritten abziehen

1 2 -1 1 00
0 3 -2 1 10
00 2 -1 0 1

jetzt multiplizieren wir die erste Zeile mit zwei und addieren dann die
letzte Zeile zu den anderen

2 40 1 01
030 0 1 1
0 0 2 -1 0 1

Addition des (—4)-fachen der zweiten Zeile zum Dreifachen der ersten
ergibt

S OO

O w o

N OO
@)
—_
—_

Aufrdumen durch passende Zeilenmultiplikation fiihrt denn zum End-
ergebnis

1 2 1
L OO0 5 -3 =5
1 1
010/ 0o 1 1
1 1
001 | -3 o0 1

In den Spalten rechts vom Strich konnen wir die drei Losungen jetzt
direkt ablesen, die ja in die Spalten der Matrix zu L~! eingetragen
werden. Diese Matrix bezeichnen wir mit A~}

W=
N—= Wl

)

1
2

Zur Probe kénnen wir die Spalten von A~ mit A multiplizieren, was ja
die kanonischen Basisvektoren ergeben sollte. Auch diese Operationen
kann man simultan durchfiihren indem wir das Matrixprodukt AA~1
berechnen
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wino

[

1
12 -1\ [ 2 100
AA'=[-1 1 -1 [0 3 4 ]=[010
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Diese Relation entspricht iibrigens der Verkettung L o L™!' = Jy,
wobei Jy die Identitdtsabbildung auf W ist. Genauso gilt natiirlich
L7 Yo L = Jy, was dem Matrixprodukt A='A = E entspricht, mit der
Einheitsmatrix £ € R3*3,

Wenn zwischen zwei Vektorrdaumen V, W eine invertierbare lineare Ab-
bildung existiert L, so sind die beiden Raume in gewisser Weise sehr
dhnlich (man sagt auch isomorph). So sind z. B. #i,...4, linear un-
abhéngig in V' genau dann, wenn L(%)), ..., L(¥,) linear unabhéngig in
W sind. Genauso ist ein System von Vektoren iy, . . ., o, ein Erzeugen-
densystem in W, genau dann, wenn L~!(w),..., L' (@,) den Raum
V erzeugt. AuBBerdem werden Untervektorrdume von V' in gleichdimen-
sionale Untervektorrdume von W abgebildet und umgekehrt. Wir ha-
ben diese Isomorphie iibrigens beim Rechnen mit Koordinaten bereits
nutzbringend eingesetzt. Hier ist die invertierbare lineare Abbildung
die Koordinatenabbildung, die einen n-dimensionalen Vektorraum V'
in den Raum R™*! abbildet. Sie erlaubt uns, mit reellen Zahlen und
den zugehorigen Grundoperationen zu arbeiten anstelle der jeweili-
gen Operationen Addition und skalare Multiplikation in V. Da V' zu
R™! isomorph ist, kann man also alle Eigenschaften wie lineare Un-
abhéngigkeit, Erzeugendeneigenschaft, Untervektorraumeigenschaft, Li-
nearitdt von Abbildung an den Koordinaten iiberpriifen. Die Antworten
gelten wegen Isomorphie dann auch fiir die zugeordneten Vektoren im
Vektorraum V.

Obwohl man in diesem Sinne V und R™*! identifizieren kann, ist es
doch ratsam, die beiden Rdume konzeptionell zu trennen. Oft ist es so,
daff man im Ausgangsraum V' Strukturen klarer erkennt als in Koor-
dinaten, die ja von der willkiirlichen Wahl einer Basis abhédngen. Als
Beispiel betrachten wir die Abbildung T}, : P, — Py, wobei T, (p) das
um h € R ,verschobene“ Polynom [T}, (p)](x) = p(x — h) darstellt. Um
nachzuweisen, dafl T}, invertierbar ist, miissen wir wegen der Dimensi-
onsformel nur nachpriifen, ob Kern 7}, = {N} gilt, wobei N das Null-
polynom ist. Wir wissen, daf§ man die lineare Gleichung 7}, (p) = N in
ein Gleichungssystem verwandeln kann, wenn man eine Basis einfiihrt
und zu Koordinatenvektoren iibergeht, also die Isomorphie zu R"+1D*1
ausnutzt. Es ist jedoch ratsam, die Koordination hier nicht zu benut-
zen. Die Gleichung T},(p) = N impliziert ja p(x — h) = 0 fiir alle x € R
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und damit auch p(y) = 0 fiir alle y € R (man mufl nur y + A fiir x
einsetzen).

Es folgt also sofort Kern 7}, = {/N}, ohne auch nur einen Koordina-
tenvektor auszurechnen oder iiber eine geeignete Basis nachdenken zu
miissen. Versuchen Sie also so lange wie moglich, Koordinaten zu ver-
meiden!

Als abschliefendes praktisches Beispiel fiir eine Isomorphie betrach-
ten wir die Menge F aller Punktkrafte. Eine Punktkraft ist dabei eine
(idealisierte) Kraft, die in einem Punkt eines materiellen Objekts im
Raum angreifen kann. Denken Sie z. B. an Thre Muskelkraft, die Sie
mit einer feinen Spitze an einem Korper wirken lassen kénnen, oder an
die von einem Gewicht erzeugte Gewichtskraft, die iiber ein Seil wirkt,
das an einem feinen Haken in einem Punkt eines Korpers befestigt ist.
Unabhingig vom jeweiligen Ursprung der Punktkraft (Gewichtskraft,
Federkraft, Muskelkraft, ...) betrachten wir zwei Punktkrifte als iden-
tisch, wenn sie im gleichen Punkt die gleiche Kraftwirkung (Verfor-
mung, Beschleunigung) hervorrufen.

Tatséchlich konnen wir Kréfte iiberhaupt nur an ihren Wirkungen er-
kennen. Um diese Wirkungen zu quantifizieren, benttigen wir ein Mef3-
instrument. Eine Moglichkeit ist dabei, Krafte mit Hilfe einer (ideali-
sierten) diinnen, beliebig dehnbaren Feder in Zeiger zu verwandeln.
Wir halten dazu die Feder in ihrem Anfangspunkt A fest so daf sie
sich frei um diesen Punkt drehen kann. Dann lassen wir eine Punkt-
kraft am Endpunkt der Feder wirken, so daf sich die Feder dehnt (ver-
sucht die Kraft, die Feder zusammenzudriicken, so entspricht dies einer
Zugkraft, wenn man die Feder in die entgegengesetzte Richtung zeigen
148t). Durch die Kraftwirkung wird das Ende der Feder einen Punkt F
im Raum annehmen und sich die Lénge von L auf L' verlangern. Einer
Punktkraft F € F lafit sich so also ein Zeiger

zuordnen, d. h. wir haben eine Abbildung M : F — S konstruiert.
Da wir die Feder als beliebig dehnbar angenommen haben, ist die Ab-
bildung M surjektiv. Durch Einwirkung beliebig kleiner und grofler
Kréfte konnen beliebig lange und kurze Zeiger gemessen werden und
im Prinzip kann jedes Element von S auftreten. (Fiir eine reale nicht
idealisierte Feder gilt dies natiirlich nicht.) Die Abbildung M ist auch
injektiv wegen unserer Definition der Gleichheit von Punktkréften. Gilt
nédmlich M (Fy) = M(F,), d. h. haben F; und F die gleiche Wirkung, so
ist F; = F3, bzw. umgekehrt impliziert Fy # Fy, dal M(Fy) # M(Fy)
gilt.



88 2. LINEARE FUNKTIONEN

Auf der Menge F sind in natiirlicher Weise zwei Operationen gegeben.
Die erste Operation ordnet zwei Kréften F,G € F die resultieren-
de Kraft zu, die entsteht, wenn F' und G im selben Punkt angreifen.
Experimentell stellt sich heraus, dafl diese Operation Additionsregeln
gehorcht. Deshalb wird die resultierende Kraft auch als F'+ G bezeich-
net. Das Ergebnis von Experimenten ist dann (streng genommen mit
gewisser Idealisierung)

M(F + G) = M(F) + M(G)

wobei sich das linke + Zeichen auf Kraftiiberlagerung und das rechte
auf Verkleben von Zeigern bezieht.

Die zweite Operation ordnet einer reellen Zahl a und einer Kraft F' € F
die Kraft zu, die die a-fache Wirkung hat. Diese Kraft wird mit oF
bezeichnet. Es gilt also per Definition

M(aF) = aM(F)

Damit ist M : F — S eine bijektive Abbildung, bei der reelle Faktoren
aus dem Argument herausgezogen werde diirfen und die der resultie-
renden Kraft aus der Uberlagerung von F und G die Summe der Bilder
M (F) und M (G) zuordnet. Beachten Sie, dafl wir M streng genommen
noch nicht als lineare Abbildung bezeichnen diirfen, da wir uns noch
nicht {iberzeugt haben, ob denn F mit den beiden Operationen einen
Vektorraum bildet. Um diese Uberpriifung durchzufiihren, miissen wir
einfach die Vektorraum-Rechenregeln nachpriifen. Als Beispiel betrach-
ten wir das Kommutativgesetz der Addition. Es gilt

M(F+G)=M(F)+ M(G)=MG)+ M(F)=MG+F)

und da M injektiv ist, folgt '+ G = G + F'. Die anderen Rechenregeln
folgen mit einer d&hnlichen Schlufiweise. Beachten Sie, dafl neutrale und
inverse Elemente durch die Definition des Produkts aF' praktisch fest-
gelegt sind, da nur OF fiir das neutrale Element und (—1)F fiir inverse
Elemente moglich ist.

Nach dieser Uberpriifung kénnen wir also festhalten, daB der Raum F
der (idealisierten) Punktkrifte einen reellen Vektorraum bildet und iso-
morph zum Raum aller Zeiger ist. Wir kénnen daher statt mit Kréaften
zu operieren, auch rein geometrisch mit Zeigern argumentieren, wenn
es um Vektrorraumfragestellungen geht, also z. B. um Superpositionen,
Zerlegungen (bzw. allgemein um Linearkombinationen), lineare Un-
abhéingigkeit oder Abhéngigkeit, Erzeugendeneigenschaft und so wei-
ter.
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Diese Tatsache lernt man schon sehr frith in der Schule und durch
haufige Wiederholung kann man kaum noch anders iiber Kréfte denken
als in Form von Zeigern.

Beachten Sie aber, dafl Zeiger und Punktkrifte verschiedene Objekte
sind und dafl Addition von Zeigern etwas anderes bedeutet als Addition
von Kréften. Isomorphie bedeutet eben nicht vollstindige Gleichheit,
sondern nur gleiches Verhalten bei linearen Operationen.

7. Langen und Winkel

In diesem Abschnitt geht es um geometrische Konzepte in Vektorraumen.
Zunéchst scheinen dabei Léngen und Winkel, aber auch Flacheninhalte
und Volumina Konstruktionen zu sein, die nur im Zeigervektorraum
eine Bedeutung haben, da hier die Vektoren ja mit elementargeometri-
schen Strecken in Verbindung gebracht werden kénnen. Es stellt sich
aber heraus, dafl die wesentlichen Eigenschften z. B. von Léangen bzw.
Absténden auch auf andere Vektorrdume iibertragen werden kénnen
und dort sehr niitzlich sind. Ein Abstand zwischen zwei Vektoren in
einem Funktionen-Vektorraum kann etwa die Verschiedenheit der bei-
den Funktionen quantifizieren und dann bei Approximationsproblemen
benutzt werden: Finde eine Funktion P in einer Teilmenge des Funk-
tionenraums (z. B. in der Menge P der Polynome), die moglichst nahe
an einer gegebenen Funktion f ist. Hat man ein solches P gefunden, so
kann man, natiirlich mit gewissen Abstrichen an die Genauigkeit, mit
P anstelle von f weiterarbeiten (z. B. zur schnelleren Berechnung, zur
Integration, zur Differentiation etc.). Im Vektrorraum der Bestellun-
gen (Abschnitt 4) kann ein Abstandsbegriff dazu benutzt werden, zu
einer neuen Bestellung eine &hnliche, schon abgewickelte Bestellung zu
finden, um z. B. die Preisgestaltung dhnlich durchzufiihren. Die Lange
einer Punktkraft wird man, wegen der Identifikation zwischen Zeigern
und Kréften, natiirlich mit der Stérke der Kraft in Verbindung bringen.
Die Lange einer Matrix A bzw. einer linearen Abbildung L koénnte da-
gegen quantifizieren, wie stark sich die Lénge eines Vektors ¢ von der
Lénge seines Bildes L(¥) unterscheidet, d. h. die Linge einer Matrix
konnte ihr maximaler ,,Streckfaktor” sein.

Um alle diese Langenbegriffe unter einen Hut zu bringen, wollen wir
nun einige charakteristische Eigenschaften der elementargeometrischen
Lange im Zeigervektorraum S herausarbeiten, und diese dann als Kri-
terien fiir ein allgemeines Langenkonzept fordern.

Die Funktion, die jedem Zeiger § € S seine elementargeometrische
Lénge zuordnet, bezeichnen wir mit || - ||. Der Wert ||5]| ist also die
Lange von § und als solche immer nicht-negativ. Wir stellen damit
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als erste Eigenschaft fest, da || - || : S — [0,00) gilt. Eine weitere
offensichtliche Tatsache ist, daf}, abgesehen vom Nullzeiger, jeder Zeiger
zwei verschiedene Punkte im Raum verbindet und damit eine positive
Lange hat. Nur der Nullzeiger hat Liange Null. Wenn wir uns erinnern
wie die skalare Multiplikation in S definiert war, so sehen wir, daf die
Lénge von a§ gerade das |a|-fache der Lénge von § ist, denn «s ist
ja der um den Faktor |a| in der Lénge gednderte Zeiger §, bei dem
noch die Richtung umgekehrt wird, falls o negativ ist. Es gilt also
llas]| = |« ||5]| fiir die Langenfunktion, egal wie & € R und § € S
gewihlt sind. Die letzte offensichtliche Eigenschaft von Zeigerlangen
bezieht sich auf das Zusammenspiel mit der Verklebeoperation. Sind §
und u zwei Zeiger, so ist §+ « der Zeiger, der das stumpfe Ende von §
mit dem spitzen Ende von ¢ verbindet, wobei das stumpfe Ende von
an der Spitze von § befestigt wird. Die drei Zeiger s« und 5§+ 4 bilden
somit geometrisch ein Dreieck.

Offensichtlich ist die Lange von § + @ nie grofler als die der Knick-
Konstruktion, bestehend aus s und «, d. h. es gilt die sogenannte
Dreiecksungleichung ||+ d|| < ||5]| + ||u||. Letztlich liegt diese Fi-
genschaft an einer Modellannahme {iber unseren physikalischen Raum:
Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist die gerade Verbin-
dung. Die Gleichheit in der Dreiecksungleichung kann natiirlich auch
auftreten. Denken Sie nur an den Fall

|15+ 81 = [1251] = 2[|s1] = ||s1] + [[3]]

Wenn wir die bisher beschriebenen Eigenschaften etwas abstrakter be-
trachten, so sehen wir, dafl sie das Zusammenspiel des Langenbegriffs
mit den Vektorraumoperationen beschreiben. Insbesondere lassen sich
die Eigenschaften in jedem reellen Vektorraum formulieren.
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Definition 1. Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Funktion || - || :
V. — [0,00) heifst Norm auf V, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind

(1) ||7]| = 0 nur fir v =0
(ii) ||av]| = || ||V]] fir alle « € R, 07 €V
(iii) ||o 4+ al| < ||V]| + ||u]| fir alle @, 0 €V

FEin Vektorraum mit Norm nennt man auch normierter Vektorraum.

Im Fall des Zeigervektorraums S stellt sich nun die Frage, ob bereits alle
charakterisierenden Eigenschaften der elementargeometrischen Lénge
duch die Bedingung (i), (i¢) und (ii7) erfafit sind. DaBl dies nicht der
Fall ist, zeigt das Beispiel der New-York-Taxifahrer-Norm. Stellen wir
uns den Stadtplan von New York vor mit gleichméBig parallel laufenden
StraBlen in Nord-Siid- und in Ost-West-Richtung.

\\Q .

@1
N
21y \

Durch (A, 57, 55) sei ein kartesisches Koordinatensystem in der Karte-
nebene gegeben.

Stellen wir uns weiter vor, dafl ein Taxi vom Punkt A zum Punkt B
fahren soll, wobei B durch den Ortsvektektor @ = a8 + a8y gege-
ben ist. Welche Strecke mufl das Taxi dafiir zuriicklegen? Da das Taxi
nicht die direkte Verbindung nehmen kann, sondern den Strafien fol-
gen muB, ergibt sich als Distanz |a;| + |az|. Offensichtlich ist dies ein
verniinftiges Lingenmafl mit einer praktischen Bedeutung (Ihr Geld-
beutel wird proportional zu dieser Distanz belastet und nicht abhéngig
von der elementargeometrischen Distanz!). Wir definieren also fiir be-
liebige Zeiger in der Ebene V' = {a1§] + as5s]ai, as € R}

HCL1§1+CL2§2||1: |a1\—|—|a2\ a1, a2 cR
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wobei die Normnotation eigentlich etwas verfriiht ist, da wir die Nor-
meigenschaften noch nicht nachgepriift haben. Zunéchst gilt offensicht-
lich ||5]|y > 0 fiir alle Zeiger § € V und wenn ||a;51 + a282||; = 0 ist,
dann sind mit |a;| + |az| = 0 sowohl |a;| als auch |as| gleich Null, was
schlieBlich a; = ay = 0 impliziert. Mit anderen Worten, ||5]|; = 0 ist
nur im Fall § = 0 moglich, womit die erste Bedingung an die Norm
bereits iiberpriift ist. Die zweite Bedingung folgt mit

|a(a181+a285) |1 = |aai|+|aas| = |a| |ai|+|a| |as] = [af [|a181+a285||1

Die Dreiecksungleichung ergibt sich anschaulich folgendermaflen: Die
Taxientfernung zu einem Punkt § 4 « kann ndmlich nicht dadurch
verkiirzt werden, daff man zunéchst zu einem anderen Punkt § fihrt
und von dort weiter nach s+ 4. Bestenfalls liegt s auf einer direkten
Taxiverbindung nach §+ « und die Entfernungen sind identisch. Wenn
§ aber ungiinstig liegt, so ist die Fahrt via § ldnger. In mathematischer
Sprache ergibt sich diese Tatsache aus der Dreiecksungleichung fiir den
Betrag von reellen Zahlen. Tatséchlich ist der Raum R mit dem Betrag
| - | ein normierter reeller Vektorraum! Die Vektoreigenschaften haben
wir ja schon frither nachgepriift (R als Spezialfall von R™ mit n = 1).
Aus der Definition des Betrags folgt aufierdem, daf8 |x| > 0 fur alle
x € Rund |z| = 0 kann nur im Fall z = 0 eintreten (ist ndmlich x > 0,

so gilt || = > 0 und entsprechend impliziert < 0, da8 |z| = —x > 0
ist).
AuBerdem folgt sofort, dafl |ax| = |a| |z| ist. Betrachten Sie einfach

die vier moglichen Vorzeichenkombinationen und benutzen Sie die De-
finition des Betrags. Die Dreiecksungleichung |z + y| < |z| + |y| kann
man ebenfalls durch Fallunterscheidung der Vorzeichen von z und y
und durch Benutzung der Rechenregeln fiir Ungleichungen nachweisen.
Wenn Sie eine anschauliche Argumentation bevorzugen, kénnen Sie R
auch als Koordinatenraum einer Gerade in S betrachten (Zahlengera-
de). Ist € der Richtungsvektor der Gerade mit elementargeometrischer
Lénge Eins, so hat der Zeiger ¢ die Lénge |z|. Da unsere Betrachtun-
gen zur elementargeometrischen Léange fiir alle Zeiger gelten, so treffen
sie auch auf die Elemente der Gerade zu, wo die Lénge durch den Be-
trag der Koordinate gegeben ist. Insbesondere gelten also auch (1), (i7)
und (7i7) fiir die Betragsfunktion auf den reellen Zahlen R.

Kommen wir nun aber zuriick zur Dreiecksungleichung der Taxifahrer-
Norm. Es gilt fiir zwei Vektoren § = a18] + a5, € V und u = b;51 +

bggg € V, daf3
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|5+ dll = lar+bu] +[az +bo| < (lar|+[b1])+ (laz| +[b2]) = {1511 + ]2l ]2

wobei wir zweimal die Dreiecksungleichung in R ausgenutzt haben.
Damit haben wir alle Normeigenschaften nachgewiesen und gesehen,
dafl es andere sinnvolle Langenbegriffe geben kann als den der Elemen-
targeometrie.

Um das Verhalten der || - ||;-Norm zu veranschaulichen, kann man alle
Punkte der Ebene markieren, fiir die die Lénge des zugehorigen Orts-
vektors kleiner oder gleich einer festen Zahl (z. B. Eins) ist, d. h. alle
Punkte, deren Abstand zum Referenzpunkt hochstens ein vorgegebener
Wert ist. Fiir den Taxifahrer entspricht dies dem erreichbaren Gebiet
mit einer gegebenen Tankfiillung. Die Menge zum Wert Eins wird all-
gemein Finheitskugel genannt, obwohl sie geometrisch nicht unbedingt
kugel- bzw. kreisférmig sein muf. Im Fall der Taxifahrer-Norm miissen
wir dazu

E= {CL1§1 + a2§2| |a1| + |a2| < 1}

skizzieren. Wie man Losungsmengen von Ungleichungen der Form |a; |+
laz| — 1 < 0 findet, haben wir ja bereits in Kapitel 1 gelernt. Es ergibt
sich ein rautenformiges Gebiet

a2

Die Mengen E. = {t] ||tv||1 < ¢} fiir ¢ > 0 sehen iibrigens wegen der
Eigenschaft (i) genauso aus, nur die Grofie dndert sich proportional
zu ¢; ist v € E, dann ist ||cv]]y = |¢| ||Y]]1 < c also ¢v € E..

Als weiteres Beispiel, wo eine nicht elementargeometrische Lénge auf-
tritt, betrachten wir die Auswertung einer Temperaturmefireihe. Stel-
len wir uns vor, an jedem Tag im Juni wird um Punkt 12 Uhr die
Auflentemperatur gemessen und vermerkt. Diese Mefireihe liefert also
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30 Temperaturwerte, d. h. wir konnen die Mefireihe durch einen Vektor
7 aus R beschreiben.
Die mittlere Mittagstemperatur ist dann durch

gegeben. Beachten Sie, dal M : R* — R eine lineare Abbildung
ist. Fragen wir nun nach der gréfiten Abweichung vom Mittelwert, so
miissen wir

max{|x; — M(Z)| |i=1,...,30}
ausrechnen. Mit dem Vektor m = (M(Z),..., M (%)) konnen wir diese
maximale Abweichnung auch als ||Z — m

M| schreiben, wenn wir

||(Ul7 e 7U30)||oo = max{\vi| ‘Z = 1, Ce ,30}
als Abkiirzung einfithren. Auch hier priifen wir nach, ob die Norm-
Notation gerechtfertigt ist. Da das Maximum iiber die Betridge der
Komponenten von v genommen wird, gilt sicherlich ||0]|o > 0.
Ist ||V]|oc = 0, so ist die betragsgrofte Komponente gleich Null und
damit miissen alle Komponenten Null sein, d. h. ¥ = 0. Wegen

[la(v, ..., 00)]lee = max |av;| = max |of |v;] = |a] max |v;
i=1,...,30 i=1,...,30 i=1,...,30
folgt auch Bedingung (iz). Die Dreiecksungleichung ergibt sich schlief-
lich aus der Tatsache, daf§ |v;| < ||¥]]s fiir alle ¢ = 1,...,30 gilt. Ist
@ = (uq,...,us) ein weiterer Vektor, so folgt mit der Dreiecksunglei-
chung in R

17 Tl = i o+ < o (J] + ]

< ma ol 4 ma il 4 [17c) = 11l + ]
Die sogenannte Maximum-Norm || - || liefert also die betragsméfBig

grofite Komponente eines Vektors und tritt deshalb iiberall da auf, wo
es um maximale Abweichungen geht. Im R"™ mit allgemeinem n € N
ist die Definition natiirlich entsprechend zu modifizieren. Fiir den Fall
n = 2 kénnen wir zur Veranschaulichung wieder die Einheitskugel

B = {(a1, az)| max{]au], Jas} < 1)

zeichnen. Die ,,Kugel“ ist hier das Quadrat [—1, 1], da jede Koordinate
unabhéngig voneinander in [—1, 1] variieren kann.
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az

Kommen wir nun aber wieder zuriick zur elementargeometrischen Lénge
im Zeigerraum. Da unsere bisher gefundenen Normbedingungen auch
andere Langenbegriffe zulassen, mufl die elementargeometrische Lénge
weitere Eigenschaften haben, die wir bisher noch nicht isoliert haben.
Ein solches Charakteristikum ist der Zusammenhang der Lénge mit
Winkeln. Denken Sie nur an den Satz des Pythagoras iiber die Sei-
tenlédngen in einem rechtwinkligen Dreieck.

Sind a, b zwei Zeiger, die im rechten Winkel zueinander stehen, so gilt
fiir die Lange von @ + b eben

lla+ ol =lall* + [[bl[*
da a, bund @+ b ein rechtwinkliges Dreieck bilden, wenn das stumpfe

Ende von b an die Spitze von a gebracht wird und a + b im stumpfen
Ende von @ beginnt

Diese Eigenschaft der elementargeometrischen Liange haben andere Nor-
men im allgemeinen nicht. Schauen wir uns dazu einmal die Norm |- ||;
an. Sind §7, 5, die Zeiger eines kartesischen Koordinatensystems (also
senkrecht zueinander), so gilt

181+ & = (11 + [1)* =4 # 2= [1* + [1]* = [|51][] + 137
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Der Zusammenhang zwischen elementargeometrischer Lénge und Win-
keln wird deutlicher, wenn wir den Begriff des Winkels etwas konkre-
tisieren. Wie lassen sich Winkel {iberhaupt messen? Sind @ und b zwei
Vektoren mit positiver Lange, so messen wir den von ihnen eingeschlos-
senen Winkel <(d, E) folgendermaflen: Wir bringen zunéchst die beiden
stumpfen Enden in einen gemeinsamen Punkt A. Dann schlagen wir
in einer Ebene, die @ und b enthélt, einen Kreis mit Radius Eins um
diesen Punkt. .

Die beiden durch @ und b gegebenen Halbgeraden {t@|t > 0} und

{tb|t > 0} zerschneiden den Kreis nun in zwei Kreisbdgen

™

Die Lénge des kiirzeren der beiden Bogen konnen wir dann als Maf fiir
den eingeschlossenen Winkel nehmen. Dies ist das sogenannte Bogen-
mayf. Sehen Sie, wie eng an dieser Stelle Linge und Winkel miteinander
verbunden sind!

Traditionell nimmt man iibrigens statt des Einheitskreises oft einen
Kreis mit Umfang 360, also mit Radius 360/27. Das hat den Vorteil,
dal man mit ganzzahligen Winkelwerten schon relativ feine Winkel-
abstufungen beschreiben kann. Die Umrechnung dieses Winkelgrad-
Systems in unser Bogenmaflsystem ist aber sehr einfach. Ist ¢ das Bo-
genmaB eines Winkels, so ist ¢ - 360/27 der Bogen auf dem groferen
Kreis, also die sogenannte Gradzahl des Winkels. Umgekehrt kommt
man von einer Grundzahl ® mit 27 /360 zum Bogenmafl des Winkels.
Das Bogenmal} 7 entspricht also 90°, Z entspricht 60°, 7 entspricht 45°
USW.

Durch die MeBvorschrift des Winkels zwischen zwei Vektoren d, b er-
halten wir letztlich eine Abbildung

() S\A{0} x S\ {0} — [0, 7]
Die Zielmenge kénnen wir auf das Intervall [0, 7] einschrénken, da der
kiirzere der beiden Kreisbogen maximal die Hélfte des Kreisumfangs

2m annehmen kann. Diese Winkelfunktion hat einige offensichtliche Ei-
genschaften
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(i) <(a@,b) = <(b,d)

(ii) <(@,xb) = <«(@,b)  firz >0
(iii) <(@,xb) = 7 — <(@,b)  firz <0
(iv) «(@,a) =0

Beachten Sie zum Verstdndnis der Bedingung (iii), dafi die beiden

Halbgeraden mit bund zb im Fall z < 0 zusammen eine Gerade bilden,
die den Einheitskreis in zwei Hélften zerschneidet.

b

™~

Einen dieser beiden Bogen der Lénge 7 zerschneidet die Halbgerade
entlang @ dann in zwei Winkel, d. h.

(@, b) + <(a@,zb) =

woraus Bedingung (7ii) folgt. Zur Bedingung (iv) sei angemerkt, dafl
hier die Auswahl der Ebene, in der der Kreis gebildet wird, nicht ein-
deutig festgelegt ist. Unabhéngig davon, wie wir diese Ebene wahlen,
ist der ausgeschnittene Kreisbogen aber immer von der Léange 0.

Mit der eleganten Definition von <((@, b) haben wir die Winkelmessung
durch eine Lingenmessung ersetzt. Die ganze Sache hat nur einen Ha-
ken, der Thnen vielleicht schon aufgefallen ist: Wie kann man denn die
Lange eines Bogens messen? Sie kennen wahrscheinlich folgenden Trick:
Man nimmt eine Schnur, legt sie entlang des Kreisbogens und markiert
die beiden Stellen, wo die Halbgeraden schneiden. Danach zieht man
die Schnur gerade und kann dann in gewohnter Weise (mit einer Ver-
gleichsstrecke, dem Lineal) die Linge ablesen. Die Genauigkeit dieser
Prozedur héngt aber unter anderem davon ab, wie genau die Schnur
entlang des Kreisbogens lduft und der schwierige Teil ist ja gerade das
genaue Anbringen der Schnur. Um die ganze Sache zu vereinfachen,
konnten wir uns doch ein anderes Maf3 fiir den Winkel zwischen @ und
b iiberlegen, bei dem nur gerade Strecken gemessen werden miissen.
Eine Moglichkeit ist dabei, einen der beiden Vektoren, z. B. den Vek-
tor b, in eine Komponente bH = )\(q) b)a/||d|| parallel zu @ und die dazu

senkrechte Komponente b, = b — b|| zerlegen. Die Funktion A(b) gibt
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dabei den Anteil von b in Richtung @/||@]| an und ist somit die vorzei-
chenbehaftete Linge von bj).
Zur Winkelquantifizierung eignet sich dann die Linge von Z;H, oder,

-

genauer gesagt, die vorzeichenbehaftete Lange A(b). Die Léange von b,
kommt nicht in Frage, da sie den eingeschlossenen Winkel nicht eindeu-
tig wiedergibt. Es kann ndmlich vorkommen, da8 || || = [|bL|| aber

-

(@, # <(@,b)

-

Betrachten wir deshalb A(b) als Rohmaterial zur Winkelquantifizierung,.
Den Wert A(b) miissen wir aber noch modifizieren, denn wenn b durch
xb ersetzt wird mit x > 0, so gilt zunéchst

zb = a:(l;H +by) = :1:(;” + b,
und da wegen Bedingung (7) und (i7) unserer Winkelfunktion

- i T
<I(£L‘bH,:L‘bL) = <I(bH,bl) = 5

und <(a, :cZ;H) = «(d, Z;H) = 0 gilt, haben wir a:5|| als (q:g)H erkannt.

Damit ist aber auch A(zb) = xA(b). Die Linge der Parallelkomponente
andert sich also mit der Lénge von b, obwohl der Winkel derselbe bleibt

(Bedingung (ii)). Da sich aber A(zb) und xb mit dem gleichen Faktor
x dndern, kann man diese Lingenabhéngigkeit herauskiirzen und

o (D)
c(b) = —=
v [[01]

als Winkelmaf betrachten. Wenn <((@, b) zwischen 0 und 7 variiert, wird

—

der Wert ¢(b) zwischen +1 und —1 variieren, wobei zu jedem Winkel
genau ein Wert ¢ gehort und umgekehrt. Den funktionalen Zusammen-
hang zwischen Winkel und der normierten und vorzeichenbehafteten

-

Projektionsliange ¢(b) nennt man cos : [0, 7] — [—1, 1], also
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= Ab
cos (@, b) = ﬁ

Der Vorteil des Winkelmafies cos <(a, b) ist der, daf zu seiner Bestim-
mung die Linge von zwei geraden Strecken A(b) und ||b]| gemessen wer-
den muf} und nicht die eines Kreisbogens wie bei <((a, l;) Allerdings ist
die Situation bei der Wahl dieses Winkelmafles etwas verwickelt: Um
die bendtigte Linge A(b) zu ermitteln, mu man bereits einen Win-
kel benutzen, ndmlich den fiir die Zerlegung des Vektors b erforder-
lichen rechten Winkel. Diese Komplikation kann man durch folgende

Uberlegung umgehen. Die Zerlegung b= g\\ + b, ist ndmlich dadurch
ausgezeichnet, dafl die Komponente b, so kurz wie moglich ist. Da-

mit haben wir ein neues Winkelmefiverfahren: Sind @, b zwei Zeiger, so
betrachtet man alle Zerlegungen

b= pd/ldl| + (b — pd/llal])
und wihlt p so, daB b— ud/||d@]| so kurz wie moglich ist. Der gefundene
Wert ist dann gerade A\(b) und durch Normierung mit ||b|| erhalten wir
einen Wert, der den eingeschlossenen Winkel eindeutig charakterisiert,

wobei im Mefiprozefl nur gerade Strecken gemessen werden miissen.
Die normierte Linge des senkrechten Anteils

bezeichnet man iibrigens als sin <((a, E) Da nach dem Satz des Pytha-
goras

116112 = 115y 1+ [b]]?

gilt, erhalten wir den Zusammenhang

bl Ll = TN 4 (sin <t(@. )2
= BT T = (cos<(a, b)) + (sin<(a,b))

Unabhéngig davon, wie wir den Winkel charakterisieren, ob durch <((@, b)
oder cos <(d, l;), in jedem Fall beruht die Messung auf einer Ladngenmessung,
was die enge Verzahnung der elementargeometrischen Linge mit Win-
keln verdeutlicht. Dies wird auch deutlich, wenn wir ein allgemeines,

von den Zeigern da, bund @+b aufgespanntes Dreieck, betrachten.
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—

Im Fall ¢ = <(@,b) < % folgt mit dem Satz von Pythagoras

lla+bl* = (/lall + Il cos )* + [[b]|*(sin ¢)*
= [lall* +[[bll* + 21|l [|b]| cos ¢
wobei wir die Relation cos? ¢ + sin® p = 1 ausgenutzt haben. Im Fall
¢ = <(@,b) > % ist die Lénge der Grundseite durch | ||| —|[b]| cos(m —
go)} gegeben, wie die folgende Skizze verdeutlicht

Deshalb gilt

1@ +Bl[* = (llall = ||bl] cos(r — ))* + ||B]|* sin* (7 — )
= |lall* + 11bl* — 2/l [|8]] cos( — )
Wegen Eigenschaft (iii) der Winkelfunktion gilt mit ¢ = <(a@, b), daf
T — ¢ = <(d, —b) und
cos (@, —b) = M:b) = —A@ = — cos<((@, b)
[10]] |10]]

Damit gilt sowohl im Fall ¢ < 7 als auch fiir ¢ > 7 der Zusammenhang
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—

(6) 1@+ 8l1* = [lall* + [[b]|* + 2llal| ||b]] cos <(a, b)

-

Die Seitenléingen im Dreieck sind also durch den Winkel <(a, b) mit-
einander verkniipft. Fiir den winkelabhéngigen Term in (6) fithren wir
folgende abkiirzende Schreibweise ein.

Definition 2. Die durch

_o @] ||B]| cos <t(@,b) @b # O
{a,b) = { 0 sonst

auf S x S gegebene Funktion heifit Skalarprodukt auf S'.

Mit dieser Notation la8t sich (6) kurz als

-

(7) 1@+ Bl[* = [lal* + ||b]|* + 2(d, b)

schreiben und wegen

-,

@b = | -bleosa@-H)
® = ] 11§](~ cos (@) = ~(@.)

fiir den nichttrivialen Fall a, b #* 0 (ist ein Zeiger der Nullzeiger, so ist
die Beziehung trivial erfiillt), folgt ebenso

-

(9) [1d@ = BI[* = [lal|* + |B]|* — 2(a@. )
Subtraktion von (7) und (9) liefert

-

" Lo~ 7 L7
(10) (@,0) = (@ +bl[* —[la—blI*),
also erneut einen Zusammenhang, der es erlaubt, cos <(da, E) nur durch

Messung von vier Zeigern da, g,c? + b und @ — b zu ermitteln. Durch
Addition von (7) und (9) féllt das Skalarprodukt dagegen heraus und
wir finden das sogenannte Parallelogramm Gesetz

(11) 1@+l + |la — b|* = 2[[al|* + 2[[]|*

was die Léngenquadrate von den Seiten und den Diagonalen eines Par-
allelogramms in Relation setzt
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Mit den fundamentalen Beziehungen (10) und (11) 148t sich eine wich-
tige Eigenschaft des Skalarprodukts zeigen, die Additivitat (a + b, 0) =
(@,& + (b, @. Wir beginnen mit der rechten Seite, die wir, um Briiche
zu vermeiden, mit 8 multiplizieren.

Unter Ausnutzung von (10) ergibt sich zunéchst

8(d, &) +8(b,&) = 2(|[a@ + &lf* — [l@ — &) + 2(|lb+ el — ||b - &)

Zu der ersten Klammer addieren wir nun Null in der Form 0 = 2||b]|2 —

2|[b]|2 und zur zweiten als 0 = 2||a@||2 — 2||@]|2. Viermaliges Benutzen
des Parallelogramm-Gesetzes

2|l@+ e +2/bl)> = ||[@+c+0b|>+||@a+é— bl
2062 +2la—al* = [|b+a—daf*+Ib—a+dl?
2Ab+ a2 +2/@)? = |[b+c+al>+|b+c—al?
20la|* +2lb—al* = lla+b—eaf*+|lda—b+ el

ergibt dann schliefSlich unter Beriicksichtigung der Vorzeichen

8(a@, ) +8(b,&) = 2lla+b+a|*—2lla+b—a
= 8(@+b,0)
Die Additivitat im zweiten Argument des Skalarprodukts kann man
mit einer dhnlichen Rechnung nachweisen. Es ist allerdings einfacher,
die Symmetrie (@, b) = (b, d) auszunutzen, die sofort aus der Definition
des Skalarprodukts folgt. Wir haben dann
@b+ = (b+2a) = 6,8 + (€8 = @5 + (@3

Das Zusammenspiel des Skalarprodukts mit der skalaren Multiplikation
ergibt sich ebenfalls direkt aus der Definition. Fiir einen Faktor x > 0
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gilt
(zd,b) = [[zd]| [[b]] cos <(zd, b)
— alfall |IBl] cos (@, B) = (. )
(die entsprechende Relation fiir den Fall @ = 0 oder b = 0 ist wieder
trivial erfiillt). Ist der Faktor < 0, so ist zu beachten, dafl x = —|z|
gilt und

cos <t(zd, b) = cos(m — <(@, b)) = — cos (@, )
so daf3

(xd, b) = || [|al| [[b[|(— cos <«(d, b)) = ={d, ).
Wie oben, zeigt man unter Ausnutzung der Symmetrie, dafi skalare
Faktoren auch aus dem zweiten Argument nach vorne gezogen werden
konnen. Zusammen mit der Additivitat ist das Skalarprodukt also li-
near sowohl im ersten als auch im zweiten Argument und damit eine
sogenannte bilineare Funktion auf S.
Als letzte Eigenschaft erwéhnen wir noch die Beziehung

(@,a@) = ||l|* cos 0 = ||a]|?

aus der sowohl (@,a) > 0 fiir alle @ € S folgt, als auch die Tatsache,
daB (@, @) nur im Fall @ = 0 Null sein kann.

Beim Arbeiten mit der elementargeometrischen Lénge stellt sich her-
aus, dafl die gefundenen Eigenschaften immer wieder auftreten. Au-
Berdem sind sie unabhéngig von speziellen Eigenschaften des Zeiger-
vektorraums definiert und lassen sich somit auf andere Vektorrdume
iibertragen. Dieser Schritt hat enorme Vorteile, da wir aus dem Zeiger-
raum motivierte geometrische Zusammenhénge auch auf andere Rdume
iibertragen konnen und so unsere Anschauung z. B. in abstrakten Funk-
tionenraumen einsetzen konnen. Als Anwendung werden wir spéter die
Methode der kleinsten Quadrate in der Approximationstheorie oder
die Fourieranalyse in der Signalverarbeitung kennenlernen. Wir verall-
gemeinern dazu die Situation im Zeigervektorraum mit folgender

Definition 3. Ist V ein reeller Vektorraum und (-,-) : VxV — R eine
Funktion, die fir alle u,v,w € V und a« € R folgende Bedingungen
erfullt
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so heifit (-,-) inneres Produkt bzw. Skalarprodukt auf V. In Analogie
zum Zeigerraum nennt man iU, v € V' senkrecht zueinander bzw. ortho-
gonal beziiglich des Skalarprodukt (-, -), falls (u,v) =0 gilt (in Zeichen
u Ll 7).

Als erstes Beispiel fiir den Umgang mit allgemeinen Skalarprodukten

wollen wir die orthogonale Zerlegung des Vektors v beziiglich eines
anderes Vektors u # 0 betrachten. Wir suchen also A € R, so daf}

T=Xi+ (0—\i) wobei T—Xild

Die Orthogonalitédtsbedingung liefert dabei die Bestimmungsgleichung
fiir A, denn

0= (7 — M\, @) = (7,@) — \i, @)

liefert unter Ausnutzung der Eigenschaft (v) des Skalarprodukts

und damit die Zerlegung

V=10 +0L, U= u, v, Lu

Wegen der Orthogonalitidt von @) und o, gilt fiir den quadratischen

Ausdruck

(0,0) = (O + 00,0 +00) = (0, 6 +T0) + (00,0 + 1)
= {0, 0) + (01, 1)
und mit Eigenschaft (iv) sowie )] = i
(0, u)?
(i, )
Durch Multiplikation mit (i, %) und Ziehen der Wurzel ergibt sich
schlieSlich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(9, 0) > (@), 5 = (@, @) =

(12) (@0 < VEDwe aTeV

Als unmittelbare Konsequenz dieser Ungleichung koénnen wir zeigen,
daB ein Skalarprodukt (-,-) immer eine Norm induziert.

Satz 3. Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann ist

17| = \/(¥, V) eine Norm auf V.
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Zum Nachweis dieser Aussage miissen wir nur die drei Normeigenschaf-
ten nachweisen. Zunéchst ist ||9]| = 0 genau dann, wenn (U, ¥) = 0, was
ja nur im Fall v = 0 eintreten kann. Fiir das Zusammenspiel mit der
skalaren Multiplikation benétigen wir Eigenschaft (iii) des Skalarpro-
dukts

ladl| = V(at, at) = Va*(t,0) = |a|/(,7) = |a] ||4]
Schlieflich kommt beim Nachweis der Dreiecksungleichung die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung zum Einsatz, die man mit || - || auch in der

Form |(u, ¥)| < ||d|| ||¥]| schreiben kann.

@+ 0| = (@+0,a+7) = (4,a)+ (@,7) + (7,4) + (7,7)
= ||a@||* + ||9]]” + 2(, D)
< P+ 19177 + 2|l |9 = (|al| + ||9]])?

Im Fall des Zeigervektorraums, wo wir das Skalarprodukt ja als (a, l;> =
l|@|| ||b]] cos<t(a,b) definiert hatten, mit der elementargeometrischen

Lénge || - ||, gilt \/(@, @) = ||d||, d. h. die mit dem Skalarprodukt defi-
nierte Lénge ist gerade die elementargeometrische. Den Zusammenhang
cos<t(a,b) = (a,b)/(||a]| ||b||) nimmt man nun in allgemeinen Vek-

torrdumen als Grundlage fiir die Definition eines Winkels zwischen zwei
Vektoren. Dabei wird die inverse Abbildung arccos zu cos : [0, 7] —
[—1, 1] benutzt.

Definition 4. Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-).
Seien @, 7 # 0 in V. Dann heifit

Jafl iat = &
der Winkel zwischen @ und U beziglich (-,-).

<(d, V) = arccos ————

Beachten Sie, daf} die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erneut benétigt
wird, um zu zeigen, daf§ der Quotient (u,v)/(||u|| ||v]|) tatséchlich in
der Definitionsmenge [—1, 1] der arccos-Funktion liegt.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir uns nun der Frage
zuwenden, wie man mit Skalarprodukten konkret arbeitet, genauer ge-
sagt, wie man ein Skalarprodukt bzw. die zugehérige Norm ausrechnet.
Sei dazu (¥, . .., U,) die Basis eines Vektorraums V' mit Skalarprodukt.
Zur Berechnung des Skalarprodukts (@, g) stellen wir die beteiligten
Vektoren zunéchst in der Basis dar

—

a= a1 + ...+ a,U,, b= 011 +...4 BnU,.
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Nutzen wir nun die Linearitidt des Skalarprodukts in beiden Kompo-
nenten, so folgt

(@, §> = ZO@@,Zﬁjvﬂ = Z%Z@ﬁj)ﬁj
i=1 7j=1 =1 7j=1

Neben den Koordinatenvektoren von @ und gbenétigt man zur Berech-
nung offensichtlich die n-(n+1)/2 Skalarproduktkombinationen (%, ¥/;)
zwischen den Basisvektoren. Zur kompakteren Schreibweise fassen wir
diese Zahlen in einer Matrix M € R™*" zusammen, d. h. M;; = (v;, ;).
Dann ist aber

n

S G 6)8 = Y My = (MB);
j=1 J=1

d. h. zur Berechnung von (@, b) bildet man zunéchst das Matrixvektor-
produkt M E zwischen der Matrix M und dem Koordinatenvektor von b
und multipliziert den resultierenden Vektor anschlieBend Komponente
fiir Komponente mit den Koordinaten von @ und summiert iiber alle
Werte. Zur Beschreibung des zweiten Teils dieser Prozedur definieren
wir ein spezielles Skalarprodukt auf dem Koordinatenvektorraum.

Definition 5. Sei n € N. Dann heifit

n A Y1

—~
5
&
[
8
<
8
Il
<y
Il

i=1 xn yn
Standardskalarprodukt auf R™!,

Die Skalarprodukteigenschaften rechnet man sehr leicht nach. Beach-
ten Sie, dal wir das gleiche Symbol (-,-) benutzen wie im allgemei-
nen Vektorraum V und im Zeigervektorraum S. Das kann nicht zur
Verwechslung fiihren, da man an den eingesetzten Vektoren immer er-
kennen kann, welches Skalarprodukt gemeint ist. Nur wenn auf dem
gleichen Raum mehrere Skalarprodukte benutzt werden, miissen wir
uns verschiedene Schreibweisen iiberlegen.

Mit dem Standardskalarprodukt kénnen wir nun die Berechnung eines
allgemeinen Skalarprodukts auf V' knapp formulieren

-, -

(@,b) = (a, M)

Beachten Sie, daf§ links das V'-Skalarprodukt steht und rechts das Stan-
dardskalarprodukt auf R™*!. Besonders einfach wird diese Berechnung
offensichtlich, wenn die Matrix M die Einheitsmatrix ist. Das ist dann
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der Fall, wenn M;; = (7;,7;) = 0 ist fiir ¢« # j, d. h. wenn die Ba-
sisvektoren paarweise senkrecht zueinander sind. Auflerdem bedeutet
(U3, 0;) = 1, daB alle Basisvektoren die Lénge Eins haben. Eine solche
Basis nennt man Orthonormalbasis.

Definition 6. Se: V' ein n-dimensionaler Vektorrraum mit Skalarpro-
dukt (-,-). Die Vektoren (v4,...,0,) heiflen Orthonormalbasis von V
beziiglich (-,-), falls

0 i#y
Das Symbol ;; heifit auch Kronecker Delta. Es gibt gerade die Kom-
ponenten der n X n Einheitsmatrix an. Haben Sie gemerkt, dafl die
Definition eine versteckte Aussage enthélt? Der Begriff Orthonormal-
basis suggeriert natiirlich, daf es sich dabei um eine Basis handelt, al-
lerdings wurde dies nicht vorausgesetzt. Man kann es aber bereits aus
den Othonormalitdtsbedingungen ableiten. Nehmen wir dazu an, wir
hétten eine beliebige Darstellung des Nullvektors durch die Vektoren
Uty ey Uy
0=M1+...+ X\,

Multiplizieren wir diese Gleichung mit v; und beachten
(i, 0) = (5,0 0) = 055, 0) = 0
so erhalten wir
0 = (3;,0) = (T, My + ... 4+ NTo) = A\ (T3, 01) + -+ N85, T)

Da alle Skalarprodukte auBer (v;,7;) = 1 verschwinden, folgt somit
0 = \; und damit sind die Vektoren v, ..., v, ein maximales, linear
unabhéngiges System von Vektoren, d. h. eine Basis von V. Die Koor-
dinaten ¢; eines Vektors

ﬁ201?71—|—...+6n’17n

lassen sich iibrigens sehr einfach bestimmen. Multipliziert man « mit
U;, so fischt man genau den Faktor ¢; vor o; heraus, da alle anderen
Produkte (v;, v;) mit i # j verschwinden. Es gilt also ¢; = (u, v;) bzw.

U = (U, V1)V + (U, Ug)Vs + ... + (U, Vp)V, UEV

Auflerdem ist die Berechnung des Skalarprodukts zweier Vektoren a, be
V' mit Koordinatenvektoren @ und /3 beziiglich einer Orthonormalbasis
sehr einfach. Wie wir gesehen haben, gilt

—. —.

<C_i7b> = <C_f7ﬁ> :alﬁl ++anﬁn
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und damit

lall = d]| = \/o3 +a + ...+ a2

wobei die zweite Norm die des Standardskalarprodukts in R™*! ist.
Im Fall des Zeigervektorraums kénnen wir damit Winkel einfach aus-
rechnen. Welchen Winkel bildet z. B. der Vektor @ = 57 + 55 + 53 in
Richtung der Raumdiagonalen des ersten Oktanden mit den Koordi-
natenvektoren s;7 Dazu finden wir zunéchst die Koordinaten & von a
und ﬁ = &) beziiglich der Orthonormalbasis (57, S5, §3)

1 N
a=[1], F=|o
1 0

Offensichtlich gilt ||@|| = v/3 und ||3]| = 1 und nach der Winkelformel
folgt

- (@, b) 1 1
cos<(d,b)= """ =—(1-141-0+1-0)= —
0 ||| 18]l \/§< )

Anwendung der Umkehrfunktion arccos liefert ungefihr <(a, b) =~ 0, 96,
was einer Gradzahl von etwa 54, 7° entspricht. Die Entfernung zwischen
zwei Raumpunkten berechnet man mit der Linge der Differenz der
Ortsvektoren. So betrégt der Abstand zwischen den Punkten auf die @
und b zeigen, wenn die stumpfen Enden in einem Referenzpunkt liegen

1@ =Bl = V{1 = B1)? + (a2 — B2)> + (a5 — Bs)% = V2
Alle Punkte, die vom Ursprung des Koordinatensystems hochstens den
Abstand Eins haben, bilden die Einheitskugel der Norm

E={ves| [0 <1}

&

bzw. in Koordinaten
E= {Ulgl —|—U2§2 —|—U3§3 ‘ U% +U§ —|—U32) < 1}

Geometrisch beschreibt dieses Objekt eine Kugel vom Radius Eins, so
daB hier der Name Einheitskugel voll und ganz gerechtfertigt ist.

Wihrend man im Zeigervektorraum im allgemeinen immer eine Or-
thonormalbasis zugrunde legt, konnen in anderen Vektorrdumen die
natiirlichen Basen durchaus nicht orthonormal sein. Beispielsweise ist
die Monombasis im Raum P, nicht orthonormal beziiglich dem Skalar-

produkt
1

(P,Q) = / P(2)Q(a)da

-1
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Ein anderes Beispiel sind Ebenen im Zeigervektorraum, bei denen die
Richtungsvektoren auf, fiir die konkrete Anwendung wichtigen, Rich-
tungen basieren, die nicht orthogonal sind. Beispielsweise kann eine
Ebene durch drei Punkte bei einer Landvermessung charakterisiert wer-
den, wobei die MeBpunkte relativ willkiirlich im Raum liegen. Um den-
noch in den Genuf} einer Orthonormalbasis zu kommen, mufl man in
solchen Fillen zunéchst Vektoren ¢; mit der Eigenschaft (v}, ;) = d;;
konstruieren. Die Idee des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfah-
rens ist, eine gegebene Basis (w, ..., W) so zurechtzustutzen, dafl sie
orthonormal ist. Der wesentliche Punkt ist dabei die Herstellung der
Orthogonalitdat. Das Normieren der orthogonalen Vektoren ist ja sehr
einfach. Dividiert man einen gegebenen Vektor durch seine Norm, so
hat der resultierende Vektor Liange Fins, ist also normiert. Um dagegen
einen Vektor beziiglich einer Gruppe anderer Vektoren zu orthogonali-
sieren, mufl man sich etwas mehr anstrengen, aber schauen wir uns den
Proze Schritt fiir Schritt an. Zunéchst nimmt man den ersten Vektor
w; der Basis und normiert ihn

w

V1 =

L (]
Der zweite Vektor wy der Basis wird typischerweise nicht senkrecht
zu U7 sein, d. h. er wird etwas in #] Richtung (oder entgegengesetzt)
gekippt sein. Diesen Anteil in #;-Richtung mufl man nun subtrahie-
ren, um einen zu v; senkrechten Vektor zu erhalten. Die Berechnung
der orthogonalen Zerlegung eines Vektors hatten wir ja schon einmal
durchgefiihrt. Es ist

162 - <U72, 171)?71 + (1172 — (1172,771>171)

wobei wir (0, 7;) = 1 benutzt haben. Der senkrechte Anteil ist also

Uy = Wy — (W, V1)V
und Normierung liefert einen Vektor

—

U2

—

Vg =

|||

der Lange Eins hat und zu v; orthogonal ist. Beachten Sie, dafl beliebi-
ge Linearkombinationen der Vektoren ¢ und o, denselben Unterraum
erzeugen wie die Linearkombinationen von w; und w,. Wir haben ja nur
die Richtung von sy geéndert, indem wir den w; Anteil herausgenom-
men haben. Das stort aber bei Linearkombinationen nicht, da die Rich-
tung w; ja immer noch durch o] zur Verfiigung steht und damit wieder
dazukombiniert werden kann. Bei der Herstellung des dritten Vektors
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der Orthonormalbasis verfahren wir prinzipiell wie bei der Konstruk-
tion von v5. Wir nehmen den Vektor w3 und subtrahieren zunéchst
den Anteil (ws, v1)7] in ¥;-Richtung und dann den Anteil (s, Ui5)v, in
va-Richtung. Somit erhalten wir einen Vektor w3, der noch normiert
werden mufl

—

us

—

Uz = W3 — <U73,171>?71 - (1173,?72>?72, U3 =

|||

Man rechnet leicht nach, daf nun (75, ) = (U3, t) = 0 gilt. AuBerdem
liefern erneut Linearkombinationen von o7y, v, U3 den gleichen Teilraum
wie Linearkombinationen von 1, ws, w3, da die von w3 abgezogenen
Anteile ja durch ¢; und v noch zur Verfiigung stehen. Den allgemei-
nen Schritt der Konstruktion von v}, bei bereits konstruierten Vektoren

U1, ..., Uk—1 kKOnnen Sie nun sicherlich erraten
k-1 o
S S . I k
(13) U = Wi — Z<wkavi>via Vg = 75
— |||

wobei die Orthogonalitdtsbedingungen sehr einfach nachzurechnen sind.
Hoffentlich haben Sie sich wahrend der Konstruktion gefragt, ob denn
die Norm des Hilfsvektors ), immer von Null verschieden ist, da wir
doch durch diese Norm dividieren. Beim Dividieren mufl man nédmlich
hollisch aufpassen, dafl man nicht durch Null teilt, da diese Operation
nicht definiert ist, d. h. niemand kann Ihnen sagen, was das Ergebnis
sein sollte. Denken Sie also immer dariiber nach, ob das, was Sie gerne
in den Nenner schreiben wollen, Null ist. Im vorliegenden Fall kann das
nicht passieren. Stellen Sie sich vor, 4, habe Léange Null, d. h. @} sei
der Nullvektor. Dann steht aber in (13), daB @y als Linearkombina-

tion von v7,...,U,_1 geschrieben werden kann und nach unseren obi-
gen Uberlegungen auch als Linearkombination der s, ..., w_1. Dies
widerspricht aber der Annahme, dal (), ...,w,) eine Basis ist und

damit aus linear unabhéngigen Vektoren besteht. Der Vektor ), zeigt
also im iibertragenen Sinne in eine Richtung, die von allen Richtungen,
die durch #,...,7,_1 erzeugt werden konnen, verschieden ist. Beim
Entfernen der v;-Komponenten bleibt also auf jeden Fall etwas iibrig,
und das ist gerade die senkrechte Komponente .

Schauen wir uns jetzt einmal ein konkretes Beispiel im Zeigervektor-
raum S an. Sei

E = {sd +tb|(s, 1) € R?}

eine Ebene, wobei die Koordinaten von @ und b beziiglich einer Ortho-
normalbasis (87, S5, 52) von S
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1 (2
a=[1] ., [F=[1
1 2

gegeben sind. Um eine Orthonormalbasis von E zu konstruieren, be-
nutzen wir das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, beruhend
auf der Basis (@, b) von E. Zunéchst normieren wir u; = d.

L TR , r .
|1 [| = 12+12+12:\/§7 vlzﬁa

Danach ziehen wir die v;-Komponente von b ab, wozu wir das Skalar-
produkt (b, ;) bendtigen

- 1

(b, 1) = ﬁ@’ i) =

Damit ergibt sich

1 -
ﬁ<ﬁ7 >

(2-141-1+2-1) =

E\H
5@

—

UQ = b — <b U1>17 b— gd’

bzw. fiir die Koordinaten fis von iy

2 1 1

B 1

S I I () O
3" o) 3 \1) 3\2

Zur Normierung brauchen wir noch die Lénge von s

V6
3

s = ||| = 5 \/12 )P+ 1% =
so daf} schlieSlich vy =

Us. Dle Koordinaten der Orthonormalbasis-

\/6
vektoren ¥; und ¥, sind also
-1 (3 B I
=7 ) Toe=—7 | —
V3 \1 Ve o\ g

Mit der so gewonnenen Orthonormalbasis kann man nun leicht interes-
sante Fragen beantworten. Wie weit ist ein gegebener Punkt mit Orts-
vektor ¢ von der Ebene entfernt? Unter welchem Winkel schneidet eine
Gerade die Ebene? Welcher Ebenenvektor liegt am dichtesten an einem
gegebenen Vektor?

Beginnen wir mit der Frage nach dem Schnittwinkel. Zun&chst ist da-
bei zu kldren, wie man diesen Winkel iiberhaupt definiert. Ist € der
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Richtungsvektor der Geraden und v ein beliebiger Vektor der Ebene,
so kann man mit Hilfe des Skalarprodukts (€, 7) den Winkel <(é,%)
bestimmen. Allerdings wird je nach Wahl von ¢ ein anderer Wert re-
sultieren. Welchen soll man denn dann als Winkel zwischen Gerade und
Ebene nehmen? Ausgezeichnet unter allen moglichen Winkeln sind of-
fensichtlich der kleinste und der grofite auftretende Winkel und der
kleinste ist wohl der, den man intuitiv als Schnittwinkel bezeichnen
wiirde

Der zugehérige Vektor ¢ der Ebene, zu dem der kleinste Winkel auftritt,
hat anschaulich die Eigenschaft, dafl er genau unterhalb von € liegt; er
bildet sozusagen den Schatten von €, wenn die Ebene senkrecht von
oben mit Licht bestrahlt wird. Mathematisch gesehen, ist ¢ also durch
die Projektion von € in die Ebene gegeben. Die Berechnung dieser Pro-
jektion fithrt auf folgende Aufgabenstellung: Zerlege den Vektor € in
eine Ebenenkomponente und in eine Komponente senkrecht zur Ebene.
Die Ebenenkomponente ist dann gerade die (orthogonale) Projektion
von €. Symbolisch iibersetzt sich die Frage in die Beziehungen

—

526“+€l, a‘:A1?71+A2172,

wobei ¢ L €] fiir alle v € E. Aus der Orthogonalitiatsbeziehung folgern
wir zunéchst fiir die beiden orthogonalen Basisvektoren v; € E

O - <?7;a€l> - <77;a€_ a‘> - <1727€_ )\1171 - )\2772> - <77Zae_> - AZ

d. h. die Koordinaten der Projektion € sind A\; = (v}, €). Tatséchlich
ist €, dann auch senkrecht zu allen Ebenenvektoren, da fiir einen be-
liebigen Vektor v = puqv7 + st folgt

<77> é]_> = M1 <Ulv él) + :LL2<U27 5J_> = 0.

Die gefundene Projektion €], von € auf £ bezeichnen wir auch als
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Pg(€) = (01)v) + (€, ) U

und den Uberrest der Projektion e als

Qr(€) = €— Pp(e)

Den Winkel zwischen dem Richtungsvektor ¢ und der Ebene E er-
gibt sich somit als <((€, Pg(€)). Aber Vorsicht, es kénnte ja sein, dafl
Pp(€) = 0 und der Winkel somit gar nicht definiert ist! In diesem Fall
ist € = €1 = Qp(€) und eigentlich sollte der Winkel 7 resultieren.
Als Ausweg berechnen wir zunéchst den Winkel zwischen € und einem
normierten Vektor 77, der senkrecht auf der Ebene steht (ein sogenann-
ter Normalenvektor). Der Schnittwinkel ergibt sich dann als Differenz
von 7 und <(e, 7). Die Konstruktion des Normalenvektors ist einfach.
Wir nehmen einen beliebigen Vektor ¢, der nicht in der Ebene liegt,
berechnen @Qg(¢) und normieren diesen Vektor.

In unserem Beispiel fithren wir diese Konstruktion mit dem Vektor
¢ = § durch, der den Koordinatenvektor €] hat. Zunéchst benotigen
wir die Skalarprodukte von ¢ mit den orthonormalen Basisvektoren

U1, Us der Ebene, deren Koordinaten ja ; und 7> sind.

L Lo 1
) = (€1, = =
(¢, vh) = (€1,71) 3
L Lo 1
(C, V) = (€1,72) = —=.
6
Die Koordinaten von
QE(5)ZC——3 1
sind dann
1 1 1 1
0l — 1 1] — 1 92| = 1 0
o/ 3\1) 6\ 2\

und nach Normierung ergibt sich der Koordinatenvektor von 7



114 2. LINEARE FUNKTIONEN

Zur Probe konnen Sie die Orthogonalitét (77, 71) = (77, 2) = 0 noch ein-
mal schnell nachrechnen. Beachten Sie, dal bei der Wahl des Norma-
lenvektors das Vorzeichen willkiirlich ist. Wir hétten auch —7 als Ko-
ordinatenvektor nehmen kénnen. Der entsprechende Zeiger zeigt dann
halt auf die andere Seite der Ebene.

Will man nun den Schnittwinkel der Ebene mit einer Gerade mit Rich-
tungsvektor € ermitteln, so wiahlt man den Normalenvektor, der auf die
gleiche Seite wie € zeigt, also einen Winkel kleiner oder gleich § mit €
bildet. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren hat also den Wert (€, 1)
falls <t(€,7) < 7 und (€, —) falls <(€,7) > 7, d. h. insgesamt |{¢, 77)|.
Der Schnittwinkel ist damit

_T (€, 7))
= — — arccos ———.
2 lel|

Fiir den Schnittwinkel von zwei Ebenen ergibt sich mit #hnlichen Uberlegungen

@ = arccos | (11, 1o)|

wobei 77 und 775 Normalenvektoren der beteiligten Ebenen sind.

Abbildung 1: Seitenansicht des Schnitts zweier Ebenen

Der Normalenvektor 77 einer Ebene ist iibrigens niitzlich zur Beschrei-
bung der Ebene selbst. Wir kénnen knapp schreiben

E = {i € S|(v,7) = 0}

Allgemein fiithren wir folgende Bezeichnung ein.
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Definition 7. Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt und
0 #+ M C V. Dann heifst M+ = {v € V|{(#,m) = 0 fiir alle m € M}

das orthogonale Komplement von M.

In unserem Fall ist also E = {ii}* das orthogonale Komplement des
Vektors 7 und die Gerade {aiija € R} = E+ das orthogonale Komple-
ment der Ebene E. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ das ortho-
gonale Komplement einer Menge stets einen Untervektorraum bildet.
So ist das orthogonale Komplement von zwei Zeigern {71,7s} typi-
scherweise eine Gerade, ndmlich der Schnitt der beiden Ebenen mit
Normalenvektoren 7i; und 7ip. Die Elemente von {iiy, i1y} miissen ja
senkrecht zu 7 und 1y sein, also in beiden Ebenen liegen.

Will man eine Ebene, die nicht durch den Referenzpunkt des Koordina-
tensystems lauft, durch ihren Normalenvektor 77 beschreiben, so kann
man dies in folgender Form tun

E = {¥ € S|(# - g,ii) = 0}
wobei ¢ ein beliebiger Punkt der Ebene ist. Umgekehrt beschreibt die
Menge

{v € S|(v,n) = a}
eine affine Ebene. Wéhlt man némlich § = a7, so hat diese Menge
genau die Form von F, da (—¢, 1) = —« ist.
Als weitere Anwendung des Normalenvektors berechnen wir zum Schluf3
noch den Abstand eines Punktes zu einer Ebene. Wir erinnern uns, dafl
der Ortsvektor ¢ eines beliebigen Punktes in eine Komponente Pg(q)
in der Ebene und eine senkrechte Komponente Qg () zerlegt werden
kann. Die Lange der senkrechten Komponente liefert dabei gerade den
Abstand der Spitze von ¢ zu E.

i q
L /j]A Qs(d

Da Qg(q) € E* ist, gilt Qg(§) = afi, wobei
a=(Qp(q),7) = (Qe(q) + Pe(q),7) = (7. 7).
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Bis auf das Vorzeichen ist a die Lange von Q(q), da ||a7i|| = |af ||7]| =
|a|. Berechnen wir in unserem Beispiel den Abstand des Punktes ¢’ mit
den Koordinaten

>\
Il
SN

Es ergibt sich (X,7) = —3/v/2, d. h. der Punkt befindet sich auf der

Seite, wo 71 nicht hinzeigt und hat den Abstand 3/ V2.
Das hilfreiche Konzept der orthogonalen Projektion 14t sich vom Fall
der Ebene im Zeigervektorraum leicht verallgemeinern.

Definition 8. Sei V' ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und
U ein m-dimensionaler Untervektorraum von V- mait Orthonormalbasis
(U1, ...,Un). Dann heifst die lineare Abbildung

=1

(orthogonale) Projektion auf U.
Fiir den Rest Qu = I — Py gilt die Orthogonalitétsbeziehung

Qu(T) =T — Y (U, 0)0i =0 — T, =0  k=1,...,m
i=1
und damit ist Qu (7)) € U™ fiir alle 7 € V. (Man kann zeigen, dal Qy
eine orthogonale Projektion auf U~ ist).

Wegen der Orthogonalitéit der Zerlegungsvektoren P, (%) und @, (v) gilt
der Satz des Pythagoras im verallgemeinerten Sinne. Es ist

1911* = 1Py (9) + Qu)* = [|Pu(@)]* + [|Qu ()] |* + 2(Pu(¥), Qu(©))
und da Py (?) L Qu (V)
111 = 1Py ()" + |Qu ()]

Mit dieser Beziehung kann man einen Zusammenhang zwischen der
Projektion und der Losung des folgenden Optimierungsproblems her-
stellen: Fiir einen gegebenen Vektor v € V, finde den Vektor « € U,
der am dichtesten an ' liegt, d. h. der den Abstand || — ]| so klein
wie moglich macht.

Fiir den Abstand bzw. das Quadrat des Abstandes, gilt ndmlich wegen

(Qu(0),4) =0
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1o —all* = [la@ll* + 121" — 2(v, @)

= " + [[Pr@)|* + [|Qu(@)||* — 2(Puy (V) + Qu(v), @)

= |li = Py()|* + |Qu(@®)]*
Der Anteil ||Qp(7)]|? ist dabei nur von @ abhiingig und beziiglich einer
Variation von @ € U konstant. Der Abstand wird also alleine durch
||t — Py(V)|| > 0 bestimmt, wobei der Minimalwert offensichtlich im
Punkt

Ugpt = Py (7)

angenommen wird. Die Projektion Py (¥) liefert also die Bestapprozi-
mation an U im Unterraum U und diese Eigenschaft verleiht der Pro-
jektion eine grofie Bedeutung. Exemplarisch sei hier eine Anwendung

erwahnt, die eigentlich ein wenig aus dem hier betrachteten Rahmen
fallt. Sie bezieht sich auf die bilineare Funktion

auf dem Vektorraum F der reellwertigen Funktionen auf R, wobei
x1,...,xy € R paarweise verschieden sind. Es ist (-,-) zwar kein Ska-
larprodukt auf F (welche Bedingungen sind nicht erfiillt?), wohl aber
auf den Polynom-Unterrdumen Py, ..., Py. Trotzdem lassen sich al-
le unsere Uberlegungen beziiglich Projektionen auf diese Unterrdume
iibertragen, insbesondere die zur Bestapproximation. Wir kénnen also
die Frage, welches Polynom in P,, am dichtesten an f € F liegt, genau
wie oben beantworten: Es ist die (-,-) Projektion von f auf P,. Die-
ses Polynom p = Pp_(f) minimiert also die Summe der quadratischen
Abweichungen an den Stellen z;

N
lp = FIP = (p(a:) = fla:)?

i=1
(Bei dieser Notation ist Vorsicht geboten, da || - || nicht alle Normbe-
dingungen erfiillt; welche nicht?)
Angewendet wird diese Methode der kleinsten Quadrate hdufig dann,
wenn man einen Zusammenhang f zwischen Parameterwerten x; und
MeBgroen y; = f(x;) durch eine einfache Funktion beschreiben will.
Sucht man beispielsweise eine Funktion g(x) = ax + b, so daB die
Bedingung g(z;) ~ y; moglichst gut erfiillt ist, so ergibt sich g gerade als
g = Pp,(f). Zur Berechnung der Projektion kann man die Monombasis
von P; zunéchst mit dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
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in eine Orthonormalbasis umwandeln. Die Berechnung von g erfordert
dann nur noch die Berechnung zweier Skalarprodukte zwischen f und
den beiden Basisvektoren. Genauso kann man die am besten passende
Parabel durch Projektion auf P, bestimmen und Entsprechendes gilt
fiir Polynome hoheren Grades.

Von herausragender Bedeutung ist die Bestapproximation auch beim
Losen partieller Differentialgleichungen aus dem Bereich der mathema-
tischen Physik. Hier ist die Losung der Differentialgleichung oft durch
ein Energieprinzip chrakterisiert, d. h. die Lésung minimiert eine be-
stimmte Energiefunktion. Diese Energiefunktion spielt beim genaue-
ren Hinsehen die Rolle einer Norm in einem geeigneten Vektorraum
von Funktionen und diese Norm ist durch ein Skalarprodukt gegeben.
Da man an die Losung der Gleichung typischerweise Nebenbedingun-
gen stellt (z. B. das Randverhalten der Losung) und die Menge aller
Funktionen, die die Nebenbedingungen erfiillen, oft einen Untervek-
torraum bilden, ergibt sich die Lésung des Problems als orthogonale
Projektion einer Funktion auf den Untervektorraum. Man kann also
Differentialgleichungen durch Ausnutzung geometrischer Konzepte in
Vektorrdumen losen und diese Beobachtung hat zu einer stiirmischen
Entwicklung in der Theorie partieller Differentialgleichungen Anlafl ge-
geben.

8. Rechnen in R?: komplexe Zahlen

Bisher sind wir in der Lage, Elemente von R™ mit den iiblichen Re-
chenregeln zu addieren und mit reellen Zahlen zu multiplizieren. Auch
haben wir gesehen, daf sich zwei Elemente von R™ mit einem Skalar-
produkt multiplizieren lassen, wobei das Ergebnis allerdings eine re-
elle Zahl ist. Hierbei gelten zumindest die gewohnten Vertauschungs-
und Klammerungsregeln sowie das Distributivgesetz. Die Multiplika-
tion zweier vom Nullvektor verschiedener Tupel kann allerdings Null
ergeben (wenn die Tupel bzgl. des Skalarprodukts orthogonal sind)
und inverse Elemente kann man nicht sinnvoll definieren, da das Ska-
larprodukt keine Tupel, sondern Zahlen liefert. Es stellt sich heraus,
daB ein Produkt mit allen Eigenschaften des Produkts in R nur fiir R?
definiert werden kann (abgesehen natiirlich von R'). Diese sogenannte
komplexe Multiplikation ist folgendermaflen definiert

(1, 22) - (Y1,y2) = (X191 — TaYa, T1Y2 + T2y1)

Der Raum R? mit komponentenweiser Addition und komplexer Mul-
tiplikation wird Kdérper der komplexen Zahlen genannt und mit dem
Symbol C bezeichnet. Der Grund, warum man plétzlich Zahlenpaare
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als komplexe Zahlen bezeichnet, ist dabei ganz einfach: Mit den ge-
nannten Rechenregeln lassen sich die Paare genauso verarbeiten, wie
ganze, rationale und reelle Zahlen. Wenn man die Paare mit einzelnen
Symbolen abkiirzt, also z. B. z = (x1,22),w = (y1,y2) u. s. w., dann
merkt man beim Rechnen gar nicht, dafl z, w komplexe Zahlen sind. So
gelten z. B. die binomischen Formeln

(z4+w)? = 2% + 22w + w?,

(z —w)? = 2% — 2zw + w?,

(z —w)(z +w) = 2> — ¢

fiir komplexe Zahlen in gewohnter Weise und genauso die Bruchrechen-
regeln

a c_da bc  ad++ be

b a8 Tbd T b
denn alle diese Regeln folgen direkt aus den grundsétzlichen Eigen-
schaften der Addition und Multiplikation, die ja fiir komplexe Zahlen
genau wie fiir reelle Zahlen gelten.
Zunéchst ist dies aber noch eine Behauptung. Die Grundrechenregeln
der Multiplikation
(i)a-b=b-a fiir alle a, b
(i) (a-b)-c=a-(b-c) fiir alle a, b, ¢
(iii) Es gibt ein Einselement e, so dal e - a = a fiir alle a
(iv) Zu jedem a # 0 (wobei 0 das Neutralelement der Addition ist)

gibt es ein inverses Element o', so da a la = ¢
(v) a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b, ¢

miissen wir zundchst noch fiir die komplexe Multiplikation iiberpriifen.
Die Regeln (i), (i7) und (v) folgen unmittelbar durch Vergleich von
linker und rechter Seite, z. B. fiir (v)

(1, 962)((?/1, Yo) + (21, Zz)) = (21, 22) (Y1 + 21, Y2 + 22)
= (z1(y1 + 21) — T2(y2 + 22), 21 (y2 + 22) + T2 (y1 + 21))
= (T1y1 — Tay2, T1Y2 + Tay1) + (V121 — Ta2e, T12o + T221)
= (21, 2) (Y1, Y2) + (21, 22) (21, 22)

Interessanter ist da schon die Suche nach dem Einselement e = (e, e3),
fiir das ja gelten muf3

(€171 — eaa, €19 + eax1) = (T, T2)
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fiir alle (x1,29) € R%
Schon mit der Wahl (x1,25) = (1,0) ergibt sich (e1,e3) = (1,0) und
tatséchlich gilt fir beliebige (1, x9)

(1,0)(371,.1’2) = (1 S 0- X, 1- ) —|—O . 371) = (271,.1’2)

Mit dem Einselement (1,0) konnen wir uns nun auf die Suche nach
inversen Elementen machen. Sei dazu (x1,z5) # (0,0). Gesucht ist

(y1,92), so dafl

(y1,y2) (21, 22) = (1,0)
gilt, bzw. ausgeschrieben
N1 — Yop = 1,
Y1Z2 + yor1 =0

Dieses lineare Gleichungssystem lafit sich folgendermaflen 16sen. Wir
multiplizieren die erste Gleichung mit z; und die zweite mit zo und
addieren die resultierenden Gleichungen, was

ey +23) = 1

ergibt. Multiplikation der beiden Gleichungen mit x5 bzw. x; und an-
schlieBender Subtraktion liefert

ya(af + a3) = —a5

Da 22 + x5 > 0 nach Annahme, kann man weiter auflésen

(90) = ( =2

Y1,Y2) = l’%‘FZE%’ l’%+l’%

So sehen also die inversen Elemente aus. Der im Nenner auftretende
Wert z? + z3 ist iibrigens das Quadrat der Norm zum Standardska-

larprodukt. Beziiglich der Rechenregeln in C verhélt sich diese Norm
genauso, wie der Betrag in den reellen Zahlen. Man definiert deshalb

|z| = \/2? + 23 z = (21, 22)

als Betrag der komplexen Zahlt z.
Die beiden Komponenten z,xs einer komplexen Zahl z = (1, z3)
werden traditionell als Realteil und Imaginérteil bezeichnet

Re(zy,x9) = 1, Im(xy,x9) = 29

Beim Arbeiten mit komplexen Zahlen folgt man wie bei den reellen Zah-
len dem Prinzip, dafl das Einselement e bei Multiplikationen und das
Nullelement bei Additionen schreibtechnisch unterdriickt wird. Fiihrt
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man fiir die komplexe Zahl (0, 1) das spezielle Symbol ¢ ein (die soge-
nannte imaginire Einheit), dann gilt

z = (x1,29) = £1(1,0) + 22(0,1) = 16 + 290
bzw. nach Unterdriickung von e in der skalaren Multiplikation x;e
z2=x1+ x21
Als Spezialfall dieser Notation ergibt sich
(,0)=a+0-i=a, acR

wobei hier die Null in der Addition unterdriickt wurde. In diesem Sinne
sind die reellen Zahlen o € R also als («,0) € C in den komplexen
Zahlen enthalten. Insbesondere gilt e = (1,0) = 1. Diese Interpretation
pafit auch wunderbar mit der skalaren Multiplikation zusammen, denn

(a,0)(x1, 72) = (w1, axs) = a(r1,72), a€R

d. h. die skalare Multiplikation entspricht der komplexen Multiplikation
im Spezialfall eines reellen Multiplikators. Insbesondere gilt wegen der
Kommutativitat

IL‘Q’i = (1‘2, O)(O, 1) = (0, 1)(!132, 0) = il‘z

Als Zusammenfassung dieser kosmetischen Betrachtungen folgt die so-
genannten Normalform einer komplexen Zahl

z = Re(z) +iIm(z)

Natiirlich ist das Spannende an den komplexen Zahlen der imaginére
Anteil, da wir mit dem reellen Anteil ja schon aus vielen Schuljahren
bestens vertraut sind. Eine sehr wichtige Beobachtung ist dabei die
folgende:

2 =1ii=(0,1)(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1

also kurz i = —1. Das gibt’s in den reellen Zahlen nicht! Die komplexen

Zahlen leisten also etwas mehr als die reellen Zahlen. Mit ihnen lassen
sich Probleme l6sen, die in den reellen Zahlen nicht losbar sind, wie z.
B. das Problem, eine Zahl z zu finden mit der Eigenschaft 22 = —1.
Das kann keine reelle Zahl, da fiir reelle Zahlen z immer gilt 22 > 0.
Trotzdem hat das Problem Loésungen, wenn wir komplexe Zahlen zulas-
sen, namlich z = ¢ oder z = —i, wie wir oben gesehen haben. Erinnern
Sie sich an den Grund fiir die Einfithrung der reellen Zahlen? Die reel-
len Zahlen wurden eingefiihrt, weil in den rationalen Zahlen bestimmte
Gleichungen wie z. B. 22 = 2 nicht lésbar sind, was im Widerspruch
zu unserer Vorstellung eines Kontinuums steht. Genauso kann man die
komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen Zahlen betrachten, wo-
bei man nun auch Gleichungen wie 2?2 = —1 16sen will. Als Beispiel,
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wozu dies niitzlich sein kann, sei hier die kardanische Formel erwahnt.
Sie liefert alle reellen Nullstellen des kubischen Polynoms x® + 3px + ¢
mit p, ¢ € R, wobei jedes Polynom dritten Grades durch eine einfache
Substitution in diese Form gebracht werden kann. Die Aussage ist fol-
gende: Die reellen Losungen von z2 + 3px + ¢ = 0 sind gegeben durch
r = u-+v € R wobei u3,v? die beiden Losungen der quadratischen
Gleichung y? + qy — p® = 0 sind. Wie wir spiiter sehen werden, kann
es passieren, dafl in der Rechnung komplexe Zahlen auftreten, obwohl
das Endergebnis drei reelle Nullstellen liefert. Die komplexen Zahlen
sind dann offensichtlich ein gutes Hilfsmittel, um an reelle Lésungen
heranzukommen.

Der Punkt, an dem die komplexen Zahlen ins Spiel kommen, ist die
Losung der quadratischen Gleichung. In C hat eine quadratische Glei-
chung immer zwei Losungen, oder genauer gesagt, ein Polynom z? +
ax + b mit a,b € R 148t sich immer faktorisieren als

l’2+al’+b:($—/\1)<$€—>\2> )\1,)\26@

Zur Bestimmung von Aj, A benutzen wir wie aus R gewohnt, den Pro-
zef3 der quadratischen Ergénzung. Zunéchst gilt

2

9 a\? a
+b—< +—) ——+b
x” +av T+ 3 1

so dafl mit w = z + 5 das Nullstellenproblem auf die Gleichung

(12

14 2_ 2 _
(14) w 1 b

fithrt. Diese Gleichung hat nur dann reelle Losungen, wenn % —-b>0
ist. Wie sieht es aber mit komplexen Losungen aus? Nehmen wir an,
dafl w = w; +iw, eine komplexe Losung von (14) ist. Zunéchst gilt mit
der ersten binomischen Formel

w? = (wy + iwy)? = w? + 2wyiwy + (1ws)? = w? — w2 + 2w wsi
Eingesetzt in (14) erhalten wir die Gleichung

e
w3 — w3 + 2w wy = Z—b

fiir die beiden Unbekannten w; und w,. Geniigt eine Gleichung iiberhaupt,
um zwei Unbekannte zu finden? Natiirlich nicht, aber beachten Sie, dafl
eine Gleichung mit komplexen Zahlen aus zwei Bedingungen besteht.
Zwei komplexe Zahlen sind ndmlich genau dann gleich, wenn beide
Komponenten, der Real- und der Imaginérteil, gleich sind. Dabei ent-
spricht die reelle Zahl auf der rechten Seite der Gleichung gemé&f unserer
kosmetischen Konvention dem Zahlenpaar
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a? a? , a?

Wir finden also durch Vergleich der Real- und Imaginérteile die beiden
Bedingungen
a2
w%—wgzz—b, 2wiwg = 0

Die zweite Bedingung erzwingt, dafl w; oder ws gleich Null ist. Zusam-
men mit der ersten Bedingung ergibt dies die Losungen

a? a? a?
b ] = — —b >
wle{\/4 b, \/4 b}, Wa 0, 1 b_O

beziehungsweise

a? a? a?
’wge{\/b—z,—\/b—z}, wy = 0, Z_b<0

Der erste Fall entspricht dabei den {iblichen reellen Lésungen und im
zweiten Fall sind die Losungen rein imaginédr. Da wir die Abkiirzung
w = x + £ eingefiihrt hatten, ergeben sich die Losungen des Ausgangs-
problems

2
ce{-Teifi-%h S-v<o

Beachten Sie, dafl die beiden Losungen im zweiten Fall sich nur im
Vorzeichen des Imaginérteils unterscheiden. Darauf werden wir spéter
noch einmal zuriickkommen.

Die gerade gezeigte Tatsache, dafl sich jedes reelle Polynom zweiten
Grades in Terme z — \; mit \; € C faktorisieren 148t, hat folgende
wichtige Verallgemeinerung: Jedes komplere Polynom vom Grad n

Mta, 12" 4 a, 02"+ 4 az+a, a; € C
148t sich in n Faktoren (z — ;) mit geeigneten \; € C zerlegen, d. h.
2" arFas= (2= A (2= X) . (2= \)

Anders ausgedriickt bedeutet dieser sogenannte Fundamentalsatz der
Algebra, daf jedes komplexe Polynom n-ten Grades n Nullstellen be-
sitzt (wenn wir die mogliche Vielfachheit von Nullstellen beriicksichtigen).
Den Spezialfall n = 2 werden wir spéter explizit behandeln. Dazu
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benotigen wir unter anderem den Begriff der komplexen Wurzel, wozu
noch einige Vorbereitungen nétig sind.

Zunichst sei aber noch eine andere Konsequenz der Gleichung i = —1
erwahnt. Sie kann nédmlich als einfache Gedankenstiitze fiir die kom-
plexe Multiplikation genutzt werden. Sie miissen sich nur zusétzlich
merken, dal man mit komplexen Zahlen genau wie mit reellen Zahlen
rechnet. Dann ergibt sich sofort

(1, 22) - (Y1,92)
= (z1 +ix2) (1 + iy2) = Y1 + P Toys + iT1Y2 + 1Ty
= T1y1 — Toy2 + i(T1y2 + T2y1)
= (1191 — Taya, T1Y2 + Tay1)

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf das Arbeiten mit inversen Ele-
menten. Zunéchst fiihrt man wie bei den reellen Zahlen die Bruch-
schreibweise ein, d. h.

w
— =z"lw, z2#0
z
Insbesondere ist also
1
=z z # 0.
z

Will man die komplexe Zahl £ in Normalform bringen, z. B. um den
Real- und Imaginérteil leicht ablesen zu kénnen, bedient man sich des
folgenden Tricks. Zunéchst fithrt man die zu einer komplexen Zahl kon-
jugiert komplexe Zahl Z ein geméfl

Z = Re(z) —ilm(z)
Mit der dritten binomischen Formel rechnet man dann leicht aus, dafl
fiir z = x + iy mit z,y € R folgender Zusammenhang gilt

z-Z=(x+iy)(x —iy) = 2* — (iy)* = 2° +y* = |2|?
Das Produkt z-Z ist also immer eine reelle Zahl, und diese Eigenschaft
kann man nutzen, um den Nenner in einem komplexen Bruch reell zu
machen. Man erweitert dazu w/z einfach mit Z. Sind die Normalformen
von w und z # 0 gegeben durch wy + 1wy und 21 + 729, so erhalten wir
w zZw W Wy T+ ZW2 LZ1We — 29w

z  zz  |z? 22+ 22 22+ 22
Das ist der einzige Trick, den man beim komplexen Bruchrechnen be-
achten muf3.
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Beim Arbeiten mit reellen Zahlen ist es oft hilfreich, dafl man die Zah-
len mit Punkten auf einer Geraden identifiziert, was geometrische An-
schauung liefert und damit die Intuition fordert. In dhnlicher Weise
kann man auch die komplexen Zahlen mit geometrischen Objekten in
Verbindung bringen.

Wir betrachten dazu Re(z) und I'm(z) als Punktkoordinaten beziiglich
eines kartesischen Koordinatensystems (A, s1, 52) in einer Ebene. Jede
komplexe Zahl z entspricht damit genau einem Punkt in dieser soge-
nannten komplexen Zahlenebene. Da Punkte wiederum mit Ortsvekto-
ren beziiglich A identifiziert werden konnen, 148t sich die Zahl z auch
als Zeiger

Re(2)51 + Im(z)$,

veranschaulichen.

Im

2+

2+

Der Addition in C entspricht dann unsere gewohnte Zeigeraddition und
die komplexe Konjugation bedeutet geometrisch eine Spiegelung an der
Re-Achse. Offensichtlich ist die Spiegelung (z1,22) — (21, —22) eine
lineare Abbildung, d. h.

Z+w=Z+wW, «az=daz, a e R.
Interessanter ist aber sicherlich die geometrische Bedeutung der neuen
Operation, d. h. der komplexen Multiplikation. Um die Multiplikati-
on geometrisch zu verstehen, fithrt man zunéchst die Polardarstellung

komplexer Zahlen ein. Dazu definiert man einen vorzeichenbehafteten
Winkel zwischen z # 0 und e = (1,0)

arccos RFT(‘Z) Im(z) >0

arg(2) =
— arccos RTT(‘Z) Im(z) <0

das sogenannte Argument von z.
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Geometrisch ist dies gerade der Winkel zwischen dem zu z gehérenden
Zeiger und der reellen Achse, wobei der Winkel negativ gerechnet wird,
wenn der Zeiger nach unten zeigt.

Im

B

SH

Fiir eine beliebige komplexe Zahl z # 0 gilt dann

z = |z| (cos arg(z) + i sin arg(z))

Seilen nun

z=r(cosp+i siny), w = s(cost + i siny)
zwei komplexe Zahlen in der Polardarstellung. Fiir das Produkt wz gilt
dann

wz = rs(cosp cosyy —sing siny + i(cosp siny + sing cos)))
= rs(cos(p + 1) +i sin(e + ¢))

wobei im letzten Schritt die Additionstheoreme benutzt wurden. Geo-
metrisch gesehen, multiplizieren sich also die Langen der Vektoren und
die Winkel addieren sich. Die Abbildung z +— w - z mit einer festen
komplexen Zahl w # 0 ,streckt® also alle komplexen Zahlen um den
Faktor s = |w| und ,,dreht“ die Zahlen um den Winkel ¢ = arg(w).
Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl entspricht also geome-
trisch einer Drehstreckung in der Zahlenebene.

Die Addition der Argumente bei Multiplikation der komplexen Zahlen
wird besonders deutlich mit der Eulerformel, die die Polardarstellung
mit der Exponentialfunktion in Verbindung bringt.

exp(ip) = € = cosp 414 sin
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Dabei berechnet sich die Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente
genau wie fiir reelle Argumente durch die Potenzreihe

[e.e] zn
exp(z) :ZE’ 2e€C
n=0
Wie diese Rechenvorschrift genau zu verstehen ist, werden wir spéter
noch detailliert betrachten. Im Prinzip miissen unendlich viele Terme
zusammenaddiert werden

2 23 Z4

z
exp(z):1+z+5+€+ﬂ+...

Fiir das Arbeiten mit komplexen Zahlen spielt diese Rechenvorschrift
nur insofern eine Rolle, als dafl sie die Exponentialeigenschaft

exp(z + w) = exp(z) exp(w) z,weC

impliziert und eben die Eulerformel liefert.
Mit der Eulerformel 1d8t sich also die Polardarstellung von z und w
knapp als

5 = ‘Z|€i arg(z)’ w = ‘U)|€Z arg(w)

schreiben und das Produkt ergibt sich auch durch die exp-Eigenschaft

wz = |w‘ ]z\ei arg(w)ei arg(z) _ ‘U)| ‘Z|ei(arg(w)+arg(z))

Als unmittelbare Konsequenz der Eulerformel sei erwihnt, dafl |e’?| = 1
gilt, d. h. die Punkte e liefern den Einheitskreis in der Zahlenebene,
wenn ¢ das Intervall —7 bis m durchlauft. Aulerdem folgt mit der
Eulerformel aus e = 1, daff cos ¢ = 1 und sin ¢ = 0 ist, was wiederum
auf ¢ = 27k mit irgendeinem k € Z fiihrt. Diese Mehrdeutigkeit der
Losungen von e = 1 darf man nicht vernachléissigen, wie wir nun am
Beispiel der komplexen Wurzel sehen werden.

Sei dazu 0 # a € C eine vorgegebene Zahl. Jede Zahl w € C fiir die
w™ = a gilt, bezeichnen wir als n-te Wurzel von a. Beachten Sie, dafl
in diesem Sinne a = 1 zwei reelle Wurzeln hat, denn sowohl 12 = 1 als
auch (—1)? = 1. Der Begriff zweite Wurzel unterscheidet sich also von
der Wurzelfunktion, die per Definition immer nur die positive Wurzel
liefert. Wir wollen nun allgemein die n-ten Wurzeln von a bestimmen.
Da es beim Potenzieren um n-fache Multiplikation geht, bietet es sich
an, mit der Polardarstellung zu arbeiten, da in der Polardarstellung die
Multiplikation eine einfach nachzuvollziehende Operation ist. Sei also

a = re®? und die gesuchte Zahl w = se?¥. Wir wollen nun s und 1 so
wéhlen, dafl
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a=re¥=u"= (sew) = e

gilt. Offensichtlich erreichen wir dies, wenn s = /r ist und e = ™%,
Die Exponentialrelation formen wir noch um, indem wir durch e
dividieren. Beachten Sie, dafl wegen der Exponential-Eigenschaft

efimpeinw — 60 =1

1 —z arg(z

gilt, d. h. allgemein ist |z|~ ) das inverse Element zu z. Wir

erhalten damit

elle—my) 1

woraus wegen der Mehrdeutigkeit

© —ny = 2nk, kel

folgt. Aufgelost nach v sehen wir, daf§ sich mehr als eine n-te Wurzel
von a ergibt

. £_2_7-r .
wy = et Wk, kelZ, a=re?.

Schauen wir uns diese Losungen einmal genauer an. Sie bestehen aus
der Grundlésung wy multipliziert mit exp(—i27k/n)

wi = woe 7, wy = Yren

Dabei ist sofort einsichtig, da8 wj = re’? ist. Die anderen Ldsungen
wy, erhélt man nun, indem man wy um das Vielfache des Winkels ﬁ
dreht, denn Multlphkatlon mit exp(—i27k/n) hat ja gerade diese Wir-
kung. Dabei ist klar, dal nach n Drehungen der Ausgangspunkt wieder
erreicht wird und fiir groBeres k£ die gleichen Zahlen durchlaufen wer-
den. Es gibt also genau n verschiedene komplexe Wurzeln wy, . .., w,_1.
Als Beispiel schauen wir uns einige Finheitswurzeln an, d. h. Wurzeln
von a = 1. Zunéchst brauchen wir dazu die Polardarstellung von a, also
1 = 1-¢€° Die Grundlésung ist damit immer wy = 1. Im Fall n = 2
ist die andere Losung durch Drehung um —27/2 = —x gegeben, also
w; = —1. Dies sind natiirlich genau die bekannten Wurzeln von 1. Im
Fall der dritten Wurzeln wird die Grundlésung wy um —27/3 gedreht
(120°) und bei den vierten Wurzeln um —2m /4.
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n=2 n=23 n=4
Wa w3
w1 Wo Wo Wo
w
w1y (0]
Als weiteres Beispiel berechnen wir die zweiten Wurzeln von a = 1.
Wieder benétigen wir dazu die Polardarstellung ¢ = le'z was zur

Grundlosung wy = e'i fiihrt. Diese wird um 180° gedreht, um die
andere zweite Wurzel zu finden.

i
\\/Re

Abbildung 2: Zweite Wurzeln von a = 4

Da bei der Grundlosung wg das Argument arg(a) von a durch n divi-
diert wird, rutscht wg im Vergleich zu a also ndher an die reelle Achse
und zwar umso mehr, je grofler n ist. Da @ spiegelbildlich zu a beziiglich
der reellen Achse liegt, verhélt sich die n-te Wurzel-Grundlosung zu
a ebenfalls spiegelbildlich. Wir finden also w, als Grundlésung zu a.
Tatséchlich gilt wegen der Euler-Formel allgemein

re”" = r(cos(—¢) + isin(—yp))
und da cos(—¢) = cos @, sin(—¢) = — sin ¢ ergibt sich also

re”" = r(cosg — isin @) = re¥
Konjugation duflert sich also als Vorzeichendnderung des Arguments,
was auch sofort klar ist, wenn man sich die Definition von arg(z) an-
schaut, wo ja das Vorzeichen von ¢ nur vom Vorzeichen von Im(z)
abhéngt. Als direkte Konsequenz aus dieser Beobachtung kénnen wir
fiir das Produkt von z = re® und w = se®¥ nachrechnen

WZ =re¥se™ =rs e TV =z
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Insbesondere ergibt sich durch mehrmaliges Anwenden von Z zZ = zZ,

m=7z" z e C.
Damit sehen wir den Zusammenhang zwischen den Wurzeln von a

und denen von a. Sind wy, ..., w,_; die n-ten Wurzeln von a, so sind
W, . .., W,—1 die von @, denn

a=uw"<=a=w"=uw"
Da wir nun in der Lage sind, Quadratwurzeln von beliebigen komplexen

Zahlen zu finden, konnen wir auch allgemeine quadratische Gleichungen
l16sen. Fiir gegebene a,b € C seien die Losungen von

PZ4az+b=0

gesucht. Mit Hilfe der quadratischen Ergénzung 1aft sich diese Glei-
chung umschreiben als

a\?2 a?
Z) =2
(z * 2) 1
und wir sehen, dafl die Losungen die Form

(12

a 2
z = 5 + w, w* = 1 b

haben. Zur Bestimmung von w miissen Sie nur ‘2—2 — b in die Polardar-
stellung bringen, das Argument halbieren und die positive Wurzel des
Betrags ermitteln (die andere Quadratwurzel erhdlt man durch Dre-
hung um 180°, d. h. Anderung des Vorzeichens).

Als Anwendung der kubischen komplexen Wurzeln betrachten wir noch
einmal die kardanische Formel. Mit ihr lassen sich reelle Losungen der
Gleichung

(15) 23+ 3pr+q =0, p,g €ER

finden. Wir unterteilen den Losungsprozefl in drei Schritte. Im ersten
Schritt ermittelt man a, b, so dafl

(16) V+q—p’=@Wy—a)(y—b =y’ —(a+bly+ab

gilt, d. h. wir suchen die Nullstellen a,b vom Polynom 32 + qy — p°.
Im zweiten Schritt werden Kubikwurzeln v von a und v von b ermit-
telt, so daf} u, v entweder reell oder konjugiert komplex sind. Im letzten
Schritt ergibt sich fiir jedes zulédssige Paar u, v eine reelle Losung von



8. RECHNEN IN R?*: KOMPLEXE ZAHLEN 131

(15) gemédB x = u + v. Bevor wir ein konkretes Beispiel durchrech-
nen, soll noch kurz erklart werden, warum dieser Proze funktioniert.
Zunéchst gilt fiir Schritt 1, dafl die Nullstellen a, b entweder beide reell
oder konjugiert komplex sind. Fiir den Fall einer quadratischen Glei-
chung mit reellen Koeffizienten haben wir dies ja bereits explizit nach-
gerechnet. Die Aussage gilt aber sogar allgemeiner. Ist z € C Nullstelle
eines reellen Polynoms, d. h. gilt

A2+ an+ 2"+ az+ap=0, a€eR
dann ist Zz ebenfalls eine Nullstelle. Wie man leicht nachrechnet, ist
némlich

0=0=a,2"+...+az2+a=0a,2"+... +mZ+ aop

da fiir reelle Zahlen a; die Beziehung @; = a; gilt. Kurz gesagt, lie-
gen Nullstellen von reellen Polynomen immer spiegelbildlich zur reellen
Achse. Sind die beiden Nullstellen a und b reell und verschieden, so sind
u und v eindeutig durch v = a bzw. v = V/b gegeben. Ist dagegen
b =@, so hat a die Kubikwurzeln wg, w1, ws und @ die konjugiert kom-
plexen wy, w1, ws, so dafl das Bilden von konjugiert komplexen Paaren
U = wg, v = Wy, moglich ist.

Aus einem Koeffizientenvergleich in (16) sehen wir, daf

—p*=a-b=(w)? —q=a+b=u’+*

gilt. Da u - v in jedem Fall reell ist, finden wir insbesondere uv = —p.
Fiir x = u 4+ v gilt dann

= (u+0)? = v+ 3P+ 3uw® + 0
= —q+3uw(u+v) = —q—3px

d. h. z 16st (15). Im Fall von nicht-reellen u, v = u ist « dabei trotzdem
reell, denn fiir beliebige komplexe Zahlen gilt

2+ Z = 2Re(z), z— 2z =21Im(z)
Schauen wir uns zum Abschluf} ein Beispiel an, wo wirklich der Weg
iiber die komplexen Zahlen genommen wird, um drei reelle Lésungen
von (15) zu ermitteln

x3—3x—\/§:0, p:—l,q:—\/§
Zunachst losen wir dazu

v V2 +1=0
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was nach quadratischer Ergdnzung auf

1 1 1
=Hq  wi=o—l=—

G

fithrt. Die Quadratwurzeln von —% sind % und —%, so daf3

1 1
a \/5(1 +1), b \/5(1 i)
Zur Bestimmung der Kubikwurzeln von a bendétigen wir zunéchst die
Polardarstellung. Die Zahl a hat offensichtlich Lange 1 und zeigt in
Diagonalrichtung, also ¢ = e'i. Damit ergibt sich die Grundlosung
wy = €12, die dann zweimal um den Winkel 2?” gedreht wird, um die
anderen Wurzeln zu erhalten.

(7 2

Wy = ei%’ wy, = 62( 12 Tﬂ')’ Wy = 61(177\'27%\')
Addition mit den entsprechenden konjugiert komplexen Kubikwurzeln
von b = @, liefert schlieBlich die drei reellen Losungen

2 cos — 2 7 9 >
o = COS — Tr1 = COS — T To = COS —7T
0 12 ) 1 12 ) 2 4

Neben dem Ldosen von algebraischen Gleichungen eignen sich komplexe
Zahlen besonders zur Vereinfachung von Rechnungen mit den trigono-
metrischen Funktionen sin und cos. Dies kommt z. B. in der Elektro-
technik zum Tragen, wenn mit Wechselstromkreisen gearbeitet wird.
Durch den Herstellungsprozefl hat dieser Strom annéhernd den zeitli-
chen Verlauf

I(t) = Jycos(wt + ), teR.

Will man das Verhéltnis von Strom und Spannung an elektrischen
Grundelementen wie Ohmsche Widerstinde, Kondensatoren und Spu-
len untersuchen, so ist es vorteilhaft, U und I als Realteile von einer
komplexen Spannung U¢ bzw. eines komplexen Stroms /¢ zu betrachten

I(t) = Re (Joe'™HH)) | U(t) = Re (Upe'™+9)

Mit diesem Trick gehorchen die am Bauelement anliegenden Grofien
I°(t) = Joexp(i(wt + «)) und U(t) = Uyexp(i(wt + ()) namlich ein-
heitlich dem Ohmschen Gesetz

U(t) = ZI°(t)
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wobei Z € C der sogenannte komplexe Widerstand des Bauelements
ist. Fiir die genannten Bauelemente gelten folgende Zusammenhénge
mit den reellen Kenngréfien

Symbol Kenngréfle | komplexer Widerstand
Widerstand R Z =R
| |
- 1
I Kapazitat C' Z =5z
- Induktivitat L Z =iwl

AuBerdem gelten fiir die Grundverkniipfungen der Bauelemente (Reihen-
und Parallelschaltung) die iiblichen, von Ohmschen Widerstédnden be-
kannten Regeln fiir den Gesamtwiderstand

A Zy
— = - -

Z =271+ 2y %ZLJrZLS

Beachten Sie aber, daf3 Addition und Division nun komplexe Operatio-
nen sind.

Da sich kompliziertere Netzwerke sukzessiv auf diese Grundverkniipfungen
zuriickfithren lassen, ermdoglicht die komplexe Darstellung von Strom,
Spannung und Widerstdnden ein einfaches Berechnen von Gesamtwi-
dersténden allgemeiner Netzwerke.

Ein anderes Beispiel fiir die vereinfachende Wirkung der komplexen
Schreibweise werden wir im Zusammenhang mit der Fourieranalyse
kennenlernen. Die Grundaussage dieser Theorie ist, daf} sich jede (verniinftige)
periodische Funktion beliebig gut allein durch geschickte Uberlagerung
von sin- und cos-Funktionen darstellen la8t. Ist f : R — R differenzier-
bar und periodisch mit Lange 27, d. h. f(t + 27) = f(¢), so gilt

f(t) = % + " (ay cos(kt) + by sin(kt))

wobei ay, b € R geeignet gewdhlt werden miissen. Praktisch bedeu-
tet dies, dal f durch die Amplituden ay, by zu den Frequenzen k =
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1,2,3... eindeutig charakterisiert ist, d. h. die Funktion f wird durch
abzdahlbar viele Zahlen beschrieben (und approximativ durch endlich
viele, wenn man die Reihe bei einer hohen Frequenz abbricht). Ist f
z. B. der von einem Mikrofon gelieferte Spannungsverlauf bei Aufnah-
me eines Gerdusches, so bedeuten grofie Werte ay, by, fiir hohe k, dafl
das Gerdusch starke hochfrequente Komponenten hat. Sind dagegen
alle ag, b, ab einem kleinen k praktisch vernachléssigbar, so handelt
es sich um ein niederfrequentes Gerdusch. Die Fourierdarstellung er-
laubt auch, das Signal zu modifizieren. Bestimmte Frequenzen kénnen
z. B. abgeschnitten werden (d. h. die entsprechenden Amplituden wer-
den auf Null gesetzt), was zur Konstruktion von Hochpaf-, Tiefpa8-
oder Bandpaffiltern benutzt werden kann. Die notwendigen Arbeiten
sind dabei typischerweise einfacher, wenn die Fourierreihe in komple-
xer Schreibweise benutzt wird. Man betrachtet dabei f(¢) einfach als
Realteil einer komplexen Reihe

+oo
f(t) = Re ( Z ckeikt>
k=—o0

wobei die komplexen Amplituden ¢, jetzt die Rolle der beiden reellen
Zahlen ay, by, iibernimmt und e fiir sin(kt) und cos(kt) sorgt.

Zum Abschlufl dieser keineswegs vollstiandigen Liste der Anwendun-
gen komplexer Zahlen sei noch erwahnt, dafl die Theorie der kom-
plexwertigen Funktionen auf C zum Losen von partiellen Differenti-
algleichungen in der Ebene benutzt werden kann. Der Grund ist, dafl
Real- und Imaginérteil von komplex-differenzierbaren Funktionen au-
tomatisch Losungen der Potentialgleichung liefern. Da es einfach ist,
komplex differenzierbare Funktionen zu konstruieren, fithrt dies zu ei-
nem groflen Vorrat an expliziten Losungen der Potentialgleichung, die
dann beispielsweise in der Elektro- oder Magnetostatik und der Theo-
rie der Potentialstromungen in der Stromungsdynamik benutzt werden
koénnen.



KAPITEL 3

Approximation mit linearen Funktionen

Nachdem wir uns ausfiihrlich mit der Theorie der linearen Funktionen
(d. h. den einfachsten proportionalen Zusammenhéngen) beschéftigt
haben, wollen wir nun allgemeinere Abbildungen untersuchen. Um die
nun iiber uns hereinbrechende Vielfalt zu verstehen und zu ordnen, ist
folgender Hinweis wichtig: Im téglichen Leben haben wir es hdufig mit
Zusammenhéngen zu tun, die sich zeitlich bzw. rdumlich vorhersagbar
andern. Wenn z. B. jetzt die Sonne am Himmel steht, wird sie nicht
direkt im nichsten Moment verschwinden, sondern nur ein klein wenig
ihre Position &ndern. Allgemeiner wird sich jedes bewegte Objekt in ei-
ner sehr kurzen Zeit nur beliebig wenig von der Position entfernen, die
es zu Beginn des kurzen Zeitintervalls hatte. Auch &ndern sich andere
physikalische Eigenschaften, wie z. B. die Raumtemperatur vorhersag-
bar: Bei einer Bewegung um einen Millimeter nach rechts, wird man
sich nicht plotzlich den Arm verbrennen, wenn es in der momentanen
Position angenehm ist.

Auch kann man beim Tauchen davon ausgehen, dal der Umgebungs-
druck bei einer kleinen Tiefenénderung nur wenig wenig zunimmt und
nicht plotzlich so stark ansteigt, daff man wie eine Flunder zerquetscht
wird. Diese Beispiele zeigen, dafl Vorhersagbarkeit geradezu lebensnot-
wenig ist - zumindest fiir Leben wir wir es kennen. Es gibt aber auch
Bereiche, in denen Unvorhersagbarkeit sehr wichtig ist. Wenn Sie z.
B. diesen Text lesen, so nutzen Sie stdndig aus, dafl das Reflexions-
vermogen auf dem Papier sprunghaft wechselt. Stellen Sie sich einen
MeBpunkt vor, der iiber das Blatt wandert und an einer weiflen Stelle
beginnt. Dort findet er ein hohen Reflexionsvermégen, das iiber eine
gewisse Distanz konstant bleibt. Doch plotzlich, bei einer extrem klei-
nen Bewegung nach rechts, sinkt der Reflexionskoeffizient rapide ab -
der Mefipunkt ist auf einen Buchstaben gestoflen. Dieser Sprung war
aus den bisherigen Mefidaten nicht zu erwarten, also nicht vorhersag-
ber. Unvorhersagbarkeit spielt also eine wichtige Rolle beim Abgrenzen,
Unterscheiden, Einteilen etc. Die Buchstaben konnen Sie umso besser
erkennen, je stirker der Sprung im Reflexionsvermogen ist.

135
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Wire der Ubergang von Wei nach Schwarz vorhersagbar, so wiren die
Buchstaben nur schlecht vom Blatt zu trennen und sie wiirden inein-
ander verlaufen. Andererseits ist fiir das Erkennen des Buchstabens F
auch wichtig, dal der Reflexionsverlauf in gewisse Richtungen wieder-
um vorhersagbar ist (horizontal, vertikal).

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir andere Informationsiibertragungen
(Sprache, elektrische Impulse in Nervenbahnen etc.).

Wenn wir uns in Erinnerung rufen, daf§ die Mathematik zur Beschrei-
bung und Analyse von Zusammenhéngen in unserer Umwelt dient, so
ist der Begriff der Vorhersagbarkeit also offensichtlich ganz zentral. Ei-
ne Funktion, iiber die wir wissen, dafl der Funktionswert sich nur wenig
dndert, wenn das Argument wenig variiert (deren Verhalten also vor-
hersagbar ist), nennen wir stetig. Wissen wir sogar, dafl das Verhalten
bei kleinen Anderungen im Argument fast linear ist, so nennen wir die
Funktion differenzierbar. Das Wort ,fast® bedeutet hierbei, dafl man
das Funktionsverhalten lokal durch eine lineare Funktion annéhern (ap-
proximieren) kann, und der Fehler dabei klein ist.

Diese Approximationsidee wird im Folgenden eine sehr wichtige Rol-
le spielen. Der Begriff der Approximation ist iibrigens eng verkniipft
mit dem Konzept der Folge. Wenn Sie einen schwachen Radiosender
optimal einstellen wollen, werden Sie eine Folge von immer feineren
Senderknopfbewegungen durchfithren. Genauso werden Sie, um Thre
ideale Geschmacksvorstellung von einer Suppe zu approximieren, eine
Folge von immer feineren Salzzugaben tétigen.

Ein weiteres Beispiel ergibt sich, wenn Sie die Lange einer gekriimmten
Linie messen wollen. Hier ist die naheliegende Idee, die Kurve durch ei-
ne stiickweise gerade Linie anzunédhern, bei der die Langenbestimmung
sehr einfach ist. Um das Ergebnis zu verbessern, kann man die geraden
Stiicke immer weiter verkiirzen und erhélt so eine Folge von stiickweise
geraden Kurven, die die gegebene Kurve immer besser approximieren.
Mit diesem Beispiel wollen wir uns jetzt genauer beschéftigen.

1. Folgen und Grenzwerte

Durch eine Funktion 7 : [0, 1] — R? sei eine Kurve in der Ebene gege-
ben, deren Lénge bestimmt werden soll. Da wir mit einem Lineal nur
gerade Strecken abmessen kénnen, versuchen wir einen Néherungswert
fiir die Lange zu gewinnen, indem wir die Kurve durch stiickweise ge-
rade Abschnitte annéhern. Dazu wihlen wir eine Zerlegung Z"*! von
[0,1], d. h. ein Zahlentupel Z = (tg,...,t,) € R*" mit der Eigen-
schaft 0 =ty < t; < ... <t, = 1 und verbinden die Punkte ¥(¢;) durch
gerade Linien.
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V(1)

Das Ausmessen dieser Hilfskurve ergibt dann die approximative Linge

L(7,Z) = Z [7(t:) = (tic1)]l2

Um einen genaueren Wert zu vermitteln, mufl man dann nur die Zerle-
gung verfeinern, d. h. mehr Stiitzpunkte entlang der Kurve hinzufiigen.
Genauer nennen wir eine Zerlegung Z’' = (sg,. .., sn) feiner als Z =
(to, ..., tn), falls

{to, .. 7tn} - {80,. . .,Sm}.
Als Beispiel sei die Folge

1
Zn:2—n((),1,2,...,2”) n € Ny
erwahnt, die aus sukzessive feineren Zerlegungen besteht.

1 113

,2,1), Zy = (0,4,2,4,1),...
Allgemein beobachtet man beim Ubergang von einer Zerlegung Z zu
einer Verfeinerung 7', dafi die approximative Lange nie kleiner werden
kann. Liegt etwa zwischen den Stiitzpunkten s; = ¢, und s;,0 = 541
ein weiterer Punkt s;,; der feineren Zerlegung Z’, so wird durch den
zusitzlichen Zwischenstopp die urspriingliche Verbindung 7(txy1) —
4 (tx) durch zwei Streckenabschnitte ¥(s;41)—7(s;) und Y(s142) —7(s141)
ersetzt.

ZQ — (0, 1), Z1 - (0

7(Sl+1)

Y(tes1) = V(s142)
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Die Dreiecksungleichung ergibt dann

[F(trr1) =)l = [[F(s142) = F(s1401) + F(s0901) — V(80|
)

ol IE
< |V(si42) = V(sie0)|l2 + [[V(s151) — F(s0) ]2

und somit

L(¥,Z) < L(7,2").

Benutzen wir die Verfeinerungsfolge Z,,, so ergibt sich also eine Folge
l: Ny — R,l(n) =LY, Z,). Zur Erinnerung: Eine Folge ist eine Funk-
tion auf einer abzéahlbar unendlichen Definitionsmenge. Die Funktions-
werte bezeichnet man auch als [,, = [(n) und die gesamte Funktion auch
als (In)nen,- Aufgrund unserer Konstruktion approximieren die Werte
l,, die wahre Lénge der Kurve um so besser, je grofler wir den Index
n wahlen. Aber was ist eigentlich die wahre Lénge der Kurve? Intuitiv
ist es die Zahl, der wir bei feiner werdenden Messungen immer néher
kommen, d. h. wir werden eine Zahl A € R nur dann als Langenwert zu-
lassen, wenn fiir jeden noch so kleinen Toleranzwert € > 0, die feinsten
MeBwerte [, mit sehr grofien n alle im Toleranzbereich (A — e, A + ¢)
liegen. Anschaulich kann man diese Forderung an dem Graph der Fol-
ge | verdeutlichen. Da der Definitionsbereich von [ durch die diskrete
Menge Ny gegeben ist, besteht der Graph G; = {(n,l(n)) : n € Ny} aus
isolierten Punkten. Der Toleranzbereich ist in dieser Darstellung durch
den Streifen S.(\) = {(z,y)|A —¢ <y < A+ ¢,z € R} der Breite 2¢
um y = A gekennzeichnet.

25{ Agommmmman s W X X X X T

Der intuitive Léngenwert A ist also die Zahl, fiir die jeder Streifen
Se(A),e > 0 alle bis auf endlich viele Punkte des Graphen enthilt. An-
ders ausgedriickt, muf} es zu jedem noch so schmalen Streifen S.(\), e >
0 immer eine Nummer N, geben, ab der die Punkte (n,l(n)),n > N,
des Graphen komplett im Streifen liegen. Die Uberpfiigung mit belie-
big kleinen Streifenbreiten € > 0 ist hierbei wichtig. Wiirden wir uns
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auf eine bestimmte Streifenbreite ¢ = g > 0 bzw. auf ¢ > g9 > 0
einschrénken, so konnten wir natiirlich aus der Feststellung, daf ir-
gendwann (d. h. ab einem bestimmten N.) der Graph im e-Streifen
bleibt nur schlieen, dal A von den Meflwerten hochstens um g9 > 0
abweicht, was ja nicht ausschliefen wiirde, dafl z. B. A 4+ £ ein besse-
rer Kandidat fiir die Linge wire als \. Uberpriifen wir den Graphen
aber auch mit dem Streifen S 0 (M), so konnen wir dagegen in dieser
Frage Klarheit schaffen: Liegt der Graph irgendwann ganz in diesem
Streifen, so ist A + % sicherlich als Léngenwert ausgeschieden. Aber
jetzt konnte doch A —|— 2 vielleicht der bessere Lidngenwert sein? Na,
dann iiberpriifen wir das halt mit dem Streifen Seo (A) und so weiter
und so weiter. Sie sehen, um Klarheit zu schaffen, ob A der geeignete
Langenwert ist, miissen wir fiir beliebig schmale Streifen nachpriifen,
ob irgendwann der hintere Teil des Graphen ganz im Streifen bleibt.
Nach diesen Voriiberlegungen verstehen Sie jetzt sicherlich folgende

Definition 9. Seia : N — R eine Folge. Dann heifit A € R Grenzwert
der Folge (bzw. man sagt a, konvergiert gegen A, oder strebt gegen
A und schreibt lim a, = A bzw. a, — A), wenn fir jeden Tole-

n—oo

ranzwert € > 0 ein N, € N emstzert 50 daﬂ der N.-Rest der Folge
aN., ON. 41, ON.+2 - - - im Toleranzbereich (A — e, A\ + €) liegt, also falls

|A—a,| <e fir alle n > N,

Der Ubersichtlichkeit halber ist die Definition fiir Folgen mit Definiti-
onsbereich N angegeben. In analoger Weise definieren wir den Grenz-
wert aber auch fiir andere abzéhlbare Definitionsmengen wie z. B. Ny
oder {n € Z|n > ng}.

Nach dieser begrifflichen Klarung wollen wir jetzt fiir unser Beispiel
nachrechnen, ob die Langenfolge [ einen Grenzwert besitzt. Da die Folge
monoton wéchst, ist der grofite Wert sicher ein heifler Kandidat fiir den
Grenzwert. Allerdings miissen wir hier etwas vorsichtig sein. Die Kurve
konnte ja unbeschrinkt lang sein (eine seltsame Spirale zum Beispiel),
d. h. wir werden wohl zunéchst fordern miissen, dafl die Langen nicht zu
grofl werden. Die Wertemenge [(Ny) sollte also zumindest beschrankt
sein. Auflerdem kann es auch wachsende beschrinkte Folgen geben, die
niemals ihren grofiten Wert annehmen (denken Sie etwa an die Folge
a, = 1 — %, die ja dem Wert 1 immer ndher kommt, ihn aber nie
erreicht). Als Ersatz fiir das fehlende Maximum kénnen wir aber die
kleinste obere Schranke sup((Ny) der Menge nehmen. Das ist ja ein
Wert, der groer als alle [, ist, aber trotzdem so dicht an [(Ny) liegt,
daf kein kleinerer Wert existiert, an dem die [,, nicht irgendwann (fiir
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grofles n) vorbeilaufen. Nennen wir also A = sup {(Ny) und tiberpriifen
nun, ob A im obigen Sinne der Grenzwert der Folge ist. Dazu miissen
wir zu beliebigem vorgegebenem ¢ > 0 zeigen, dafl ab einer bestimmten
Nummer alle /,, im Intervall (A — e, A + €) liegen. Nehmen wir dazu
einmal an, kein [,, wiirde das Intervall je betreten. Dann wére aber
auch [,, < X\ — ¢ fiir alle n, denn X ist ja eine obere Schranke, d. h. alle
l, miissen links von A liegen und wenn (A — e, ) keine Werte enthilt,
dann sind sie sogar links von A —¢. Da ¢ > 0 ist, hétten wir aber eine
kleinere obere Schranke als die kleinste obere Schranke A\ gefunden —
ein offensichtlicher Widerspruch. Die Annahme, daf sich nie ein [,, in
das Intervall (A —e, A+ ¢) verirrt, ist also falsch, d. h. es gibt ein N¢, so
daB Iy, € (A — e, A+ ¢). Nun wissen wir aber, dafl /,, monoton wéchst
und durch A\ beschrankt ist, also A — e <[, < A fiir alle n > N..

Bei der obigen Argumentation haben Sie wohl bemerkt, dafl wir nur
zwei Eigenschaften der Folge ausgenutzt haben. Erstens haben wir an-
genommen, daf} die Folge beschrénkt ist und zweitens haben wir ge-
nutzt, dal die Folge monoton ist. Letztlich haben wir damit folgende
Aussage bewiesen.

Satz 4. Jede monoton wachsende (fallende) und nach oben (unten)
beschrinkte reellwertige Folge hat einen Grenzwert. Der Grenzwert ist
das Supremum (Infimum) der Folgenwerte.

Ohne die Kontinuumeigenschaft der reellen Zahlen hitten wir an die-
ser Stelle schlechte Karten. Wir kénnten ndmlich die Linge der Kurve
unter Umsténden nicht durch eine Zahl beschreiben, wenn die MefSwer-
te gegen eine , Liicke“ streben wiirden. Mit der Existenz des Infimums
und Supremums von beschriankten Mengen in R ist aber fiir geeignete
Grenzwerte von monotonen Folgen gesorgt.

Einige weitere Beispiele von Folgen, {iber deren Grenzwert wir mit dem
obigen Satz eine Aussage machen kénnen, sind

a'n:la bn:_a Cn = —=

n

die jeweils monoton fallend sind und Null als grofite untere Schranke
und damit auch als Grenzwert besitzen.

Mit unserer Mefimethode sind wir nun in der Lage, Kurven einen
Langenwert zuzuordnen. Bei glatten, kontinuierlichen Kurven ist die-
ser Langenwert wohl genau die Zahl, auf die sich die meisten Menschen
einigen wiirden. Bei Kurven, die springen, muf§ das aber nicht mehr so

sein. Betrachten wir dazu folgende Funktion, die bei t = % ,Springt*
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Abbildung 1: Wertebereich der Funktion v

Wenden wir auf diese Kurve unser Meflverfahren an, so wird schnell
klar, dal L(7, Z,) die Sprungweite von (%, %) nach (%, %) mitmif3t.
Ob der so ermittelte Langenwert sinnvoll ist, hdngt nun stark von der
Anwendung ab, um die es geht. Fiir eine Baufirma, die verschiedene
Straflenabschnitte teeren soll, ist es offensichtlich nicht sinnvoll, den
Abstand zwischen zwei Strafen (d. h. die Sprungweite) fiir den Teer-
bedarf mit einzuplanen. Geht es bei der Anwendung aber um die Aus-
wertung der zuriickgelegten Entfernung eines Insekts in einem gewissen
Zeitintervall (biologisches Experiment), bei dem der durch eine Kamera
aufgenommene Weg unterbrochen ist (Insekt krabbelt unter ein Blatt
etc.), so ist es sinnvoll, mindestens die direkte Verbindung zwischen
den Wegabschnitten hinzuzurechnen. An diesen Beispielen sehen Sie,
daBl bei Spriingen im Kurvenverlauf auf jeden Fall Interpretationsbe-
darf beziiglich der Zuordnung einer Lange besteht. Auflerdem erkennen
Sie auch im Hinblick auf die in der Einleitung angegebenen Beispiele,
daf} sprunghaftes Verhalten einer Funktion ein wichtiges Merkmal ist.
Diesen Aspekt wollen wir uns im néchsten Abschnitt genauer ansehen.

2. Stetige Funktionen

Als Beispiel einer ,springenden“ Funktion haben wir im letzten Ab-
schnitt die Kurve 4 betrachtet. Am Wertebereich (Abbildung 1) kann
man den Sprung von 7 bei ¢ =  allerdings gar nicht richtig erkennen,

da die beiden Aste der Kurve sich im Punkt (3, 1) beriihren. Deutlicher
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wird der Sprung dagegen am Graph der Funktion, der als Raumkurve
gezeichnet werden kann.

0.25

0.5

Abbildung 2: Graph der Funktion 4. Die t-Achse lauft jeweils von links
nach rechts. Das untere Bild zeigt den Blick auf den Graph von oben

In der Draufsicht sieht das Auge eine , Liicke* bzw. eine Liickenweite
go > 0, um die sich Funktionswerte beliebig nahe bei t, = % vom Wert
in ¢y unterscheiden. Anders ausgedriickt: Variiert man die Argumente in
einem winzigen Intervall (to—d, tp+9) um ¢y, so kann der Funktionswert
trotzdem vergleichsweise riesige Anderungen der Grife e, ausfiihren.
In mathematischer Sprechweise ist ein Sprung an der Stelle ¢y also
dadurch charakterisiert, dafl ein £y > 0 existiert, so daf§ fiir jedes noch
so kleine 6 > 0 ein t € (ty — d,tp + 0) existiert mit der Eigenschaft
() — 7 (k)| > o

Umgekehrt liegt an der Stelle ¢y kein Sprung vor, wenn wir eben kein
solches ¢( finden konnen. Hier ist nun etwas Scharfsinn gefragt, um
die Sprungbedingung zu negieren. Die Idee ist die: Nehmen Sie einmal
ein g > 0 her. Wenn kein Sprung vorliegt, konnen wir eben nicht fiir
jedes noch so kleine 6 > 0 einen Punkt ¢ € (to — d,t9 + d) finden,
fiir den der Funktionswert 4(¢) um mehr als ¢y in der Norm von (o)
abweicht. Das bedeutet aber doch, dafl ab einem bestimmten dy > 0 die
Funktion in (ty — §,tg + d) mit § < &y nicht um mehr als gy schwanken
kann beziiglich ihrem Wert im Zentrum ¢, des Intervalls. Schreiben wir
diese Bedingung auf, so erhalten wir die sogenannte € — §-Definition
der Stetigkeit. Wir formulieren die Definition direkt fiir Funktionen
zwischen allgemeinen Vektorrdumen.
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Definition 10. Seien V, W normierte Vektorrdume und D C V. FEine
Funktion f: D — W heifit stetig in vy € D, wenn fiir jedes € > 0 ein
passendes 6 > 0 existiert, so daf§ stets || f(V) — f(0o)||w < € gilt, falls
|0 — o]y < 0 und U € D ist.

Die Funktion f heifit stetig, wenn f fir alle vy € D stetig ist.

Wenn Sie mit dieser Definition die Stetigkeit einer Funktion nachpriifen
wollen, miissen Sie so vorgehen: Der Wert ¢ wird Thnen vorgegeben. Sie
wissen von ihm nur, daf er strikt positiv ist. [hre Aufgabe besteht darin,
einen Wert 6 > 0 zu finden, so daf fiir jeden Punkt ¢' der héchstens den
Abstand ¢ von 7 hat, der zugehorige Funktionswert f(¢)) hchstens um
e vom Wert f(tp) in der W-Norm abweicht. Die von Thnen zu findende
Zahl § wird dabei natiirlich von € abhéngen: Typischerweise mufi § um
so kleiner gewéhlt werden, je kleiner die Vorgabe € > 0 ausféllt. AuBer-
dem wird ¢ von der ,,Steilheit“ der Funktion an der Stelle vy beeinflufit.
Andert sich die Funktion bei %, stark, dann heifit das ja gerade, da8
kleine Variationen im Argument grofie Variationen im Funktionswert
zur Folge haben. In solch einem Fall wird ¢ deutlich kleiner sein miissen
als €. Umgekehrt kann ¢ auch grofer als e ausfallen, wenn die Funkti-
on bei vy sehr flach ist. Dann schwankt ja der Funktionswert sowieso
nicht stark, selbst wenn wir deutlich am Argument wackeln. Beachten
Sie aber, daf} die Definition nicht die Kenntnis des maximalen Radius
0 > 0 verlangt, fiir die die Funktionswerte gerade noch um weniger
als € variieren. Jeder kleinere Radius erfiillt natiirlich auch den Zweck!
Sie kénnen also grofziigig beim Abschétzen sein. Wenn Sie durch das
von Thnen gefundene § > 0 sicherstellen, dafl der Funktionswert sogar
um weniger als —= variiert, haben Sie Thre Aufgabe auch erfiillt, und

wenn die maXim;OI%OVariation Nur 75505 156, 80 ist das auch ok. Prinzipi-
ell laufen Stetigkeitsuntersuchungen immer nach demselben Muster ab.
Das Ziel ist die Variation der Funktionswerte ||f(¢) — f(vp)|lw durch
die Variation der Argumente ||U — 9|y abzuschétzen, also etwa in der

Form

(17) 1f(©) = f(W0)llw < C[|7 = Tollv

wobei die Konstante C'z, > 0 nur von 7, nicht aber von ¢ abhéngt. Hat
man solch eine Abschétzung gefunden, so ist die Stetigkeit gezeigt. Ei-
ne vorgegebene Variationsweite ¢ > 0 ist dann nédmlich sichergestellt,
wenn ||v' — vp||y kleiner als § = ¢/Cy, ist. Die Form der Abschétzung
(17) ist dabei nicht zwingend. Wenn man zum Beispiel nur einen Zu-
sammenhang
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(18) || f(0) = f(vo)|lw < VCql|V — Vo |v

herleiten kann, so muf§ die Schwankungsbreite des Arguments auf 6 =
e?/Cy, eingeschriinkt werden, damit der Funktionswert um hochstens
¢ variiert. Fiir sehr kleine ¢ ist in diesem Fall § deutlich keiner als ¢.
Das ist notig, weil die Wurzelfunktion # — /2 bei 2 = 0 sehr steil ist.
Mit einer dhnlichen Argumentation sieht man, daf§ alle Abschétzungen
der Form

(19) |1f (@) = f(o)llw < (Ca |17 = To|v)*

mit 0 < o < 1 benutzt werden kénnen, um die Stetigkeit von f nach-
zuweisen. Der Spezialfall o = 1 ist dabei gerade (17). Funktionen f,
die sich so abschétzen lassen, nennt man Lipschitz-stetig in vy. Im Fall
a < 1 spricht man von Holder-stetigen Funktionen (beachten Sie, dafl
o = 3 gerade (18) entspricht).

In seltenen Fillen trifft man auch Funktionen, die stetig sind, aber fiir
kein « > 0 einer Abschéitzung der Form (19) geniigen. Dann mufl man
sich typischerweise etwas mehr anstrengen, um die Stetigkeit nachzu-
weisen.

Schauen wir uns jetzt aber einmal einige stetige Funktionen an. Das
erste Beispiel handelt von einem sehr langweiligen Zusammenhang, der
konstanten Funktion. Sind V, W normierte Vektorrdume und @ € W,
so ist durch f(¥)) = @ fiir alle ¥ € V' die Funktion mit dem konstanten
Wert W gegeben (das krasse Gegenteil eines unvorhersagbaren Zusam-
menhangs). Die Variation der Funktionswerte ist hier gleich Null und
damit sehr einfach durch die Variation der Argumente abzuschétzen

1F () = f(@o)llw = [lw — w][w = 0 < |7 = dollv
f ist also Lipschitz-stetig (hier mit Konstante C3 = 1 aber jede an-
dere positive Konstante wére auch moglich gewesen) und damit stetig.
Nochmal: Die Variation bleibt kleiner als jedes vorgegebene ¢ > 0,
wenn die Argumente hochstens um 0 = £/Cj, von y abweichen. Kon-
stante Funktionen sind also, wie zu erwarten war, stetig. Ein weiteres
einfaches Beispiel ist die Identitat f(v) = (v)) auf V. Hier gilt

|1/ (@) = f(@o)llv = |7 = Gollv
d. h. die Identitét ist Lipschitz-stetig mit Konstante Eins. Das néchste
Beispiel ist die Normfunktion || - ||y : V' — R. Der Zielraum W ist hier
der reelle Vektorraum R mit dem Betrag als Norm || - ||w = | - |. Ver-
gleichen wir zwei Funktionswerte, so folgt mit der Dreiecksungleichung
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Tllv = ltollv = 1|7 = o + Tollv — [|t0]lv
< |7 =dollv + [[dol[v = l[7ollv = [|7' = tollv
Die gleiche Argumentation mit vertauschten Rollen liefert ||vy||—||v]]1 <
||?70 — _’||V und da ||17— UOHV = ||170 - 17||V erglbt sich

=17 = vollv < |v]lv = [|%llv < |7 = dollv

oder, mit anderen Worten

[Ty = oy Hw = [ o]l = [lto]lv | < 7= dollv

Also auch hier finden wir Lipschitz-Stetigkeit, d. h. || - ||y ist stetig auf
V.

Beachten Sie, daf unsere allgemeine Betrachtungsweise den Fall V' =R
mit Norm || - ||y, = |- | beinhaltet. Wir haben also auch gezeigt, dafl die
Betragsfunktion | - | : R — R eine stetige Funktion ist. Mit dem glei-
chen Beweis haben wir aber auch festgestellt, daf sich die Lénge eines
Zeigers nicht sprunghaft dndert, wenn Sie, bei festgehaltenem End-
punkt, die Spitze ein wenig verschieben. Dieses Ergebnis sollte intuitiv
klar sein. Umso bedeutender ist deshalb unsere Beobachtung, dafl die
»Langenfunktion“ || - || in jedem normierten Vektorraum nicht sprung-
haft ist, denn wir konnen unsere Intuition im geometrischen dreidi-
mensionalen Anschauungsraum in dieser Hinsicht auf alle Vektorrdume
iibertragen, ohne dabei Fehler zu machen.

Im néchsten Schritt schauen wir uns die Vektorraumoperationen Addi-
tion und skalare Multiplikation an. Die Addition kénnen wir dabei als
Funktion auf V' x V auffassen, die jedem Vektorpaar (Z,¢) die Sum-
me f(Z,y) = &+ ¢ zuordnet. Um im Rahmen unserer Definition von
Stetigkeit zu bleiben, miissen wir dazu die Menge V' x V' mit einer Vek-
torraumstruktur versehen. Die naheliegende Variante fiir eine Addition

in V xV ist dabei

(@1, 91) + (T2, %2) = (Z1 + Lo, §1 + )
und fiir die skalare Multiplikation

a(7,§) = (af,0f) acR

Als Norm auf V x V wahlen wir

(@, Dlvxv = max{[[Z]]v, |[g]]v}
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Der Nachweis der Vektorraum- und Normeigenschaften ist dabei eine
gute Ubung, die Sie sich nicht entgehen lassen sollten. Mit entspre-
chenden Operationen kann man iibrigens auch allgemeinere Produkt-
mengen V' x W aus zwei normierten Vektorrdumen V,W zu einem
Vektorraum machen. Schauen wir uns aber nun die Additionsfunktion
f:V xV — V an einer Stelle (Zy, 7o) € V X V genauer an.

(@, 9) = f(@o, go)llv = 17+ ¢ = (Zo + go)llv
< |17 = Zollv + |17 — ol lv

Um die (Lipschitz)-Stetigkeit zu zeigen, miissen wir die rechte Seite nur
noch durch die Argumentdifferenz

(2, 9) = (Zo, o)l vy = max{|[Z — Zol|v, ||§ — gollv }
abschétzen. Offensichtlich ist jeder einzelne der beiden Terme durch die
Norm der Argumentdifferenz beschréankt, so dafl

Lf (@, 5) = F(@o, Go)llv < 2 |(Z,) — (Zo, Go)llvxv
d. h. die Addition ist Lipschitz-stetig und damit auch stetig. Im Fall
der skalaren Multiplikation haben wir die Funktion f : R xV — V
zu untersuchen, mit f(«, ) = aZ. Auch hier ist die Definitionsmenge
wieder ein Produkt-Vektorraum, wobei wir Addition, skalare Multipli-
kation und Norm wie oben definieren. Untersuchen wir die Variation
der Funktion

/(. @) = flao, To)[lv = [|laZ — aoZol|v
(@ = @0)T + ao (& — Zo)|v
Hier haben wir den Standardtrick fiir die Abschatzung von Produkt-
differenzen benutzt. Durch das Zwischenschieben des Terms o o@ — @,
ist es moglich, von der Differenz der Produkte auf Produkte mit Dif-

ferenzen zu kommen. Mit der Dreiecksungleichung schéitzen wir weiter
ab

|| f(a, @) — f(ao, To)|lv < | —aol [|Z]]v + |aol ||Z — Zol|v
< ([|Zllv + |ewo])[|(c, ) — (v, To)||rxv

wobei sowohl |aw — ap| als auch ||Z — Zy||y durch die Norm auf R x V'

[I(ct, ) = (w0, Zo)|rxv = max{[a — aol, [T = To[[v }
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abgeschitzt werden konnen. An dieser Stelle ist nun Vorsicht geboten.
Wir konnen nicht schliefen, dal f Lipschitz stetig ist, da der Vor-
faktor vor der Norm der Argumentdifferenz keine Konstante ist. Der
Faktor hédngt noch von 7 ab und wird fiir grole 7 beliebig grofl! Was
nun? Besinnen wir uns auf die Definition der Stetigkeit zuriick. Bei
der Stetigkeitsiiberpriifung wird uns eine maximale Variation ¢ > 0
der Funktionswerte vorgegeben und wir miissen ein passendes § > 0
finden, so dal die Funktionswerte um weniger als ¢ variieren, sofern
die Argumente um weniger als § schwanken. Es liegt damit in unserem
Ermessen, die Variation des Arguments einzuschranken. Wenn wir z.
B. nur Abweichungen

(20) |[(v, ) — (v, To)[|rxv < 1

zulassen, so kann ||Z — &y ||y nicht grofler als Eins und folglich ||Z||y, nie
viel grofer als ||Zg||v werden. Details regelt wie immer die Dreiecksun-
gleichung

2|l = 117 = Zo + Zollv < [[7 = Zollv + [|Zollv < 1[Zo|lv +1

wobei wir 20 benutzt haben. Insgesamt gilt also unter dieser Pramisse

|1 (e, ) = S, Zo)[lv < (|l + [[Zo]lv + D[|(a, ) = (a0, Z)[|rxv

Wenn wir also

9
a, %) — (ag, To)||r V<5:min{1, — }
||( ) ( 0 0)|| X |(I0|+||l‘0||v+]_

wéahlen, so unterbieten wir mit der maximalen Funktionswertschwan-
kung den vorgegebenen Wert ¢, und die skalare Multiplikation hat sich
somit als stetige Funktion geoutet.

Beachten Sie, da} wir auch wieder etwas iiber den Spezialfall V' = R
dazugelernt haben. In diesem Fall entspricht das Skalarprodukt ge-
rade der gewohnlichen Multiplikation (z,y) — xy, bei der zwei re-
ellen Zahlen x,y ihr Produkt zy zu geordnet wird. Durch Anwen-
dung des Multiplikationstricks zur Verwandlung von Produktdifferen-

zen in Differenzpunkte kann man auch zeigen, daff jedes Skalarprodukt
(-,-) : V : V — R beziiglich der Norm

1, D)l = max { /7.2, V7. 50 }

auf V' xV und |- | auf R stetig ist. Als Zutat mufl man hier die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung benutzen.
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Damit haben wir gesehen, daf§ alle Vektrorraumoperationen auf nor-
mierten Rdumen stetig sind. Neben diesen Grundoperationen sind fast
alle ,, Taschenrechnerfunktionen* stetig. Dazu zdhlen wir Funktionen
f D — R aus folgender Liste

D |RIR|R|R\{0}|[[0,00)| R | R [(0,00)| R | R

fl@)| 1] ||z e | Yxexp| In |sin|cos

8=

Die Stetigkeit der ersten drei Eintrdge haben wir bereits im allgemei-
nen Rahmen untersucht. Fiir f(2) = < schétzen wir die Variation der

Funktionswerte folgendermaflen ab

)~ faa)l = |+~ =

To— T 1
T Tor | |wox]
Beachten Sie, dal hieraus noch nicht folgt, dafi f Lipschitz-stetig ist,
denn der Faktor vor |x — x| héngt noch von x ab und kann beliebig
grofl werden, wenn x nahe an Null kommt. Da Stetigkeit in xy # 0 sich
aber auf das Verhalten der Funktionswerte nahe bei xy bezieht, kénnen
wir diese Gefahr leicht ausschliefen. Wir verlangen einfach, daf§ x von
xo nicht mehr als |zy|/2 abweichen darf. Dann kann x offensichtlich nur
noch bis auf |zo|/2 an die Null herankommen. Wieder konkretisiert die

Dreiecksungleichung diese Uberlegung, denn

|zo — |

T
ol < [0 — ] + fa] < 22 4 |

impliziert |x| > |zo|/2 und dann

1 1 2
r x|~ |xo|?
Folglich ist die Schwankung des Funktionswerts kleiner als jedes vorg-
gebene € > 0, wenn nur

. [ |zo] elzo)?
— x| <0 = —
| — 20 mln{ 5 3

gilt. Als weiteres Beispiel aus der Taschenrechnerliste betrachten wir
die Wurzelfunktion f(x) = y/z. An einer Stelle zq # 0 hilft uns die
dritte binomische Formel, um von der Funktionswertedifferenz auf die
Argumentdifferenz zu kommen

| — 20
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VT 4 \/To | — 20 |z — 2]
VT — V/Eo| = VT — /T = <

VE VA = AN RN
Im letzten Schritt haben wir benutzt, dafi /= > 0 ist. Offensichtlich ist
die Wurzelfunktion Lipschitz-stetig in xq > 0 und damit stetig. An der
Stelle o = 0 versagt der angegebene Trick, aber hier ist die Situation
eigentlich einfacher.

VeVl = Vi = Iz

Also ist die Wurzelfunktion Holder-stetig am Punkt xq = 0 zum Expo-
nent o = % und damit stetig. Das vorgegebene € > 0 wird offentlichtlich
unterboten, wenn |z — 0| < § = % gewihlt wird.

Die Stetigkeit der anderen Funktionen unserer der Taschenrechnerliste
kéonnen wir im Moment noch nicht im Detail nachpriifen, da wir die
Berechnungsvorschrift dieser Funktionen noch nicht genau angegeben
haben. Wir kommen spéter darauf zuriick und begniigen uns im Mo-
ment damit, dal man die Stetigkeit nachweisen kann. Wichtiger ist an
dieser Stelle die Beobachtung, dal mit der Stetigkeit dieser wenigen
Funktionen bereits automatisch die Stetigkeit von daraus zusammen-
gesetzten Funktionen folgt. Zum Beispiel kann die Funktion

f(z) = /sin(bz — 3) reR
als Verkettung von stetigen Funktionen geschrieben werden. Sehen Sie
alle beteiligten Funktionen? Natiirlich treten fi(x) = &/z und fo(z) =
sin(z) auf. Auflerdem sehen wir noch f3(z) = = und die konstanten
Funktionen fy(x) = —3 und f5(z) = 5. Etwas schwieriger ist dann

schon die Produktfunktion fg(y1,vy2) = y1y2 zu erkennen, die mit der
Tupelfunktion f7(z) = (f5(z), f3(x)) verkniipft ist, denn

Je(f7(x)) = fs(f5(2), fa(2)) = f5(x) fu(x) = B2

Genauso tritt die Additionsfunktion fs(y1,y2) = y1 + y2 auf, die mit
der Tupelfunktion fo(z) = (fs(f7(x)), fa(x)) verkniipft ist

fs(fo(x)) = fo(f2(x)) + falx) = 52 + (=3)

Insgesamt ist also

f(x) = fi(fo(fs(fo(2))))

Die auftretende Tupelbildung ist iibrigens leicht als stetige Funktion
identifizierbar. Sind h; : D — W;,i = 1,...,n stetige Funktionen auf
D C V, so ist die Tupelfunktion
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h(D) = (hi(B), ..., ha(F)) Fe€D

ebenfalls eine stetige Funktion mit dem Zielraum W = W; x ... x W,
beziiglich der Norm

|| (@, - ) lw = max{[[ @]l s [0 [, }

Kurz gesagt, sind alle Komponenten eines Tupels stetig, so ist die Tu-
pelfunktion auch stetig.
Ein weiteres Beispiel fiir eine Verkettung stetiger Funktionen ist

f(z1, x9) = cos(zq) (z1,75) € R?

Erkennen Sie hier die beteiligten Funktionen? Klar ist fi(z) = cos(x)
dabei. Dazu kommt aber noch die (langweilige) Funktion

f2(371,l’2) =TI1

die R? auf R abbildet (iibrigens eine lineare Funktion). Es ist also

flar,x2) = filfa(ar, 22))
oder kurz f = f; o fo. Die Stetigkeit von f5 ist leicht in allgemeinem
Rahmen beweisbar. So ist die Funktion I, : W7 x ... x W,, — W}, die
einem Tupel (wy, . .. w,) die k-te Komponente I (i, . . ., w,) = Wy zu-
ordnet, offensichtlich Lipschitz-stetig, wenn man die oben angegebene
Norm zugrunde legt (Ubungsaufgabe).
Nach diesen Beispielen kénnen Sie wohl auch folgende Funktion

1
g(x1,29) = (cos(xg — 11), 2}, tan(z] + 13))

zerlegen, die fiir {(xy,x2)|cos(z? + x3) # 0} definiert ist. Diese Ein-
schrinkung kommt von der Tangens-Funktion

tan(z) = sin(z)

cos(z) # 0

cos(x)

die ja fiir sich genommen bereits eine Verkniipfung aus sin, cos, t — %

sowie der Produktfunktion (yi,y2) — 4192 ist. Warum eine Verkettung
aus stetigen Funktionen wieder stetig ist, sagt folgender

Satz 5. Seien V,W, X normierte Vektorriume und D C V,E C W.
Die Funktionen f: D — FE und g : E — X seien stetig. Dann ist auch
gof: D — X stetig.
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Der Beweis dieser Aussage geht so: Vorgegeben wird ein € > 0 und ein
Punkt Zy € D. Da g in f(Z)) stetig ist, gibt es ein n > 0, so daB

(@) — g(f(Zo))llx <& falls  [|7— f(Zo)llw <n
Zu diesem 7 gibt es wiederum ein ¢ > 0, jetzt wegen der Stetigkeit von
f in g, so daBl

L (Z) = f(@o)llw <n falls {7 = Zolly <6
Zusammengesetzt gilt also im Falle ||Z — Zo||v < ¢

1g(f (%)) — g(f(Z0))llx <€

d. h. g o f ist stetig in Zy. Da Zy € D beliebig war, ist g o f stetig auf
der gesamten Definitionsmenge.

In den obigen Beispielen haben wir gesehen, daff Summen von stetigen
Funktionen wieder stetig sind, denn f + ¢ kann als Verkettung der ste-
tigen Addition mit einer stetigen Tupelfunktion h = (f, g) betrachtet
werden. Da die Addition in jedem normierten Vektorraum stetig ist,
kann man diese Beobachtung verallgemeinern. Seien dazu V, W nor-
mierte Vektorrdume und D C V. Wie wir wissen, bildet

F(D,W)={f:D— W}

zusammen mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation
einen Vektorraum. Die Teilmenge aller stetigen Funktionen

CY(D,W) ={f € F(D,W)|f stetig }

bildet darin einen Untervektorraum. Um dies nachzupriifen, miissen wir
zeigen, dafl mit f,g € C°(D,W) und a € R auch f + g € C°(D, W)
und ag € C°(D, W) gilt. In Worten lauten diese Bedingungen: Summen
und Vielfache stetiger Funktionen sind wieder stetig.

Betrachten wir zunéchst die Addition. Wir definitieren die Funktion
h(v) = (f(¥), g(v)) die als Tupel zweier stetigen Funktionen ebenfalls
stetig ist als Funktion von D nach W x W. Auflerdem ist die Addition
AW xW — W stetig und damit auch die Verkettung Aoh : D — W,

wobei diese Verkettung gerade die Summe der Funktionen f und g ist

(Ao h)(v) = A(h(V)) = A(f(?), 9(0)) = f(@) + g(0) = (f + 9)(V).

In dhnlicher Weise zeigt man, dafl das a-Vielfache von g stetig ist. Dazu
definieren wir die Konstante (also stetige) Funktion f : D — R mit
f(¥) = o und bilden wieder ein stetiges Paar h = (f,g) : D — R x W,
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Verkniipft mit der stetigen skalaren Multiplikation M : R x W — W
ergibt sich die Stetigkeit von ag, denn

(M o h)(¥) = M(h(¥)) = M(f(9), (V) = ag(v) = (ag)(?)
Beachten Sie, daBl die beiden Aussagen iiber Stetigkeit von Summen und
Vielfachen von stetigen Funktionen in der einen Aussage enthalten ist,
dafl C°(D, W) einen Vektorraum bildet.

Wir koénnen also mit stetigen Funktionen intuitiv so arbeiten, wie mit
Zeigern oder anderen moglichen Auspragungen von Vektoren. So ist z.
B. eine beliebige Linearkombination

Aofo+Afi+ .o+ Aufn

mit \; € R und f; € C°(D, W) wieder eine stetige Funktion auf D.
Wenden wir diese Beobachtung auf den Fall f; = ¢; € C°(R,R) an mit
q;(z) = x', so sehen wir, dafl alle Polynome stetige Funktionen sind.
Die Stetigkeit der Monome ¢; folgt dabei induktiv aus der Tatsache,
daBl ¢; = q1 - ¢;—1 gilt und daBl ¢y und ¢; stetig sind.

Genauso wie Summen und Vielfache von stetigen Funktionen wieder
stetig sind, gilt dies ndmlich auch fiir Produkte und Quotienten von
reellwertigen Funktionen. Die Produktbildung von f und g betrachtet
man dazu einfach als Verkettung der (skalaren) Multiplikation M :
R x R — R mit dem stetigen Paar h = (f,g). Ein Quotient f/g ist
zunéchst eine Multiplikation f- é, wobei é stetig ist als Verkettung von

T — % mit g. Beachten Sie hier besonders, dafl die Verkettung nur dort
definiert ist, wo g(U) # 0 ist, d. h. der Quotient f/g zweier stetiger
Funktionen ist iiberall dort stetig, wo er definiert ist.

Als direkte Konsequenz kénnen wir nun alle rationalen Funktionen,
also Funktionen der Form

P(z) ay+az+...+a2"

" =00 T bbb L ERQEAD
als stetig verbuchen. Die Klasse der rationalen Funktionen spielt in
der Mathematik eine wichtige Rolle, da die Funktionswerte mit endlich
vielen elementaren Operationen (4, —,-, /) berechnet werden koénnen.
Kurz gesagt, der Computer kennt nur rationale Funktionen. Jeder an-
dere Zusammenhang muf letztlich (approximativ) auf rationale Funk-
tionen zuriickgefithrt werden.

3. Das Rechnen mit konvergenten Folgen

Am Anfang unserer Betrachtung von stetigen (d. h. vorhersagbaren)
Zusammenhéngen stand ein Kriterium fiir sprunghaftes Verhalten einer
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Funktion. Wenn eine Funktion f : D — W bei vy € D springt, bedeu-
tet dies, dafl es eine zugehorige Mindestsprungweite £y > 0 gibt, so dafl
beliebig nahe bei vy Funktionswertvariationen von mindestens ey auf-
treten. Es gibt dann also fiir jedes § > 0 ein v € D mit |[v—tp|| < & aber
||f () — f(¥o)]| > €0. Wéhlen wir nacheinander fiir 6 die Werte £,n € N
so gibt es folglich zu jeder Wahl einen Punkt @, mit ||, —o|| < < aber
|| f(Un)—f(¥o)|| > €o. Die Punkte v, kommen dem Punkt v also immer
ndher, aber die Funktionswerte nahern sich nicht dem Funktionswert
bei vy an.

Wir konnen also den Sprung von f bei ¢y durch das Beobachten von
Funktionswerten f(%,) entlang von Folgen (¥,)neny in D detektieren,
wenn v, gegen vy strebt. Und zwar gibt es bei v, € D einen Sprung in
f, wenn man sich so an ¥ ,,heranpirschen* kann, daf§ die zugehérigen
Funktionswerte nicht gegen f () streben. Heranpirschen bedeutet hier,
dafl man Punkte v, € D wéhlt, die immer nidher an v liegen, je grofier
n ist, d. h. fir die lim ||v,, — 0p|| = 0 gilt.

Als Beispiel, wie man sich in V' = R?"7> an den Punkt (1,2) heran-
pirschen kann, betrachten wir

B 2 1 . 1 8
Gn=(1+>2+=), bo=(1+-,2+—
n n n n

und

Wenn Sie die Folgenglieder als Koordinaten von Punkten in der Ebene
auffassen, dann néhert sich (a,) von oben rechts entlang einer Geraden

an, (b,) von oben rechts auf einer Parabel, (¢,) von oben links auf einer

—

Geraden und (d,,) genau von unten



154 3. APPROXIMATION MIT LINEAREN FUNKTIONEN

2.3
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Abbildung 3: Wertebereich der Funktion v

Wenn eine Funktion in ¢y € D einen Sprung hat, bedeutet das natiirlich
nicht, dafl Sie dies entlang jeder Folge bemerken.

Umgekehrt verlangt es etwas Geschick, eine Folge zu finden, bei der
der Sprung offensichtlich wird. Betrachten Sie dazu folgende Skizze
des Funktionsgraphen einer Funktion f : D — R mit D C R?, (der
Zielvektorraum W ist hier der Vektorraum der reellen Zahlen)

Abbildung 4: Wertebereich der Funktion v

Entlang der Folge (d@,)nen oder (l;n)neN wird der Sprung offensicht-
lich nicht bemerkt, da die Funktionswerte gegen f(j streben, d. h.
die Punkte auf dem Graphen (@,, f(@,)) kommen immer n&her an
(T, f(¥p)). Nur bei Folgen, die wie (¢, ),en sich aus der richtigen Rich-
tung anndhern, merkt man, daf§ die Funktionswerte nicht gegen f(v)
streben (d. h. auf dem Graph behalten die Punkte (&,, f(¢,)) einen
bestimmten Mindestabstand von (v, f(%)))-

Natiirlich sagt Thnen in diesem Fall Ihr Auge, wie die Annaherungsfolge
zu wihlen ist, bei der der Sprung offensichtlich wird. In allgemeinen
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Fillen 148t sich der Graph allerdings nicht mehr ohne weiteres darstel-
len und Sie miissen in gewissem Sinne blind den richtigen Pfad finden
—und das kann schon deutlich schwieriger sein.

Insgesamt kénnen wir aber festhalten, daff man Spriinge durch die Be-
obachtung der Funktionswerte entlang von Folgen detektieren kann:
Wenn es einen Sprung gibt, so gibt es auch eine Folge, die diesen Sprung
anzeigt. Umgekehrt hat die Funktion bei vy keinen Sprung, wenn ent-
lang jeder Folge die sich an 7, heranpirscht, die Funktionswerte brav
auf () zulaufen. Diesen Zusammenhang zwischen Folgen und steti-
gen Funktionen wollen wir prizise festhalten. Zunéchst brauchen wir
dazu folgende

Definition 11. Sei d@ : N — V eine Folge mit Werten in einem nor-
mierten Vektorraum V. Dann heiffit @ € V' Grenzwert der Folge (bzw.

a, konvergiert gegen @, Symbole lim d, = A oder @, —— ﬁ), falls

n—0o0 n—oo

lim ||@, =d|| =0 gilt.
n—oo
Mit dieser Schreibweise lautet unsere Beobachtung

Satz 6. Seien V,W normierte Vektorriume und D C V. Dann ist
die Funktion f stetig in vy € D, genau dann, wenn fiir alle Folgen
U: N> D mit lim 9, = vy auch lim f(v,) = f(th) gilt.

Um die etwas sperrige Formulierung: Fiir alle Folgen v : N — D mit
lim v,, = vy weiter zu verkiirzen, einigen wir uns noch auf folgende

Definition 12. Seien V,W normierte Vektorriume, D C V und f :
D — W. Weiter sei &y € V von D aus approximierbar, d. h. es gibt
mindestens eine Folge v : N — D mit lim v; = Zy. Man schreibt

n—0o00
lim f(Z) = o/
T—Zo

wenn lim f(¥,) =4 fir jede Folge v : N — D mit lim 4, = &y.

n—oo n—oo

Damit konnen wir jetzt ganz knapp schreiben
f stetig in %y = lim f(z) = f(#)
T—T0

Da wir wissen, dafl die Identitdatsfunktion ¥ +— Z auf jedem normierten
Vektorraum stetig ist, so folgt lim ¥ = 7y und die rechte Seite der

Tr—Zo

obigen Aquivalenz li8t sich auch folgendermaBen formulierten

tiny ()= 1 (Jim 7)

T—xo
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Stetige Funktionen f sind also genau die Funktionen, bei denen man f
und lim vertauschen darf bzw. bei denen man lim ins Argument ziehen
kann.

Diese Tatsache ist enorm hilfreich beim Berechnen von Grenzwerten, da
Sie mit der Kenntnis sehr weniger konvergenter Grundfolgen bereits die
Konvergenz komplizierter Folgen nachweisen konnen. Nehmen wir ein-
mal an, die einzige konvergente Folge, die wir kennen, sei a,, = %, neN
mit lim a, = 0. Wenn wir jetzt iiber die Konvergenz einer komplizier-

n— oo
ten Folge gefragt werden. z. B. b, = %,n € N, so miissen wir nur
versuchen, diesen Ausdruck als f(a,) zu schreiben, mit einer stetigen
Funktion f. Im vorliegenden Beispiel erreicht man dies offensichtlich
mit f(z) = x° und somit gilt

lim b, = lim f(a,) = f(nm an) — f(0)=0
Mit der gleichen Argumentation sehen wir, dafl jede Folge vom Typ
#, n € N gegen Null konvergiert. Auch andere Folgen, wie ﬁ oder ’%\/ﬁ

werden als Nullfolgen entlarvt, da sie von der Form gy (a,,) sind mit den
im Punkt Null stetigen Funktionen gx(x) = /x.
Bei einem komplizierteren Ausdruck, wie

3n +5n? — 1 cN
C = s~ < n
"on2—2n+2
mufl man erst ein wenig Vorarbeit leisten, um die bekannte Folge a,, =
% zu entdecken. Durch Erweitern mit dem Kehrwert # der hochsten

auftretenden n-Potenz ergibt sich
3+ 5 - p
S ( )

3z +5— x?
S s P
Um die Argumentation erfolgreich zu beenden, mufl nur noch die Ste-
tigkeit von f im Punkt Null nachgewiesen werden, wobei nur eine Null-
stelle im Nenner Schwierigkeiten machen kénnte. Da der Nenner auch
als

wobel

2 2
geschrieben werden kann, ist f aber sogar auf ganz R stetig, also ins-
besondere im Punkt Null. Es gilt

1\? 1
1—2x+2m2:2(x——) +->0
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i o = Jim, f(e) = F (Jim ) = 7(0) = 2

n—0o0

Wendet man den Satz iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung
und Anwendung einer stetigen Funktion auf die Operationen Additi-
on und skalare Multiplikation an, so erhilt man die niitzlichen Re-
geln, dafi Summen und Vielfache konvergenter Folgen wieder konver-
gent sind. Dabei ist der Grenzwert der Summenfolge gleich der Summe
der Grenzwerte und eine entsprechende Regel gilt fiir die Multiplika-
tion mit Skalaren. Fiir diese Aussage benotigt man ein Resultat iiber
Tupel von Folgen: Sind ¢ : N — V® i = 1,...k Folgen in normierten
Vektorrdumen V@ so ist das Tupel

D, ) NS VO x o x VR =
genau dann konvergent beziiglich der Norm
(@50l = ma (1o

wenn jede der Folgen 7 konvergent in V) ist. Kurz gesagt, eine Tu-
pelfolge konvergiert genau dann, wenn jede Komponente konvergiert.

Zum Beweis nehmen wir zuniichst an, daf lim o) = @@ fiir i =
1,..., k. Damit gibt es zu einem beliebig vorgegebenen € > 0 ein N; €

N, so daf8§ Hﬁ,(f) — D]y < e fiir alle n > N;. Wihlen wir nun N als
Maximum aller N;,7 =1,...k, so gilt fiir jede Folge, daf3

Hﬁff) _U_j(i)Hv(i) <e fir n>N

und damit auch fiir das Maximum

n

@D, 2t — @, 2l = max (6 — @Oy <2
falls n > N. Nach Definition konvergiert also die Tupelfolge gegen das
Tupel aller Grenzwerte. Umgekehrt sieht man genauso, dafl; wenn die
Tupelfolge gegen ein Tupel (W), ... w*) konvergiert, dann gilt fiir
jedest=1,...,k

0 < [ — @]y < max |15 — 5P|y —— 0
j=1,..., n—00
und somit lim 17’§f) =,

n—oo
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Nach dieser sorgfiltigen Betrachtung konvergenter Tupel kénnen wir
uns nun der Summe von Folgen zuwenden. Sind d,, ¢, : N — V kon-
vergente Folgen im normierten Vektorraum V', so kann man die Sum-
menfolge @+ ¢, schreiben als A(g,), wobei g,, = (@,, ¢,) eine Tupelfolge
ist und A:V x V — V die stetige Vektorraumaddition darstellt. Gilt
lim d, = ds und lim G, = ¢, so ist nach dem oben Gesagten

n—oo n—oo

lim G, = (@so, Coo)-
n—oo

Die Stetigkeit der Addition A impliziert dann, daf auch @, +¢, = A(g,)
konvergiert und

lim (@, + &,) = lim A(G,) = A(lim §,) = A(doo, Coo) = oo + Coo-
Genauso zeigt man, daf}, wenn a,, : N — R und ¢, : N — V konvergent
sind, auch a,c, : N — V konvergiert. Hier benutzt man die Stetigkeit
der skalaren Multiplikation M : R x V' — V und

lim (a,,c,) = (lim a,, lim ¢,)
was als Spezialfall V) = R, V() = V unserer Betrachtung von Tupel-
folgen gesehen werden kann.
Im Fall V' =R ergibt sich eine Regel zum Produkt von reellen Folgen

lim a,c, = lim a, lim ¢,

n—oo n—oo n—oo

Wahlt man die skalare Folge konstant, also a,, = « fiir alle n € N, so
folgt insbesondere

lim ac¢, = o lim ¢,
Das Verhalten von konvergenten Folgen beziiglich Addition und Viel-
fachenbildung konnen wir auch mit der Feststellung zusammenfassen,
daf} die konvergenten Folgen einen Untervektorraum aller Folgen bil-
den. Nennen wir die konvergenten Folgen

KN, V) = {(U)neny € F(N, V)|()nen konvergent}

so besagt die Unterraumeigenschaft ja gerade, dafl Summen von kon-
vergenten Folgen wieder kongergent sind (a@ + ¢ € (N, V) falls @, ¢ €
K(N,V)) und daf das jedes a-Vielfache einer konvergenten Folge auch
konvergent ist (ac € IC(N, V) falls ¢ € (N, V))
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Das Verhalten der Grenzwerte 148t sich dann dadurch ausdriicken, dafl
lim : (N, V) — V eine lineare Funktion ist (sie ordnet jeder konver-

n—o0

genten Folge ihren Grenzwert zu).

Beachten Sie, daf§ alle diese Aussagen iiber das Verhalten von kon-
vergenten Folgen stets Konsequenzen des einen Sachverhalts sind, das
lim mit stetigen Funktionen vertauscht. Mit dieser Grundregel sollte es
Ihnen jetzt nicht schwer fallen, weiter ,, Rechenregeln® fiir konvergente
Folgen herzuleiten. Ist z. B. die Folge a : N — R\ {0} konvergent und
lim a, # 0, so gilt auch

n—oo
. 1
lim — = —
n—oo Q, lim a,
n—oo

Hier steckt natiirlich die stetige Funktion f(z) = I dahinter. Die Be-
dingungen an die Folgenglieder und den Grenzwert stammen dabei of-
fensichtlich daher, dafl man die Stetigkeit von f nur an Punkten des
Definitionsgebietes R \ {0} ausnutzen kann und dafl die Folgenglieder
a, alle im Definitionsgebiet liegen miissen. Auflerdem koénnen Sie jetzt
zeigen, dal Summen von konvergenten Folgen komplexerer Zahlen wie-
der konvergent sind. Erinnern Sie sich einfach daran, daf§ C beziiglich
Addition gerade dem R? entspricht. Das Gleiche gilt auch im Zusam-
menhang mit der komplexen Multiplikation.

(71, 22) (41, 92) = (T1y1 — Taya, T1Y2 + T211)
die ja offensichtlich eine stetige Funktion von R? x R? nach R? darstellt.
(Sehen Sie, welche stetigen Grundfunktionen hier verkettet werden?)
Sind nun (z,)eny und (wy,),en konvergente Folgen komplexer Zahlen,
und M : C x C — C die stetige komplexe Multiplikation, so ergibt sich
die Rechenregel

lim z,w, = lim M(z,,w,) = M ( lim (zn,wn)> = lim z, lim w,,.
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Am Ende dieses Abschnitts soll nicht verschwiegen werden, dafl es auch
Folgen gibt, bei denen die Konvergenz nicht einfach daraus resultiert,
daf} sie als Verkniipfungen stetiger Funktionen mit bekannter Folge
geschrieben werden kénnen. Ein Beispiel ist

1 n
an:<1+—) neN
n
1

Versucht man, diesen Ausdruck als Funktion von - zu schreiben, so
findet man z. B. a,, = f (%) mit
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8 [~

F@) = (1 +2) = exp (%1n(1+x)), 2> 0

Dies ist zwar eine stetige Funktion fiir x > 0, aber genau in x = 0, wo

wir die Stetigkeit brauchten, um lim f (%) =f < lim %) schreiben zu
n—oo n—oo

konnen, ist f nicht definiert (und damit auch nicht stetig). Die Argu-

mentfolge lduft im Grenzwert gerade aus dem Definitionsgebiet heraus

und dabei kann natiirlich alles Mogliche passieren. Denken Sie z. B. ein-

mal an die Funktion g;(x) = 1, 2 > 0. Hier wachsen die Funktionswerte

fiir £ — 0 unbeschriankt an und folglich kann man ke2inen verniinftigen
2.1
%7
x = 0 nicht definiert ist, hat dagegen zumindest ein verniinftiges Grenz-
verhalten. Néhert sich x dem Wert Null, so néhert sich go(x) immer
mehr dem Wert Zwei an und zwar unabhéngig davon, wie man sich an
x = 0 heranpirscht. (Erweitern Sie einfach den Bruch mit x, um dies
nachzurechnen.) Mit unserer Definition des Grenzwerts konnen wir also

schreiben

Wert bei © = 0 erwarten. Die Funktion go(x) = die auch fiir

lim go(x) = 2.

z—0
Genauso konnen Sie Funktionen konstruieren, die fiir x = 0 nicht de-
finiert sind, aber dort jeden beliebigen Wert o € R immer nédher kom-
men, etwa

8 1R
+
ot

Q
Q
>
I
8=
_I_
—_
8
V
=)

Neben Konvergenz und unbeschrinktem Wachstum, konnen stetige
Funktionen am Rand ihres Definitionsgebiets aber auch ein total aus-
geflipptes Verhalten zeigen. Schauen wir uns z. B. die Funktion

f(x) :sinl, x>0
x
an. Wenn zx sich auf Null zubewegt, durchlaufen die Funktionswerte
immer schneller die Perioden der Sinusfunktion. Schlie8lich ist das Ver-
halten so rasant, dal man mit dem Zeichnen des Graphen nicht mehr
nachkommt.
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-1

0 0.2 0.4

Abbildung 5: Graph der Funktion x — sin%

Obwohl die Funktionswerte hier offensichtlich beschrénkt sind, ist an-
schaulich auch klar, dal die Funktionswerte in diesem Beispiel nicht auf
einen bestimmten Wert zulaufen, d. h. liIr(l) f(z) existiert nicht. Um dies

nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dafl man unterschiedliches Grenz-
verhalten der Funktionswerte beobachtet, abhingig davon, wie man
sich an = 0 heranpirscht. Nehmen Sie einfach die beiden Nullfolgen

1 1
an = -, n —
2mn 2mn + 5
In einem Fall ist f(a,) = 0 fur alle n, im anderen Fall gilt stets f(b,) =
1. Diese Beispiele zeigen, dafl wir nicht ohne weiteres beurteilen konnen,
wie sich die Funktion

1
(1+m)% = exp (—ln(x+1)), x>0
x

bei x = 0 verhalten wird. Wihrend % unbeschrankt wéchst fiir x — 0,
néhert sich In(1 + ) immer mehr dem Wert 0 an. Wer gewinnt im
Produkt? Geht % schneller gegen Unendlich als In(1 + z) gegen Null?
Dann wiirde das Produkt immer grofier werden. Ist In(1 + z) schneller
klein als % grof8? Dann wiirde das Produkt gegen Null gehen. Oder
halten sich beide Faktoren irgendwie die Waage? Dann konnte jeder
Wert zwischen Null und Unendlich in Frage kommen. Oder schwankt
das Verhalten sténdig wie bei sin %? Im Zusammenhang mit der Regel
von I’Hospital werden wir spéater ausrechnen kénnen, dafl der Grenzwert

1
lim—In(14+2)=1
z—0 T
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tatséchlich existiert. Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt
daher

1 n
lim (1 + —) =exp(l) =e.
n

n—oo

Ein weiteres Beispiel, bei dem das Verhalten einer stetigen Funktion
am Rand dieses Definitionsgebietes entscheidend ist, ist

Cn = n, n € N.
Esgilt ¢, = f (%) mit

1= (1) <o (L) — o) 2

Hier geht im Produkt zlnz der Faktor Inz fiir x — 0 gegen —oo
wahrend der Faktor z auf Null zulduft. In diesem Fall ist aber x schnel-
ler bei Null als Inz bei —oo und es ergibt sich (wieder mit der Regel
von I’'Hospital)

lim {/n = exp(0) =1

Schauen wir uns noch eine Folge vom spannenden Typ an
(="

azy, , n €N
n

Dieser Ausdruck sieht harmlos aus und Sie sagen sicher sofort, daf§ der
Grenzwert Null sein wird. Kénnen Sie diesen Ausdruck aber als f (%)
schreiben mit f : (0,1] — R? f(z) = (—1)” - x macht keinen Sinn, da
wir Potenzen nur fiir positive Basen erklart haben. Zur Beschreibung
des oszillierenden Verhaltens kann man aber die wilde Funktion sin%
benutzen. Setzen wir

T m
=x-sin|—+ < >0
flx)==z sm<x+2), x
so gilt tatsdchlich f (%) = a,. Wieder benétigen wir den Grenzwert
der Funktion f am Rand der Definitionsmenge z = 0 und in diesem

Fall existiert er auch, denn die erweiterte Funktion g : R — R mit

_fwsin(Z+3) x2#£0
9(w) = { 0 x=0
ist stetig. An Punkten z( # 0 folgt dies sofort mit dem Verkniipfungssatz
aus der Stetigkeit der beteiligten elementaren Funktionen. An der Stelle
xo = 0 mit g(zo) = 0 zeigen wir fiir x # 0
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. (T T
l9(2) = glao)| = lg(@)| = [wsin (X + Z)| < Jal = o = x|
so daB |g(z) — g(zo)| < € falls |z — xy| < § = . Damit gilt also

lim (=1) = lim g <l) =g (lim l) =g(0)=0

n—oo n n—o0 n n—oo M,
Natiirlich ist es bei diesem Beispiel nicht unbedingt notwendig, eine
passende stetige Funktion ¢ zu finden. Man kann auch direkt mit der
Grenzwertdefinition argumentieren. Zu vorgegebenem ¢ > 0 wéhlen

wir ndmlich einfach N, als eine natiirliche Zahl, die gréfer als % ist und
dann gilt fiir n > N,

1
=—=—<c
n

(=n"

n

|an—0|=]

d. h. lim a, = 0. Der kleine Umweg iiber die Funktion g hat aller-

n—oo

dings den Vorteil, dal zusétzliche Information herausspringt, obwohl
die Abschétzung praktisch die gleiche ist.

Eine weitere Klasse von Folgen, bei denen Konvergenzaussagen etwas
schwieriger sind, sind die sogenannten rekursiven Folgen. Bei rekursi-
ven Folgen ist das n-te Folgenglied nicht explizit als Funktion von n
gegeben, sondern nur seine Abhéngigkeit zu Vorgéngerwerten.

Als Beispiel betrachten wir

1

n = y =0
n+1 1+a, agp
Schreiben Sie einfach einmal ein paar Folgenglieder hin
1 1 1
a=0,a1=1, a0=——,03=—+—, a4y = ———
0 1 2 1+1 3 ].‘I*ﬁ 4 1+ 1+L

1+1
Die Folge wird (aus offensichtlichem Grund) auch als Kettenbruch be-
zeichnet. Die Frage nach der Konvergenz ist schon etwas kniffelig, da
wir nicht mal ohne weiteres den Wert von ajgy hinschreiben kénnen.
Wenn die Folge aber konvergiert, dann ist die Menge der mdoglichen
Grenzwerte stark eingeschrankt! Nehmen wir an, daf§ lim a, = a.

n—oo

Da dann auch a,y; gegen a., konvergiert, liefert die Rekursionsvor-
schrift

. . 1 1 1
(o = lim a4 = lim - =
n—00 n—oo ] 4+ any, 1+ lim A, 1+ Qoo

d. h. ay, muB eine Losung der Gleichung
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a2, +ap—1=0

sein, was auf die beiden Werte

) e{—1+\/3 —1—\/5}

2 2

fithrt. Die Grenzwertkandidatenliste ist also sehr klein. Trotzdem wis-
sen wir noch nicht 0b (a,)nen gegen einen dieser Werte konvergiert.
Hilfreich ware es, wenn wir zeigen kénnten, daf§ die Folge z. B. mono-
ton und beschréankt ist, denn fiir solche Folgen haben wir ja eine Kon-
vergenzaussage. Um an diese Information zu gelangen, muf} iibrigens
meist ein Induktionsargument benutzt werden, da ja bereits die Kon-
struktionsvorschrift induktiv gegeben ist. In unserem Fall sehen wir
z. B. durch einen einfachen Induktionsbeweis, dafl alle Folgenglieder
nicht negativ sind und damit folgt sofort 0 < a,, < 1 fiir alle n. Die Be-
schriinktheit ist also gesichert und der negative Kandidat (—1 — /5)/2
ist auch schon aus dem Rennen. Aber wie sieht es mit der Monotonie
aus? Schauen wir einmal auf einige Folgenglieder

0 ] 1 2
apg = VU, a1 = ,a2—2,a3—3,...
Bestenfalls ist hier zu hoffen, dafl die beiden Teilfolgen b,, = as,, und
Cm = Q2m+1 monoton wachsend beziehungsweise fallen sind. Tatséchlich
kann man dies rekursiv nachweisen, wozu in einem weiteren Rekursi-

onsbeweis gezeigt werden muf}, dafl stets

_ -1V

b, < und Cn
2

223515
gilt. Alle diese Eigenschaften erhélt man aus den Rekursionsformeln
fir by, cm

1 1+b,

berl: 1 — )

bo = 0
und

14+cm
2+¢,,’
Da beide Teilfolgen als beschréinkte, monotone Folgen konvergieren und
auch fiir sie gilt, daB (—1 + v/5)/2 der einzig mégliche Grenzwert ist,
folgt schliefllich

Cmi1 = co=1

lim a, = (=1 + v/5)/2.

n—0o0
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4. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen

Am Ende des letzten Abschnitts haben wir gesehen, daf§ das Verhal-
ten von stetigen Funktionen am Rand ihres Definitionsbereichs sehr
interessant sein kann.

Denken Sie nur an die Funktionen

f) =1, g<x>:(§—1)/(§+5), o) = sn 1

die alle auf dem Intervall (0,1) definiert sind, aber bei Ann&herung
an den Randpunkt xg = 0 ganz verschiedenes Verhalten zeigen (un-
beschrianktes Wachstum, Konvergenz, rasante Oszillation). Der Begriff
Rand fiir den Punkt z( ist dabei sinnvoll gewéhlt: xy selbst gehort zwar
nicht zur Definitionsmenge (0, 1), ist aber so dicht dran, daf ein beliebig
kleiner Schritt nach rechts geniigt, um in der Menge zu landen.

Im folgenden wollen wir uns Rénder von mehrdimensionalen Mengen
anschauen. Sei dazu V' ein Vektorraum mit Norm || - ||. Die Menge

B(@) ={veV||[i-w|<r}), r>0

bezeichnen wir dann als Kugel mit dem Radius » um den Punkt .
Eine wirkliche Kugel ist dies natiirlich nur fiir den Fall V' = 5 (Zei-
gervektorraum) mit der elementargeometrischen Linge als Norm. Da
uns dieser Spezialfall als Intuitionsgeber aber sowieso im Kopf herums-
pukt, iibernehmen wir die Bezeichnung Kugel direkt in alle anderen
normierten Vektorrdume. Mit Hilfe von Kugeln B, (%)) wollen wir nun
untersuchen, ob ein gegebener Punkt ¥y € V' ein Randpunkt einer vor-
gegebenen Menge X C V ist. Wie im Eingangsbeispiel miissen wir
dazu iiberpriifen, ob beliebig nahe bei ¥y sowohl ein Punkt von X liegt
als auch ein Element der Komplementérmenge X°¢. Wie iiberpriift man
aber die Eigenschaft beliebig nahe? Naja, fiir jeden noch so geringen Ra-
dius 7 > 0 muB in der Kugel B,.(Zy) halt ein Punkt der entsprechenden
Menge zu finden sein.

Wir definieren die Menge 0X aller Randpunkte von X (kurz, den Rand
von X) also durch

0X ={Zy € V|B,(Zy) N X # 0 und B,(Zy) N X # O fiir jedes r > 0}

Da ein Punkt 7, € V immer entweder in X oder in X*¢ liegen mu$, ist
eine der beiden Bedingungen einfach nachzupriifen. Ist z. B. Zy ¢ X,
dann folgt ¥y € X¢ und da 7y in jeder Kugel B,(Zy) mit r > 0 als
Zentrum natiirlich enthalten ist, folgt sofort
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Ty € B, (%) N X # ( fiir jedes r > 0.

In diesem Fall kann man sich bei der Untersuchung der Randpunk-
teigenschaft also darauf beschrinken, die zweite Bedingung zu unter-
suchen. Dazu denkt man sich einen (sehr kleinen) Radius r > 0. Die
Aufgabe besteht nun darin, in der zugehorigen kleinen Kugel B,.(Zy)
mindestens einen Punkt 7 auszumachen, der zur Menge X dazugehort.
Damit die Sache klar ist, sollte ein Punkt konkret angegeben werden
(der von &y, r und der Menge X abhéngen wird). Wenn die Angabe des
Punktes 7 fiir jedes r > 0 funktioniert, so ist auch die zweite Bedin-
gung erfiillt und 7 ist damit ein Randpunkt. Findet man dagegen ein
7 > 0, so dafl in der Kugel Br(Zy) kein Punkt von X liegt, so scheidet
Ty als Randpunkt aus. Der Grund, warum es geniigt, nur an sehr kleine
Kugeln zu denken, liegt daran, daf3, wenn in einer kleinen Kugel um %
ein Punkt von X gefunden wird, dann liegt dieser Punkt natiirlich auch
in jeder groferen Kugel um . Mit anderen Worten, die Randpunk-
teigenschaft ist eine lokale Eigenschaft, bei der es nur auf allernéchste
Nachbarschaftsverhaltnisse ankommt.

Um unsere Definition auszuprobieren, schauen wir uns zunéchst noch
einmal unser Eingangsbeispiel X = (0,1) an. (Der Vektorraum ist hier
V =R und || - || ist der Betrag.) Wie lautet die Menge X in diesem
Fall? Unsere Vermutung ist natiirlich 0X = {0, 1}. Priifen wir dies ein-
fach nach, wobei wir den fiir Mengenvergleiche iiblichen Zugang wéhlen:
Wir zeigen, daf {0,1} C 90X und auch 0X C {0,1} gilt, woraus die
Gleichheit der beiden Mengen folgt. Beginnen wir mit {0,1} C 90X,
Wieso ist 0 € 0X7? Zunéchst stellen wir fest, dal 0 ¢ X gilt und damit
ist B.(0)NX*° # (), da ja der Punkt 0 in der Schnittmenge fiir alle r > 0
enthalten ist (die Kugeln B, (0) sind {ibrigens in diesem Fall Intervalle
(—r,7), denn |v — 0| < r ist genau fir v € (—r,r) erfiillt). Umgekehrt
kénnen wir zu jedem r > 0 einen Punkt x € X finden, der in der
Kugel B,(0) liegt. Hier ist jetzt eine Berechnungsformel fiir dieses x
gefragt! Versuchen wir zunéchst einfach x = 5. Offensichtlich ist § < r
fir r > 0 und damit € B,(0). Wenn r sehr klein ist, gilt natiirlich
auch 7 € (0,1) = X und damit hitten wir einen Punkt in B,(0) N X
gefunden. Damit die Formel wirklich fiir alle r stimmt, miissen wir nur
die (langweiligen) grofien Kugeln im Auge behalten. Ist ndmlich r > 2,
so féllt der Punkt 7 wieder aus X heraus. Wie schon gesagt, interes-
sieren uns grofle Kugeln aber gar nicht, wenn wir in kleinen Kugeln
schon Punkte von X finden kénnen. Wir modifizieren daher einfach
die Formel fiir den Punkt z, z. B.
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Sehen Sie, wie wir die lastigen grofien Kugeln losgeworden sind? Wir
ersetzen einfach das kleine r durch einen Ausdruck min{r,ry}. Dann
bleibt die Formel fiir die wichtigen kleinen Kugeln (r < rg) genau
dieselbe, aber fiir grofe Kugeln (r > r7) nehmen wir immer den gleichen
Punkt. Sie sehen auch, dafl die Auswahl des Punktes x etwas willkiirlich

ist. Natiirlich hatten wir auch

. 91
~_ mln{r,Q}’ ~_ min{r?, 3 .
8 s
nehmen koénnen. Wichtig ist nur, dafl der Punkt sowohl in der Kugel

B,(0) und der Menge X liegt.
Genauso finden wir heraus, daf§ 1 € 90X gilt. Hier nimmt man z. B. den

Punkt

min{r, 1}
2
Damit gilt also {0,1} C 0X. Fir die umgekehrte Inklusion benutzen
wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, 0X C {0, 1} wére falsch.
Dann gébe es einen Punkt zy € 0X, der nicht 0 oder 1 ist. Es bleiben
somit drei Félle iibrig: zp € (—00,0), o € (0,1) oder zy € (1,00).
Im ersten Fall wére x( strikt kleiner als Null, d. h. zwischen Null und
To ist genug Platz! Entfernt man sich nur um Izl von Zo, so findet
man keinen positiven Wert. Den grofiten Wert, den man entdeckt, ist
namlich wegen |zo| = —z¢ fiir zo < 0 gerade x0+\x_20\ =x0—% =3 <0.
Mit anderen Worten, die Kugel B« (7¢) enthdlt nur Punkte aus X°
und folglich kann z( kein Randpunth von X sein. Genauso sieht man,
daB x¢ € (1,00) nicht moglich ist, da B(y,-1)/2(20) ganz in X¢ liegt.
Schliefllich ist auch der Fall 2y € (0, 1) ausgeschlossen, da wir hier eine
Kugel um z finden konnen, die ganz in X liegt. FEin passender Radius

ist z. B.
. [0 1=
r=min<{ —, .
2 2

Wir sehen also, daf in keinem Fall zy € 0.X moglich ist, was im Wider-
spruch zur Annahme xy € 0X steht. Damit ist also 0X ¢ {0,1} aus-
geschlossen und wir haben 0X C {0, 1} gezeigt und insgesamt hat sich
unsere Vermutung 0X = {0,1} bestitigt. Nach dieser ausfiihrlichen
Beschreibung sind Sie jetzt sicherlich in der Lage nachzurechnen, daf

r=1- eB.(1)NX
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J[1,5] ={1,5}, 0(-2,3] ={-2,3}, OR\ {0} = {0}

gilt. Eine unmittelbare Konsequenz unserer Randdefinition ist iibrigens,
daf die gesamte Menge und die leere Menge keine Randpunkte besitzen,
also im vorliegenden Fall OR = 0, 90 = (). Es gilt ndmlich B,.(zq)N0 =
fiir jedes xo und jedes r > 0 und auch B,.(zq) "R = B,(zo) N0 = 0.
Um den Spezialfall der Teilmengen von R abzuschlieBen, stellen wir
noch fest, dal unsere Randdefinition eine sehr natiirliche Eigenschaft
garantiert. Und zwar besitzt jede beschrinkte Menge in R (also jede
Menge, die an ,,beiden Seiten irgendwo aufhort®) einen Rand. Erstaun-
licherweise ist dieser intuitiv sofort einleuchtende Sachverhalt gar nicht
so offensichtlich. Um ihn nachzuweisen, miissen wir auf die Kontinuum-
Eigenschaft von R zuriickgreifen. Sei M C R also eine nicht leere, be-
schriankte Menge. Dann ist M insbesondere nach unten beschrankt und
es existiert damit die grofite untere Schranke, genannt inf M. Untere
Schranke bedeutet aber, dafl inf M < m ist fiir alle m € M. Links von
inf M liegen also keine Punkte von M mehr und damit kristallisiert
sich inf M auch schon als méglicher Randpunkt heraus. Die Frage ist
nur noch, ob wir beliebig nahe rechts von inf M immer einen Punkt
von M finden kénnen. Das wiederum folgt aus der Tatsache, dafl inf M
die grifste untere Schranke ist, d. h. jede Zahl inf M + s mit s > 0 ist
keine untere Schranke mehr. Es gibt also zu jedem S > 0 ein m € M,
so daf inf M < m < inf M + S. Damit ist also fiir Elemente beliebig
nahe rechts von inf M gesorgt. Formal funktioniert der Beweis jetzt so.
Ein r > 0 ist vorgegeben. Dann ist

inf M — g € B, (inf M) N M¢
und es gibt ein m € M mit inf M < m < inf M + r, also

B, (inf M)NM #(
so daf3

inf M € OM.

Genauso zeigt man, dafl die kleinste obere Schranke zum Rand der
Menge gehort und damit folgt fiir jede nicht leere, beschrinkte Menge
McCR

inf M,sup M € OM.

Es bleibt zu bemerken, dafi der Rand einer beschréankten Teilmenge von
R natiirlich weitere Punkte neben dem Infimum und dem Supremum
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beinhalten kann. So ist der Rand von M = (—1,0] U (1,2] z. B. durch
die Punkte OM = {—1,0, 1,2} gegeben.

Beim Rand von mehrdimensionalen Mengen denkt man typischerweise
an folgende Situation

oM
/ M*

<

Ein Punkt ¥ gehort zum Rand von M, wenn jede Kugel um & sowohl
Punkte aus M als auch aus M€ enthélt. Gehoren die Punkte auf der
Kurve in M nicht zur Menge, so sind sie ebenfalls Randpunkte von M
(sogenannter innerer Rand). Eine interessante zweidimensionale Menge
ist durch den Graph der Funktion z — sin% gegeben

M = {(x,sinéﬂx € (0,1)} C R?

Die gesamte Menge M besteht hier aus Randpunkten! Der Rand ist
sogar grofler als die Menge selbst, denn der Punkt (1,sin1) gehort
dazu genauso wie die Punkte auf der y-Achse, deren Betrag kleiner
oder gleich Eins ist

OM = M U{(0,y)ly € [-1,1]} U {(1,sin 1)}
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Als Beispiel in einem abstrakten Raum betrachten wir den Rand einer
Kugel Br(0), R > 0 in einem normierten Vektorraum V. Da Bg(0) alle
Vektoren mit Lange kleiner als R enthélt, liegt die Vermutung nahe,
da der Rand dieser Menge durch die Vektoren gegeben ist, die exakt
die Lénge R haben

Sr=A{ve V|||v]] = R}
Fiir 7 € Sy gilt tatséichlich, daf jede Kugel B, (%) Elemente aus By (0)
und Bp(0)¢ enthilt. Konkrete Beispiele sind etwa

(1—06)7 e Br(0)NB,(7),  (1+0)7 € Br(?)°N B,(7)

wobei 6 = min{l, 3z} vom Radius r der Testkugel abhdngt. Damit
gilt also Sk C dBR(0). Die umgekehrte Inklusion kann man durch die
Beziehung S% C (Bg(0))¢ nachweisen. Es gilt némlich allgemein fiir
zwei Mengen A, B, dal A = B genau dann richtig ist, wenn A C B
und A° C B¢ richtig ist. Sei also ¥ € S%, d. h. entweder ||7]| < R oder
||7]] > R. Dann kénnen wir leicht eine Kugel B.(¥) finden, die ganz
zZu BR(ﬁ) bzw. zum Komplement gehort, so dal ¢ kein Randpunkt
ist und damit S§ C (OBg(0))° gilt. Als Radius ¢ wihlen wir einfach
e = [ |v]] = RI/2.

Je nachdem, ob der Rand einer Menge gar nicht oder ganz zu der Menge
dazugehort, sprechen wir von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen.

Definition 13. Sei V' ein normierter Vektorraum und X C V. Dann
heifst X offen, wenn 0X N X = (. Die Menge X heifit abgeschlossen,
falls 0X N X = 0X gilt.

Der Grund fiir die Namensgebung liegt am moglichen Grenzverhalten
von Folgen in der Menge. Bei einer konvergenten Folge (7),),en in einer
offenen Menge X (also Z,, € X fiir alle n € N) kann es passieren, daf§
der Grenzwert ¥, = lim,,_. %, aus der Menge herausfillt. Die Menge
X ist also offen beziiglich Grenzwertbildung. Natiirlich kann sich der
Grenzwert ¥, nicht weit von den Folgengliedern 7, mit sehr groflem
n entfernen. Beliebig nahe bei Z,, wird immer noch ein 7, zu finden
sein, d. h. Z, ist nicht in X enthalten aber beliebig dicht an Elementen
von X, d. h. Z,, € 0X. Wenn also der Grenzwert einer Folge in X die
Menge verlaflt, so wird er es hochstens bis auf den Rand schaffen. Diese
Uberlegung zeigt uns auch, wie wir eine Folge in einer offenen Menge
basteln konnen, die konvergent ist und deren Grenzwert die Menge
verlafit. Sei M dazu offen und nicht leer mit einem nichtleeren Rand.
Wir wihlen zunéchst unseren gewiinschten Grenzpunkt ., € 0X. Zu
jedem Radius R,, = % gibt es dann nach Definition von 0.X mindestens
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ein Element im Durchschnitt X N B, (Z). Wir wihlen ein Element
aus und nennen es Z,. So erhalten wir eine Folge von Punkten in X
mit der Eigenschaft

1
1, = Fxl| <ra=-  neN.

Nach Definition der Konvergenz gilt also tatséchlich lim,,_,o, 7,, = 7.
Ist die Menge X dagegen abgeschlossen und (Z,),en eine Folge in X
die konvergiert, so sehen wir mit einer &hnlichen Argumentation, dafl
der Grenzwert 7, nun in X liegen mufl. Lige der Grenzwert ndmlich
auBerhalb von X, so wére er insbesondere nicht auf dem Rand, da der
Rand bei abgeschlossenen Mengen ja zur Menge dazugehort. Dann gibt
es aber eine Kugel, um 7, die nur Elemente aus X enthélt, was klar
der Grenzwerteigenschaft widerspricht. Finden sich in einer kleinen Ku-
gel um 7o, € X¢ nur Punkte aus X¢ so kann 7, nicht beliebig gut
mit Punkten aus X approximiert werden, da die Kugel immer einen
bestimmten Mindestabstand erzwingt. Die Bezeichnung abgeschlossen
bezieht sich also auf die Tatsache, dal die Menge beziiglich Granzwert-
bildung abgeschlossen ist — der Grenzwert kann nicht aus der Menge
herausfallen.

Beachten Sie, daf} die Klassifizierung in offene und abgeschlossene Men-
gen nicht vollstindig ist. Neben der Eigenschaft, daff der Rand ganz
oder gar nicht zur Menge gehort, gibt es ndmlich noch viele andere
Moéglichkeiten. So konnten einige Randpunkte oder Randabschnitte zur
Menge dazugehoéren und andere nicht, wie etwa bei dem Intervall [0, 1),
das weder offen noch abgeschlossen ist. Offene und abgeschlossene Men-
gen bilden also nur die beiden Extremfélle der Randzugehorigkeit. Da-
bei spielen abgeschlossene Mengen deshalb eine wichtige Rolle, weil, wie
wir gesehen haben, Grenzwerte von konvergenten Folgen aus der Men-
ge nicht herauskonnen. Offene Mengen sind dagegen wichtig, weil jeder
Punkt in einer offenen Menge berihrungslos approximierbar ist. Um
diese Eigenschaft zu erklaren, betrachten wir einen beliebigen Punkt &
einer offenen Menge X . Offensichtlich gilt ¥ ¢ 0X, denn X N 90X =0
fiir offene Mengen. Damit gibt es aber ein 7 > 0, so dafl Bx(Z)NX° = (),
denn wire fiir alle > 0 der Schnitt der Kugel B, () mit dem Komple-
ment X¢ nicht leer, so wiirde jede Kugel um ¥ Elemente von X¢ und
X enthalten (Z gehort ja auch zur Kugel) und damit wéire dann doch
T € 0X, was wir ja oben ausgeschlossen haben. Diese Charakterisie-
rung von offenen Mengen wollen wir festhalten.

Satz 7. Sei V ein normierter Vektorraum und X C V. Dann ist X
genau dann offen, wenn zu jedem ¥ € X ein Radius r > 0 existiert, so
dafs die gesamte Kugel B.(Z) zu X gehort.
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In offenen Mengen hat also jeder Punkt eine umgebende Kugel, die ganz
aus Punkten von X besteht (wie eine Schutzhiille gegen die AuBlenwelt
X¢). Damit hat jeder Punkt einer offenen Menge aber auch in jeder
Richtung sehr viele, sehr nahe Nachbarpunkte der Menge. Insbesondere
kann jeder Punkt Z einer offenen Menge X beriihrungslos approximiert
werden. d. h. wir kénnen eine Folge von Punkten 7,, € X finden, fiir die
Z, # & fiir alle n € N gilt (kein Punkt #,, beriihrt ) und die dem Punkt
Z trotzdem beliebig nahe kommen, d. h. lim,, .., #,, = 7. Beispiele sind
hier schnell gefunden. Wenn B, (Z) eine Kugel mit positivem Radius
r > 0 ist, die ganz zu X dazugehort und € ein beliebiger Vektor mit
|lé]| = 1 ist (ein sogenannter Richtungsvektor), so ist &, = 5-ré + &
eine Folge von Punkten, die ganz in B,(Z) und damit in X liegt, die Z
nie beriihrt, die aber & beliebig nahe kommt (aus der Richtung € von
¥ aus gesehen).

Warum die berithrungslose Approximierbarkeit wichtig ist, soll hier
kurz an einem eindimensionalen Beispiel erldutert werden. Sei dazu
f eine reellwertige Funktion auf dem offenen Intervall (0, 1) und z( ein
beliebiger Punkt der Definitionsmenge. Dann gilt

(@) = fag) + LT @)
T — Zo
Dieser simple Zusammenhang wird sehr niitzlich, wenn wir den Dif-
ferenzenquotienten (f(z) — f(xo))/(x — x¢) approximativ durch einen
x-unabhéngigen Wert ersetzen kénnen, was moglich ist, wenn sich der
Differenzenquotient fiir alle x sehr nahe bei zy praktisch nicht mehr
dndert, d. h. falls der Grenzwert ¢ = lim, .., (f(z) — f(z0))/(x — x0)

existiert. In diesem Fall gilt dann

(z — ) x # xg

f(@) = f(xo) + c(x — o)

wobei die Genauigkeit umso grofler ist, je ndher x an zy und damit
(f(x) = f(zo))/(x — x0) an c ist. Wir konnen also das Verhalten der
Funktion f in einer ganzen Umgebung von z, gut vorhersagen und
brauchen dazu nur eine Zahl, den Grenzwert des Differnzenquotien-
ten. Zur Berechnung dieses Grenzwerts werden offensichtlich Folgen
bendtigt, die beliebig nahe an xy herankommen, die aber nie den Wert
xo selbst annehmen (fiir z = z ist der Differenzenquotient némlich
nicht definiert). Mit anderen Worten, der Punkt xq mufl berihrungslos
approzimierbar sein, um den Grenzwert des Differenzenquotienten zu
ermitteln. Die Situation wird noch komplizierter, wenn die Funktion
f von mehreren Variablen abhéngt. Im dreidimensionalen Fall mochte
man z. B. ganz analog eine approximative Beschreibung der Form
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f(z1, 20, 23) = f(T1, T2, T3) + a(xy — T1) + b(xg — Ta) + (x5 — T3)

haben und braucht dazu die beriihrungslose Approximierbarkeit von
(%1, To, T3) aus verschiedenen Richtungen, um die Grenzwerte a, b, ¢ von
gewissen Differenzenquotienten ausrechnen zu kéonnen. Diese Anforde-
rung an die Definitionsmenge von f, dafl jeder Punkt beriihrungslos
aus allen Richtungen mit Elementen der Defintionsmenge approximier-
bar ist, ist sicherlich dann gegeben, wenn die Menge offen ist, und das
ist letztlich unsere Motivation zur Betrachtung dieses Mengentyps.

Es bleibt zu erwihnen, dafl offene und abgeschlossene Mengen in ge-
wisser Weise komplementér sind. Das liegt daran, dafl der Rand einer
Menge X auch immer der Rand des Komplements X¢ ist. Wenn al-
so 0X N X = ( gilt, also wenn X offen ist, dann ist offensichtlich
0X C X¢also 0X NX°¢=0X. Wegen 0X = 0(X°) zeigt dies aber,
dal X abgeschlossen ist. Umgekehrt sieht man, daf§ das Komplement
einer abgeschlossenen Menge immer offen ist.

Satz 8. Sei V' ein normierter Vektorraum und X C V. Dann ist X
abgeschlossen genau dann, wenn X offen ist.

Neben offenen und abgeschlossenen Mengen spielen auch beschrinkte
Mengen eine wichtige Rolle. Dabei ist eine Menge M beschrénkt, wenn
sie in eine Kugel mit gentigend groflem Radius paft.

Definition 14. Sei V' ein normierter Vektorraum. X C V' heifit be-
schrinkt, wenn ein Radius R > 0 existiert, so daff X ganz in der Kugel
Br(0) enthalten ist.

Wie bei offenen und abgeschlossenen Mengen, betrachten wir das Ver-
halten von Folgen. Natiirlich kénnen sich die Folgenglieder in einer
beschrankten Menge nicht sehr weit voneinander entfernen und au-
Berdem miissen alle unendlich viele Folgenglieder in der beschrankten
Menge Platz finden. Stellen Sie sich einmal vor, Sie miissen im Ein-
heitsquadrat (eine beschréankte Menge in R™) unendlich viele Punkte
einzeichnen. Irgendwann miissen die Punkte anfangen, sich an min-
destens einer Stelle immer néher zu kommen. Dabei gibt es natiirlich
mehrere Szenarien, die unten in der Zeichnung angedeutet sind: (1)
die Folgenglieder ndhern sich immer mehr einem einzelnen Punkt an
(d. h. die Folge konvergiert), (2) die Folgenglieder verdichten sich an
mehreren Punkten (das klassische eindimensionale Beispiel fiir diese
Situation ist die Folge (—1)" + %, bei der sich alle Punkte mit gerader
Nummer dem Punkt 1 ndhern und alle Folgenglieder mit ungerader
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Nummer dem Punkt —1); (3) es ist gar keine Konzentration der Fol-
genglieder zu erkennen, d. h. die Folge fiillt die Menge gleichméfig aus
(d. h. aber, daf§ jedem Punkt der Menge gewisse Folgenglieder immer
niaher kommen).

-1 -1

Nach dieser Uberlegung ist folgender Satz nicht mehr iiberraschend.

Satz 9. Sei V ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum und
(Un)nen eine beschrinkte Folge (d. h. die Menge aller Folgenglieder ist
beschrinkt). Dann hat (v,,) mindestens eine konvergente Teilfolge, d.
h. es gibt eine streng monotone funktion M : N — N, so daf (Vrr(k)) ke
konvergiert

Fiir unsere Beispielfolge v,, = (—1)"+%, die ja offensichtlich beschrénkt
1st
. 1
o] < [(=1)"+|=-[=1+-<1+1=2
n n

wéren zwei verschiedene konvergente Teilfolgen durch die ,,Herauspick-
funktionen“ M, (k) = 2k und M, (k) = 2k + 1 gegeben. Und zwar ist
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1 1
v = (FDF 4 g =T gp o
und
= ()% = — 1
v = CUTT T

Bei unserer Uberlegung zum obigen Satz haben wir benutzt, da$ in ei-
ner beschrédnkten Menge nur endlich viel Platz ist. Dieses anschauliche
Argument ist sicherlich richtig im uns umgebenden dreidimensionalen
Raum, der unsere Intuition leitet. Es bleibt auch richtig in allen endlich
dimensionalen Rdumen. Wenn wir allerdings zu unendlich dimensiona-
len Vektorrdaumen iibergehen, dann gibt es sozusagen unendlich viele
unabhéngige Raumrichtungen und dadurch kann selbst in beschrinkten
Mengen unendlich viel Platz sein. Man kann dann unendlich viele Fol-
genglieder in die unendlich vielen Raumrichtungen verteilen, ohne dafl
sich die Punkte irgendwo verdichten. Die Voraussetzung der endlichen
Dimension ist also wesentlich fiir die Richtigkeit der Aussage.

Um dies durch ein Beispiel zu belegen, betrachten wir den unendlich
dimensionalen Vektorraum aller beschrankten reellen Zahlenfolgen

V = F(N,R) = {a : N — R|a(N) beschrankt }
Als Norm einer beschréankten Folge a nehmen wir die halbe Breite r

des kleinsten Intervalls [—r,r], in dem alle Folgenglieder a,, enthalten
sind, also

||al| = sup |ax|
neN

Eine Folge im Vektorraum V ist nun ein etwas verzwicktes Objekt,
denn jedes Folgenglied ist als Element von V' wieder eine komplette
Folge mit Werten in R. Betrachten wir als Beispiel die Folge, bei der
das k-te Folgenglied durch

1 n=k
vg(n) = neN
0 n#k
gegeben ist, also
v1 @ 1,0,0,0,0, ...
vy @ 0,1,0,0,0, ...

v+ 0,0,1,00 ...
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Die Folge (vi)ren ist beschriankt, denn |Jvg|| = 1 fiir jedes k € N.
Nehmen wir an, dafl der obige Satz fiir diese Folge richtig wéire. Dann
gibe es eine in V' konvergente Teilfolge (vas(k))nen, die gegen ein vy, € V/
konvergieren wiirde. Insbesondere gilt mit der Dreiecksungleichung

sy — vares v || < varr) — Vool | + [|V00 — Vares 1| ——0

Andererseits hat die Differenzfolge vpsx)y — varu+1) folgende Struktur

0,0,...,0,1,0,...,0,—1,0,0,...
und damit gilt

HM(k) — UM(k+1)H =1 fir alle k € N

was im Widerspruch zu ||vare) — vamgsn)|| — 0 steht. Damit kann
also (vg)ken keine konvergente Teilfolge besitzen und wir sehen, dafl
die Voraussetzung der endlichen Dimension fiir den obigen Satz von
zentraler Bedeutung ist.

Dennoch mochte man auch in unendlich dimensionalen Rédumen mit
Mengen arbeiten, in denen jede Folge mindestens eine konvergente
Teilfolge hat. Wie wir gleich sehen werden, nehmen stetige reellwer-
tige Funktionen auf solchen Mengen ihren Maximal- und Minimalwert
an. Diese Eigenschaft ist offensichtlich wichtig fiir die Losung von Opti-
mierungsaufgaben. Da die Beschranktheit einer Menge im allgemeinen
nicht ausreicht, um die Existenz von konvergenten Teilfolgen zu ga-
rantieren und auch sonst keine elementare Eigenschaft dies garantiert,
fithren wir einen neuen Namen fiir solche Mengen ein.

Definition 15. Sei V' ein normierter Vektorraum. Fine Teilmenge
X C V heifit kompakt, wenn jede Folge in X eine in X konvergen-
te Teilfolge hat.

Die Kompaktheit beinhaltet {ibrigens die Beschranktheit der Menge.
Wiére ndmlich eine kompakte Menge I unbeschrénkt, so konnte man
eine Folge (%, )nen in K konstruieren, fiir die ||#,|| > n gilt. Eine solche
Folge kann aber keine konvergente Teilfolge haben, da fiir jede Teilaus-
wahl (Zps(k))nen die Folgenglieder ;) betragsméBig immer groBer
werden und folglich nicht gegen einen festen Vektor ., € K konvergie-
ren koénnen.

Jede kompakte Menge ist also zwangslaufig beschrankt. Auflerdem sind
kompakte Mengen auch abgeschlossen. Um dies zu sehen, wihlen wir
einen beliebigen Punkt ¥, € 0K des Randes einer kompakten Menge
KC aus. Dann konstruieren wir eine Folge (#,)nen von Punkten aus K,
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die gegen 7, konvergieren (genauso wie wir das im Fall offener Men-
gen getan haben). Da die Menge K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge
(a1 (k) ) ken, die gegen einen Punkt ¢ € K konvergiert. Nun konvergie-
ren aber alle Teilfolgen einer konvergenten Folge gegen den gleichen
Grenzwert und folglich ist ¥, = ¥ € K. Der Rand 9K gehort damit zu
IC, d. h. K ist abgeschlossen.

Umgekehrt gilt in endlich dimensionalen Vektorrdumen, dafl beschréankte
und abgeschlossene Mengen bereits kompakt sind. Ist (Z},),en eine Fol-
ge in einer beschriankten Menge, so wissen wir, dafl (&, ),en eine konver-
gente Teilfolge besitzt (das gilt ja in endlich dimensionalen Réumen).
Ist die Menge zusétzlich abgeschlossen, so kann der Grenzwert der Teil-
folge nicht aus der Menge herausfallen, d. h. die Teilfolge konvergiert
in der Menge, die damit kompakt ist.

Satz 10. Sei V' ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum und
I C V. Dann st I kompakt genau dann, wenn KC beschrinkt und
abgeschlossen ist.

Insbesondere ist die abgeschlossene Einheitskugel
{zeV]z]l <1}

in jedem endlich dimensionalen Vektorraum kompakt. In unendlich di-
mensionalen Rédumen ist das dagegen nicht der Fall (wie wir z. B. im
Folgenraum gesehen haben). Kriterien fiir Kompaktheit sind dort we-
sentlich schwieriger zu finden und in jedem Einzelfall neu zu suchen.
Schauen wir uns jetzt einmal an, wie stetige Funktionen mit kompakten
Mengen zusammenarbeiten.

Fiir stetige Funktionen f : V — W zwischen zwei normierten Vek-
torrdumen gilt nun, dafl die Bilder von kompakten Mengen wieder
kompakt sind.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, da K C V kompakt ist. Fiir
jede Folge (4,)neny im Bild f(K) ist dann nachzuweisen, dafl eine in
f(K) konvergente Teilfolge existiert. Zundchst wissen wir, daf§ zu je-
dem ¢, € f(K) ein Urbild 4, € K existiert, so daf} 4, = f(&,) gilt. Da
IC kompakt ist, gibt es zu (Z,)nen eine konvergente Teilfolge (Zas(k))ken
mit Ty — Too € K fiir & — oo. Jetzt ist aber f stetig und ver-
tauscht deshalb mit Grenziibergéngen, so daf}

gy = F(@uwy) ——— f(T) € fIK)
Damit haben wir eine Teilfolge (¢/a(x))ren gefunden, die in der Menge
f(K) konvergiert und folglich ist f(K) eine kompakte Menge.

Fiir den Spezialfall W = R erhalten wir sofort die oben bereits erwahnte
Eigenschaft.
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Satz 11. Sei V' ein normierter Vektorraum und f :V — R stetig. Ist
IC C V' kompakt, so nimmt f auf K sein Mazimum und sein Minimum
an. Es gibt also Punkte Z i, Tmax € K, so dafs

f(fmin> = inf f(f); f(fmax> = sup f(jj

e ekl

Der Nachweis dieser Aussage beruht auf einer Kombination mehrerer
Voriiberlegungen. Zunéchst ist das Bild f(K) eine kompakte Teilmen-
ge von R und damit beschrinkt und abgeschlossen. Fiir beschrankte
Mengen in R haben wir aber gesehen, dafl sowohl Infimum als auch
Supremum zum Rand der Menge gehoren. also

inf f(K),sup f(K) € 9f(K)

Andererseits besagt die Abgeschlossenheit, daf§ der Rand von f(K) in
der Menge f(K) enthalten ist, also insbesondere

inf f(K),sup f(K) € f(K)

Andererseits besagt die Abgeschlossenheit, dafi der Rand von f(K) in
der Menge f(K) enthalten ist, also insbesondere

inf f(K),sup f(K) € f(K)

Damit gibt es dann aber auch mindestens zwei Punkte @'in, Tmax € K
mit der gewiinschten Eigenschaft.

Daf stetige Funktionen auf nicht kompakten Mengen weder Maximum
noch Minimum annehmen miissen, sieht man leicht an einem Beispiel

f0) =2, we 1)
x

Die Menge (0,1) ist nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt.

Das Infimum des Bildes ist offensichtlich inf,c( 1) f(z) = 2 und wird

fiir kein « € (0, 1) als Bild angenommen. Das Supremum existiert nicht

einmal, da die Funktion fiir x — 0 unbeschrinkt wéchst.
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Auf der kompakten Menge [1/10, 1] greift dagegen unser Satz und es
gilt

10

Als Anwendung des Satzes iiber Maximum und Minimum wollen wir
uns die Aquivalenz von Normen in endlich dimensionalen Vektorrdumen
anschauen. Vielleicht haben Sie sich ja schon gefragt, ob es passieren
kann, daf eine Folge (Z,,)men von n-Tupeln in einer Norm konvergiert,
aber in einer anderen Norm vielleicht nicht. Normen auf R" gibt es ja
viele, z. B.

F1) = inf f(K) =2, f (i) — sup f(K) = 20.

n

[#lloo = max fail, 2= 3 lail, ([l =
o i=1

und vielleicht macht es ja bei Konvergenz- und Stetigkeitsuntersuchun-
gen einen Unterschied, ob die Norm ||| benutzt wird oder eine andere
Norm || - [|1, ]| - ||2, etc. DaB dies nicht der Fall ist, hat viel mit Kom-

paktheit zu tun. Nehmen wir an, ||-|| ist irgendeine Norm auf R". Dann
gilt fiir einen Vektor @ = (xy,...,2,)
2] = [fzrér + .+ x| < Jza] ][+ 4[] [[6n]]

n
< max |z Z €] = C[|7][o
i=1,...,n

i=1

wobei €; die kanonischen Basisvektoren sind und
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n
Cc=>llell
i=1

eine Konstante, die nur von der Norm || - || abhéngt.
Die gewonnene Abschétzung ||Z|| < C||7||o bedeutet aber, daff die
Funktion || - || : R™ — R Lipschitz-stetig beziiglich der Norm || - ||~ auf

R"™ ist mit Lipschitz-Konstante C'. Es gilt namlich

2] = 11911 T < {17 = 91| < C[l7 = ¢l

wobei die erste Abschétzung fiir jede Norm gilt, wie wir bereits bei den
Stetigkeitsuntersuchungen gesehen haben. Auflerdem wissen wir, daf3
der Rand der Einheitskugel

K ={7 e R"[|7]| = 1}
beschrankt und abgeschlossen und damit kompakt ist. Insbesondere
gibt es Tnin € K mit der Eigenschaft

|| Zmin|| = Inf |[]|
zex

denn ||-|| ist eine stetige Funktion, wie wir oben gesehen haben. Da der
Nullvektor nicht in der Menge K enthalten ist, muf} folglich %, # 0
gelten und damit ||Z || = ¢ > 0. SchlieBlich liegt fiir einen beliebigen
Vektor 0 # & € R" der normale Vektor @/||]|o in der Menge K und
es gilt

[1Z]]

7l

7
1700

Zusammen mit der obigen Abschétzung erhalten wir damit

C= HfmlnH <

c||Z]loo < ||Z1] < O[]0
fiir zwei positive Konstanten ¢, C'. Geometrisch bedeutet diese Abschéatzung,
daBl jede || - ||-Kugel in eine geniigend grofie || - ||o-Kugel pafit, aber
auch eine hinreichend kleine || || Kugel umfaft. Wir sagen in diesem
Fall, die Normen || - || und || - || sind dquivalent.

Definition 16. Sei V' ein Vektorraum. Zwei Normen || - || und || - ||~
auf V' heiffen dquivalent, wenn positive Konstanten c,C" existieren, so

dafs

ol < 1l < Cllell. fiir alle T € V.
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Der Begriff Aquivalenz fiir diesen Fall erklirt sich dadurch, dafi Kon-
vergenzaussagen in beiden Normen die gleichen sind (und damit auch
Stetigkeitsaussagen, die sich ja mit konvergenten Folgen beschreiben
lassen).

Konvergiert z. B. eine Folge (Z,),en in einem Raum V' beziiglich der
Norm ||-|| gegen den Punkt 7, d. h. zu jedem € > 0 gibt es ein N € N,
so daf3

||Z, — Tsol| <& fiir alle n > N,
so konvergiert die Folge auch in jeder dquivalenten Norm. Gilt némlich
|||~ < %]|-]], so wéihlt man zu gegebenem € > 0 den Index N, = N,..
und hat dann fir alle n > N,

. - 1., . c-e
|0 = Tool[~ < |0 = || < — =&,
c c
also Konvergenz beziiglich der || - ||~ Norm. Genauso folgt mit der
Abschéatzung || - || < C|| - ||~, daB jede || - ||~-konvergente Folge auch

|| - ||-konvergent ist.

Im Vektorraum R"™ (und allgemeiner in allen endlich dimensionalen
Vektorrdumen) gilt nun, dafl alle Normen zueinander dquivalent sind.
Wir miissen also bei Konvergenz und Stetigkeit nicht genau nachfragen,
auf welche Norm sich die jeweilige Eigenschaft bezieht. Den Nachweis
dieser Eigenschaft haben wir eigentlich schon erbracht. Sind || - || und
|||~ zwei Normen auf R", so gilt wegen der Aquivalenz zur ||-||..-Norm

Al Mloo <M1 < CI oo
Al flee <Ml 1I~ < CJ - [l

und damit auch

s L ﬁ S -
=7~ < d|7]l~ < 7] < Cll]oe < =I17]|~
C C

Mit den Konstanten d = ¢/C und D = C/¢ erhalten wir also die
Aquivalenz zwischen || - || und || - ||~

d||7][~ < [|7]] < DI|]|~

Mit exakt der gleichen Argumentation kann man auch zeigen, daf3 alle
Normen auf R™*! dquivalent sind und da R™*! als Koordinatenrdume
beliebiger endlich dimensionaler Vektorrdume auftreten, kann man die
Aussage auch auf allgemeine Réume iibertragen (Ubungsaufgabe).
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Satz 12. Seien || - ||, || - ||~ zwei Normen auf einem endlich dimensio-
nalen Vektorraum. Dann sind die beiden Normen dquivalent.

Als Folgerung aus diesem Satz konnen wir nachrechnen, dafl alle linea-
ren Abbildungen auf endlich dimensionalen Vektorrdumen Lipschitz-
stetig sind. Sei dazu L : V — W gegeben und ¥ # . Es gilt

L s L IL(Z = )llw N
IL7 = Lyllw = |IL(Z = llw = WH —4llv
f g —|
- e (=) || e
17— gllv
Stellen wir den Einheitsvektor € = (¥ — ¢)/||Z — y]|v in einer Basis

(bl, . l;n) von V dar, also

so erhalten wir

[1L( arrw—uzy@ Dllw < max Iyz\ZHL i)l lw

-----
i=1

l|z101 + ...+ 210y | oy = max |4
i=1,...,n
eine Norm auf V ist, liefert die Norméquivalenz eine Konstate C' mit

lelloo,v < Cllellv = C

und somit

HL?)HW<CZ||L bi)llw = C falls [|el]y = 1

Fiir unsere Stetlgkeltsabschatzung der linearen Abbildung folgt damit

IL(Z = )llw < CllZ = yllv

d. h. L ist Lipschitz-stetig mit Konstante C.

Wenn Sie den Beweis sorgfiltig anschauen, dann sehen Sie, dafl die
Annahme der endlichen Dimension nur bei der Abschitzung des maxi-
malen Verzerrungsfaktors

a = sup{|[L(&)[|w | [le]ly =1}
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benutzt wurde. Der Faktor o beschreibt, wie stark die Lénge eines
Bildvektors L(#) maximal von der Linge des Urbildes ¥ abweicht. Im
IZ@llw _

T V < ) %%

Wir haben also gesehen, daf} linear Abbildungen auf endlich dimensio-
nalen Vektorrdumen stets einen endlichen Verzerrungsfaktor haben.
In unendlich dimensionalen Rdumen muf3 das nicht mehr der Fall sein.
Dort ist die Beschrianktheit des Verzerrungsfaktors eine eigensténdige
Qualitat der linearen Abbildung und man bezeichnet Abbildungen, die
diese Eigenschaft haben, kurz als beschrdankt. Auf der Menge aller be-
schriankten lineare Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen V' und
W bildet der maximale Verzerrungsfaktor sogar eine Norm

»
1Ll = sup [IL@)]w = sup LLDlIw
llélly =1 azs Ul

< .

Mit der Bezeichnung ||L|| fiir den maximalen Verzerrungsfaktor von L
gilt dann

L@@ = 9)l[w < [ILI|Z = Fllv
Wir fassen unsere Betrachtungen zur Stetigkeit von linearen Abbildun-
gen in einem abschlieBenden Satz zusammen.

Satz 13. Seien V, W normierte Vektorrdaume und sei L :' V — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

(i) Ist L beschrinkt, so ist L stetig.
(ii) Ist V endlich dimensional, so ist L beschrdinkt.

5. Differenzierbare Funktionen

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir uns iiberlegt, dal die Vorhersag-
barkeit von gewissen Zusammenhéngen in unserer Umwelt sehr wichtig
und teilweise sogar iiberlebensnotwendig ist. Betrachten wir noch ein
weiteres Beispiel. Stellen Sie sich vor, Sie wollen eine Strafle iiberqueren
und ein Fahrzeug nihert sich von rechts. Fiir ein sicheres Uberqueren ist
offensichtlich der Zusammenhang zwischen der zuriickgelegten Entfer-
nung des Fahrzeugs (beziiglich Threr Position) und der dafiir benétigten
Zeit von zentraler Bedeutung. Nennen wir diese Funktion ¢ — f(t), wo-
bei das Argument ¢ fiir die Zeit steht. In dem Moment ¢, wo Sie das
Fahrzeug erblicken, erhalten Sie Information iiber die Entfernung f(to).
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Gleichzeitig wissen Sie aber auch, dafl der vorliegende Zusammenhang
vorhersagbar ist. Ware die Funktion f unstetig so wére es namlich voll-
kommen nutzlos, iiberhaupt nach einem Fahrzeug zu schauen! Die In-
formation f(ty) sagt ndmlich bei unstetigen Funktionen gar nichts iiber
benachbarte Funktionswerte f(to 4+ w) aus. Wiirde sich das Fahrzeug
unstetig bewegen, kénnte es im nédchsten Moment schon bei Thnen sein
und Sie iiberrollen, oder aber plétzlich links von Thnen sein ohne daf}
es jemals direkt vor Thnen vorbeigefahren ist. Die Strafle iiberqueren,
wire dann ein Lotteriespiel und Kindern miifite man nicht jahrelang
predigen, erst links, dann rechts und dann wieder links zu schauen, da
dies ja sowieso keinen Sinn hétte.

Aus unserer téiglichen Erfahrung wissen wir aber, dafl Fahrzeuge sich
vorhersagbar, also stetig bewegen. Der tatsédchliche Proze3 des Stra-
Beiiberquerens nutzt aber noch eine tieferliegende Eigenschaft des Fahr-
zeugverhaltens aus. Wiifiten wir nur, dafl die Entfernungsfunktion ste-
tig ist, so wiirde der Blick zum Fahrzeug uns nur sagen, dafi die Ent-
fernung f(to + w) zu einem spéteren Zeitpunkt nicht sehr stark von
der Entfernung f(to) zum Zeitpunkt ¢, abweichen wird, also etwa: In
einer Millisekunde wird sich das Fahrzeug nicht wesentlich annéhern.
Das ist zwar beruhigender als von springenden Fahrzeugen ausgehen
zu miissen, aber immer noch nicht wirklich niitzlich, da das eigene
Uberqueren der StraBe eine etwas lingere Zeit in Anspruch nimmt,
wéhrend der sich das Fahrzeug deutlich bewegen wird.

Tatséchlich nutzen wir fiir den alltdglichen Vorgang des Strasseiiber-
querens die Differenzierbarkeit der Fahrzeugbewegung aus. Wenn wir
das Fahrzeug anpeilen, nehmen wir dabei nicht nur die Entfernung
f(to) wahr, sondern beobachten auch noch die Entfernung eine kur-
ze Zeit spéter, also f(ty + w) mit w > 0, und entwickeln dabei ein
Cefiihl fiir die Anderungsrate der Entfernung (f(to+w) — f(to))/w, die
aussagt, wie stark sich die Entfernung des Fahrzeugs pro Zeiteinheit
andert. (Wir ermitteln also ungefihr die Geschwindigkeit des Fahr-
zeugs.) Dann schlagen wir noch einen Sicherheitsbonus auf und erhal-
ten als konservative Abschitzung fiir die Anderungsrate einen Wert V,
der hier negativ ist, weil die Entfernung mit der Zeit abnimmt. Wie
weit das Fahrzeug dann nach der Zeit T entfernt sein wird, ist also
ungefihr durch f(ty) + V - T gegeben, und wir kénnen nun unsere ei-
gene Geschwindigkeit fiir das Uberqueren so wihlen, dafl in der dafiir
benotigten Zeit T' die Entfernung f(t9)+7'V nicht zu klein wird. Dieser
Trick funktioniert offensichtlich nur dann, wenn sich die Entfernungs-
funktion f(¢) verniinftig durch die affin lineare Funktion
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g(t) = f(to) + V(t —to)

anndhern lét, denn als Berechnungsgrundlage benutzen wir ja g an-
stelle der eigentlichen Funktion f. Dabei geniigt es natiirlich, wenn die
Néherung nur fiir Zeitpunkte ¢ in der Nahe von ¢, tauglich ist. Welche
Entfernung das Fahrzeug eine Stunde spéter hat, wird sich wohl nicht
durch die Funktion g, d. h. durch die abgeschéitzte Geschwindigkeit V'
beschreiben lassen, aber das wollen wir ja auch gar nicht.

Allgemein nennen wir Funktionen, die sich (hinreichend nahe) bei ei-
nem Punkt ihres Definitionsgebiets gut durch eine affin lineare Funk-
tion approximieren lassen differenzierbar in diesem Punkt. Héngt die
Funktion von mehr als einer Variablen ab (z. B. ein ortsabhingiges
Temperaturfeld), dann wird die affin lineare Funktion wie gewohnt
durch eine lineare Abbildung und einen konstanten Vektor beschrie-
ben. In unserem eindimensionalen Beispiel ist die lineare Funktion da-
bei L(t) =V -t und der konstante Wert f(tg) — Vto. Die Differenzier-
barkeit der Entfernungsfunktion kénnen wir etwas salopp mit

fto+w) = f(ty) + L(w), w klein

beschreiben. In der Verallgemeinerung auf vektorabhéngige und vektor-
wertige Funktionen f : X — Y bedeutet Differenzierbarkeit in einem
Punkt ¥y € X, daf entsprechend

f(@o + W) = f(Zo) + L(wW), |||, klein

gilt, wobei L : X — Y eine lineare Abbildung zwischen den Vek-
torrdumen X und Y ist. Als Beispiel sei f : R3*! — R3*! eine Funk-
tion, die ein elektrisches Feld im Raum beschreibt. Die Argumente &
von f sind dabei Koordinaten von Raumpunkten und der Funktions-
wert f(Z) beschreibt das elektrische Feld am Ort der zum Vektor &
gehort. Dabei gibt || f(Z)|]2 die Stéarke des Feldes an und f(Z)/||f(Z)||2
seine raumliche Richtung (falls f (&) # 0 ist).

Welche Bedeutung hat in diesem Fall eine affin lineare Approximation
von f7

Stellen wir uns vor, das Feld f ist im Punkt z, bekannt. Wie stark
f(&y + W) von f(#y) abweichen wird, wenn wir uns um den kleinen
Differenzvektor @ vom Ort 7 entfernen, kann man anndherungsweise

durch eine lineare Funktion L beschreiben. Im vorliegenden Fall ist
L : R¥*! — R3*! direkt durch eine Matrix gegeben
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Ly Ly Ly
L= | Lo Lo Lo
L3y L33 Las

Der Eintrag L;; besagt dabei, wie stark sich die Komponente i des Fel-
des dndert pro zuriickgelegter Entfernung in Richtung j (die Einheit ist
also Feldstdrke/Lange). Bewegt man sich z. B. ausschliefllich in Rich-
tung des ersten rdaumlichen Basisvektors, so hat der Vektor «w die Form
w = wyé] und damit ist

Lyyun
f(&o) + L(W) = f(Zo) + | Larwn
Lzywn

der ungefihre Wert des elektrischen Feldes am Punkt 7y + w,€].

Ein entsprechender Zusammenhang gilt fiir Bewegungen 7y + w;€; in
die beiden anderen Raumrichtungen und bei einer Gesamtbewegung
To + W = Ty + wi€] + wees + wses iiberlagern sich die entsprechenden
Anderungen des elektrischen Feldes annéghernd linear

L Lo L3
f(Zo+ W) = f(Zy) +wy | Lor | +wa | Log | +ws | Los
L3y L3y L33

Ist also das elektrische Feld f differenzierbar, so 148t sich die lokale
Anderung durch neun Zahlen L;; beschreiben, die die Anderungsraten
der Komponenten i bei jeweiliger Bewegung in den Raumrichtungen
J angeben. Zusammen mit den drei Zahlen in f(%) kénnen wir also
(zumindest approximativ) das Feld in der Ndhe von #j allein durch
zwolf Zahlen beschreiben. Natiirlich mufl die lineare Abbildung L pas-
send zum Feld gewéhlt werden und wie das funktioniert, wollen wir
uns jetzt anschauen.

Prinzipiell gibt es mehrere Moglichkeiten, zu einer gegebenen Funktion
eine gut approximierende lineare Abbildung zu finden. Die Wahl wird
allerdings eindeutig (und damit verschwinde die Qual der Wahl), wenn
wir fordern, daf§ der Approximationsfehler im Abstand ||@|| nicht nur
proportional zu ||w||, sondern deutlich kleiner als die Entfernung |||
sein soll. Zur Konkretisierung sei f : X — Y eine Abbildung zwischen
zwei Vektorrdumen X, Y. In der Nédhe eines Punktes 7y sei durch die
lineare Funktion L eine Approximation gegeben. Der Approximations-
fehler ist dann

E(w) = f(Zo + ) — [f(%o) + L(w0)]
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und die Grofle des Fehlers ist e(w) = || E(@)]||. Die Forderung, dafl ()
deutlich kleiner als ||w|| sein soll, kann man auch so formulieren, daf§

e(w) < C ()| ||
gilt, wobei die Proportionalititskonstante fiir kleiner werdendes w eben-
falls immer kleiner werden soll, also
lim C() = lim <9 _ g,
Diese Bedingung an den Approximationsfehler 148t tatsidchlich hochstens
eine lineare Abbildung L zur Approximation zu. Um dies zu sehen, neh-
men wir an, dafl L; und Ly zwei lineare Abbildungen seien, die zu zwei
Approximationsfehlern E;, E5 Anlal geben

f(@y + W
f(Zo + W

fiir die jeweils gilt

f(Zo) + Ly (W) + B, ()
= f(%o) + La(W) + Ea(w)

~—— ~—

lir][lllEl(le)ll _o, limﬂHEQ(ﬁw” _
-5 ||| -0 |||

Durch Bildung der Differenz erhélt man

o

(L1 = Lo)(w) = Es(w) — Eq ()
Wiihlen wir « = tu fiir einen beliebigen Vektor @ der Lénge ||d]| = 1,
so ergibt sich wegen (L1 — Ly) (@) = (L1 — Lo)(t@) und ||td]|| = ¢

o . By(td) . E.(td)
(Lt = Lo)(@) = lim 7 (Ly — La)(t0) = i = e — lim —ey

Insgesamt gilt also fiir beliebige Vektoren @ # 0

—

(L = La)(@) = (21 - £2) (5 ) =l -0 =0

und natiirlich auch (L; — Ly)(0) = 0, d. h. die beiden Abbildungen sind
zwangsldufig identisch. Folglich kann es nicht zwei verschiedene lineare
Abbildungen geben, die beide der Approximationsbedingung

o G+ ) = S (i) = L@)I| _

&0 |||
geniigen. Wenn wir also iiberhaupt solch eine Abbildung L finden, dann
ist sie eindeutig. Funktionen, fiir die eine affin lineare Approximation
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im obigen Sinne gefunden werden kann, stecken wir in eine Tiite mit
der Aufschrift | differenzierbare Funktion®.

Definition 17. Seien X,Y reelle normierte Vektorrdiume und sei () #
D C X offen. Fine Funktion f : D — Y heifst differenzierbar in
ZTo € D, falls eine beschrinkte lineare Abbildung L : X — Y existiert,
so dafs
lim || f (%o + W) — {(fo) — L(w)||y
@0 ||l x
f heifst differenzierbar, wenn f fir alle ¥y € D differenzierbar ist. Die
lineare Abbildung L nennt man auch das (totale) Differential dfz, von
f an der Stelle 7

= 0.

Bevor wir uns verschiedene Anwendungen der Funktionsapproximation
mit dem totalen Differential anschauen, wollen wir zunéchst verstehen,
wie man das Differential einer differenzierbaren Funktion berechnet. Da
das Differential dfz, selbst eine lineare Funktion ist, kénnen wir dabei
unsere Kenntnisse iiber lineare Funktionen einsetzen. Ein grofier Vorteil
von linearen Funktionen ist z. B., dafl man alle Funktionswerte leicht
angeben kann, wenn man nur die Bilder der Vektoren einer Basis kennt.
Nehmen wir nun an, dafy der Vektorraum X endlich dimensional ist und
dal (@,...,d,) eine Basis von X ist. Kennen wir die endlich vielen
Vektoren dfz, (@), . .., dfz,(d,), so konnen wir auch das Differential fiir
den allgemeinen Vektor @ = wyd; + ...+ w,a, berechnen. Wegen der
Linearitét gilt ndmlich

dffo (’LU) = wldffo (61) + ...+ wndffo (an)

Die Berechnung der Abbildung dfz, reduziert sich damit auf die Aufga-
be, n Vektoren dfz,(a), ..., dfz(d@,) zu finden, also n mal ein einzelnes
Bild zu bestimmen. Erinnern wir uns dazu an die Interpretation des
Differentials. Fiir ,kurze® Vektoren @ sollte ja dfz, (@) die Anderung
des Funktionswerte f(Zy+w)— f(Zy) so gut beschreiben, dafl der Fehler
klein ist relativ zur Lénge ||]|.

Wie kann man dann aber den Wert des Differentials fiir Vektoren , han-
delsiiblicher” Lénge bestimmen, wenn wir nur etwas tiber dfz, (W) fiir
kurze Vektoren w wissen? Auch hier hilft wieder die Linearitéit, denn
wegen der Eigenschaft tdfz, (@) = dfz,(td) fir t € R sehen wir, daf§
lineare Abbildungen sich fiir kleine Vektoren (@ mit || sehr klein) ge-
nauso verhalten wir fiir grole Vektoren @. Es dndert sich einfach nur
die Lénge des Bildes mit dem gleichen Faktor . Wenn wir also dfz, (@)
berechnen wollen fiir einen festen Vektor a, so schreiben wir einfach fiir

tA£0
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(@) = dfa, (1) % (o + 1) — (70)

wobei die Approximation um so genauer wird, je kleiner ¢ ist. Gleichheit
wird nach Definition im Grenzwert ¢ — 0 erreicht, wo der relative
Fehler ja verschwindet. Wir sehen also

df (3) = lim L0+ 10) = J(Fo)

t—0 t

Fiir jeden Funktionswert dfz, (@;) miissen wir also einen Grenzwert be-
rechnen, d. h. durch Berechnen von dim X Grenzwerten kennen wir
das Differential vollstdndig. Im eindimensionalen Fall ist dies nur ein
einziger Grenzwert. Betrachten wir dazu die Situation X = R. Als Ba-
sis von R wéhlen wir den Vektor 1 € R. Ist nun D C R offen (z. B.
ein offenes Intervall) und f : D — R differenzierbar in xq € D, dann
berechnet sich das Differential dfz, durch

dffo(w) = wdffo(l) weR

mit

dfs. (1) = lim f(zo + ) — f(z0)
t—0 t
Den Ausdruck auf der rechten Seite kennen Sie sicherlich aus Ihrer
Schulzeit als Grenzwert des Differenzenquotienten der Funktion f an
der Stelle xg, oder kurz als Ableitung f'(zo). Der Begriff des Differentials
ist also eng verwandt mit der Ableitung und zwar gilt

dfz,(w) = wf'(x), weR
Die Ableitung f'(zo) ist also die Steigung der linearen Funktion w —
dfz,(w) = wf'(xy) und da dfz,(w) die Anderung der Funktion f in
der Ndhe von f(xg) beschreibt, gibt f’(x¢) damit auch einen sinnvollen
Wert fiir die Steigung von f in xy an. Auch das werden Sie sicher in
der Schule gelernt haben, und Sie sehen nun den Zusammenhang mit
unserer allgemeineren Herangehensweise.
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = X auf D =
R\ {0}. Durch Umformung erhalten wir

t To+1 B SL’_() t(SC() + t)SCO n (SL’Q + t)ﬂ?o

flwo+1) = flxg) 1 1 I\ 2= (zo+1) 1
t _t( )_—

und wegen der Stetigkeit der Funktion
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1
L S
- (o + t)xzo 7 7
bei t = 0 folgt
. flxo+1t) — f(wo) 1
/ o - _
e e

Das Differential ist also

dfz, (w) = w - f'(xo) = —%, w e R.

Eine Liste der Taschenrechnerfunktionen und ihrer Ableitungen soll-
te man sich merken. Die Herleitungen der Ableitungsausdriicke werden
wir spéter nachholen. Zusammengesetzte Ausdriicke aus diesen elemen-
taren Funktionen kénnen nach bestimmten Regeln differenziert werden,
auf die wir weiter unten eingehen.

ar +b R a wa
LRV} - | -3
exp(e)| R | exp(zo) | wexp(ao)
In(z) | (0,00) - o
sin(z) R cos(zg) | wcos(xo)
cos(z) R —sin(xg) | —wsin(xg)

Das erste Beispiel f(x) = ax + b der Liste ist eine allgemeine affin
lineare Funktion. Hier kann man das Differential sofort angeben, ohne
einen Grenzwert berechnen zu miissen. Dazu miissen wir uns nur an die
Interpretation des Differentials erinnern, nach der w — f(xg)+ dfz,(w)
eine affin lineare Approximation an die Funktion f in der Ndhe von
xo ist. Natiirlich ist die beste affin lineare Approximation an eine affin
lineare Funktion die Funktion selbst! Wegen

fxo+w) =a(zg+w) +b=aw+axyg+ b= f(xg) + aw
lesen wir das Differential dfz,(w) = aw einfach ab und damit auch
die Ableitung f'(xg) = dfz, (1) = a. Diese Aussage gilt offenbar im
allgemeinen Fall einer affin linearen Funktion f(Z) = A(Z)+b zwischen
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zwel Vektorraumen X und Y. Genauso wie im eindimensionalen Fall
schreibt man

F(Zo 4+ ®) = A(Zy +0) + b= A(Ty) + b+ A(@) = f(T) + A(D)
(

woraus sofort dfz,(w) = A(w) ablesbar ist. Das Differential einer li-
nearen Funktion A : X — Y ist also die lineare Funktion A selbst,
also dAz, = A und zwar fiir jeden Punkt 5 € X. Genauso ist das
Differential einer affin linearen Funktion an jedem Punkt #y der lineare
Anteil.

Nachdem wir im Fall der rellwertigen Funktionen auf D — R den
Begriff des Differentials mit der Ableitung zusammengebracht haben,
schauen wir uns im néchsten Schritt vektorwertige Funktionen mit ei-
ner Variablen an, also z. B.

- () e

Fiir die Komponentenfunktionen f)(x) = cosz und f®(r) = sinz
kennen wir dabei affin lineare Approximationen in der Nahe von xy € R

FD (o +w) = cos(zg +w) =~ fW(xo) + dfVag(w)
cos(xg) + (—sin(zg))w
FP (o) + df P (w)

sin(zg) + cos(xg)w

Q

F@ (o + q) = sin(zy + w)

Fassen wir die beiden approximativen Gleichungen zu einer Vektorglei-
chung zusammen, so erhalten wir

cos(zg +w cos T —sinx

sin(zg + w) sin g COS T
Der erste Vektor auf der rechten Seite ist dabei gerade f(z(), so dafl
der zweite das Differential angibt

.. () = (dfé?(w)) . (_Sm xo)

dfm(?)) (w) COS T

Analog zum skalaren Fall definieren wir

f'(wo) = dfu, (1)

also in unserem Beispiel
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—sin
f,(xO) _ ( O)
COS Tg
Das Differential df,, ist dann wieder allgemein von der Form
df o (w) = wf' (o), w € R.

Bei der Bildung des Differentials wird also komponentenweise vorge-
gangen, d. h. ist

fW(z)
f(z) = : , reDCR
f (@)
so ist das Differential einfach der Vektor der Differentiale, d. h.
dfsy (w)
dfmo (w> = , w € R.
dfsy (w)

Diese Regel gilt sogar in dem Fall, wo die Komponentenfunktionen all-
gemeinere Funktionen zwischen Vektorrdumen sind. Nehmen wir dazu
an, D # () sei eine offene Teilmenge eines normierten Vektorraums X
und f® : D —Y;,i =1,...,n. Seien differenzierbare Funktionen auf
D mit Werten in normierten Vektorrdumen Y;. Die Tupelfunktion

f@ = (O@,.... M) TeD
hat dann Werte im Produktraum Y = Y] x ... x Y,,, der mit kompo-
nentenweiser Addition und skalarer Multiplikation sowie

1.yl = max [ly@fy;, y9 eV

aaaa n
ebenfalls ein normierter Vektorraum ist. Anhand der Definition des
Differentials kénnen wir uns leicht davon iiberzeugen, dafl fiir 7y € D
die lineare Funktion

L(@) = (dfg)(w), . .,df;;‘)(w)) . deX

das Differential der Funktion f an der Stelle 7 ist. Fiir den Approxi-
mationsfehler berechnen wir

(@ + W) — (f(2) + L(wW))
= (fO( @) —(f O (Zo)+df P (@), ..., fO (@) — (fO (T0) +df ) (F)))
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und damit

L/ (7 + @) = (o) = L{w)]ly

||| x B

1 fO(Fo + @) — fO(F) — dfS ()]
‘max -
1] x

Y;

Da die rechte Seite wegen der Differenzierbarkeit der Komponenten im
Grenzwert @ — 0 verschwindet, sehen wir, daf§ die Tupelfunktion f
differenzierbar ist und dafi das Differential von f durch L, also durch
das Tupel aller Differentiale, gegeben ist. Wir kénnen also die Regel
,komponentenweise differenzieren” ganz allgemein anwenden.
Kommen wir nun aber zuriick zu konkreten und elementaren Beispie-
len. Da wir den Fall von vektorwertigen Funktionen einer Variablen
abgehandelt haben, wenden wir uns nun Funktionen mit mehreren
Verénderlichen zu. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

f(x1, z2) = xosin(zy) r1,T9 €R

Wieder stellen wir die Frage nach dem Differential von f d. h. wir wollen
die Funktionswertvariation f(#+ @) — f(Z) in der Néhe eines Punktes
# € R? durch eine lineare Funktion L(w) approximativ beschreiben.
Dabei konnen wir bereits fiir ganz bestimmte Vektoren w eine Aussa-
ge iiber die Variation der Funktionswerte machen. Ist ndmlich @ von
der Form (wy,0), so wird ja mit & + @ = (x; + wy, x2) nur das erste
Argument variiert, d. h. es geht in diesem Fall nur um die Variation
h(xy + wy) — h(x;) der Funktion h(t) = f(t,z2) von einer Variablen
t € R. Um ganz klar zu machen, daf} x5 in diesem Prozef konstant ist,
wéhlen wir kurzfristig den Namen c fiir x5, da ¢ ,konstanter” aussieht
und wir damit weniger durch die Anwesenheit des Wertes x, irritiert
werden. Die Hilfsfunktion fiir Variationen im ersten Argument ist also

h(t) = f(t,c) = csin(ty),
und deren Variation h(zi,w;) — h(x;) wird ja, wie wir wissen, durch
das Differential

dhy, (w1) = wih/(z1) = wyccos(z1) = wywy cos(zy)

beschrieben. Eine sinnvolle Approximation L(w) fir f(Z + @) — f(Z)
ist also im Fall &/ = (wq,0) durch L(wy,0) = wyzs cos(z;) gegeben.
Genauso konnen wir die speziellen Vektoren w = (0, ws) betrachten,
die auf Variationen der Hilfsfunktion
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g(t) = f(z1,t) =sin(zy)t  tE€R
fithren, also auf

A, (W2) = wag' (x9) = wysin(z1).
Hier ist also L(0,wy) = wq sin(z;) ein sinnvoller Wert.
Was konnen wir aber iiber ,,schriage“ Variationen w = (w, ws) mit all-
gemeinen wy, wo aussagen? Hier haben wir zwei Moglichkeiten. Zunéchst

konnen wir auch diesen Fall durch eine Hilfsfunktion mit einer Varia-
blen beschreiben. z. B.

k’(t) :f(m1+tw1,x2+tw2) teR
Dann gilt

f(@ +w) — f(7)

Schreiben wir k explizit

k(1) — k(0) ~ dko(1) = K'(0)

k(t) = (x9 + twsy) sin(xy + tw,)
und beachten wir, dafl x1, x9, wq, ws als Konstante zu behandeln sind,

so konnen wir mit geniigend Vorwissen iiber Ableitungsregeln (Ketten-
und Produktregel) £'(0) ausrechnen

K'(0) = xg sin(z1)w; + we sin(xy)

Ein sinnvoller Wert fiir L(w;, ws) ist also

L(wy,wy) = wywg sin(xy) + wy sin(zy)

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit unseren vorherigen Berechnungen,
so sehen wir, daf} die aufwendige Ableitungsbestimmung unnotig war.
Wir hétten einfach von der Linearitéit des Differentials L Gebrauch
machen konnen — das ist die zweite Mdglichkeit der Berechnung

L(wy,we) = L(wy,0) + L(0, ws) = wyxg cos(xy) + way sin(xy)

Fassen wir zusammen: Wenn Sie das Differential einer Funktion f von n
Variablen z1, ..., x, an einer Stelle ¥ = (yi,...,y,) berechnen wollen,
dann sind zuerst n Hilfsfunktionen einer Variablen zu differenzieren.
Die erste Hilfsfunktion ist h(zy) = f(z1,¥2,...,ys) deren Ableitung
an der Stelle x1 = y; benétigt wird. Sie miissen also f nach der ersten
Variablen ableiten. Diese Ableitung nennen wir auch partielle Ableitung
und bezeichnen sie mit
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81f(y1a B 7yn) = h,(yl)
Danach werden alle Variablen aufler der zweiten eingefroren, d. h. wir
betrachten g(z2) = f(y1,%2,¥s, - .., Yys) zur Bestimmung der Variation
von f beziiglich Schwankungen im zweiten Argument. Die entsprechen-
de Ableitung wird analog mit

Af (1,5 yn) = g'(y2)
bezeichnet. Entsprechend ermitteln wir die partiellen Ableitungen

Bf(Y),...,0.f(y) an der Stelle y. Fiir das Differential der Funktion f
an der Stelle / gilt dann

dfy (&) = Ok f(y)  k=1,....n
wobei €, die kanonischen Basisvaktoren des R™ sind. Wegen der Li-

nearitét von dfy folgt schlieBlich fiir einen allgemeinen Vektor w =
w1€1 + e + wn(?n

dfy (@) = w101 f(§) + ... + wnOn f ()

Bei dieser Argumentation spielt es iibrigens gar keine Rolle, ob f skalar
oder vektorwertig ist. Im Fall einer vektorwertigen Funktion, wie etwa

cos(ry) exp(x3) )
X1, To, T3) =
f( b2 3) (2(£L‘1 + xo + 3ZL‘3)
ist der einzige Unterschied, da} die partiellen Ableitungen Vektoren
statt Skalare ergeben. Fiir die erste partielle Ableitung miissen wir

h(zy) = (;;’i%g;;igﬁ))) an der Stelle y; differenzieren, was

0, () = 1 () = (‘ a0 eXp<y3>>

ergibt. Entsprechend ist

ot = (5) ot = (U

so daf3

0f (i) = wn (— Sin(yg exp(y3)> o (g) - <cos(y1)6exp(y3)>

Die Berechnung des Differentials einer Funktion f von n Variablen, die
Vektoren mit m Komponenten liefert, ist offensichtlich mit Schulmathe-
matik zu bewéltigen. Es miissen n partielle Ableitungen 0y f berechnet,
d. h. alle m Komponenten nach den einzelnen Variablen x;, differenziert
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werden. Insgesamt fallen also n-m Ableitungen an zur Berechnung des
Differentials. Das kann zwar aufwendig werden, wenn n - m grof ist,
aber nicht schwieriger als das Ableiten von reellwertigen Funktionen
mit einer Variablen.

Um Differentiale auch von komplizierten zusammengesetzten Funkti-
onsausdriicken virtuos berechnen zu kénnen, fehlt uns noch eine Zutat,
aus der dann alle weiteren Differentiationsregeln folgen: die Kettenre-
gel.

Nehmen wir an, h sei eine zusammengesetzte Funktion h(Z) = f(g(Z))
und wir wollen dhz, berechnen. Das Differential dhz,(w) beschreibt
approximativ die Differenz

MZo 4+ W) — h(@o) = f(g(Zo + W) — f(g(2))
fiir kurze Vektoren w. Wenn g in %, differenzierbar ist, wissen wir aber,

daB

9(Zo + W) = g(Zo) + dgz, (W)
gilt, wobei die beschréankte lineare Abbildung dgz, den kurzen Vektor
w nicht beliebig stark verlingern kann. Also ist auch dgz, (W) ein kurzer
Vektor, wenn nur o kurz genug ist. Damit ist g(Zo)+dgz, (@) eine kleine

Abweichung vom Punkt g(Zy) und wenn f in ¢(Z,) differenzierbar ist,
folgt

F(g(Zo + w) = f(g(Zo) + dgs, (W) = [(9(T0)) + dfgzo) (dga, (W)

Fassen wir die Teilschritte zusammen, so folgt

h(Zo + W) — W(To) = df y(z,) (dgaz, (W)

und wir haben damit das Differential von h im Punkt ¥, gefunden

dhfo (U_f) = dfg(£0)<dgf0 (117))
Die Merkregel zur Berechnung lautet also: Das Differential einer Ver-
kettung ist die Verkettung der Differentiale. Dieses wichtige Ergebnis
148t sich mit Hilfe der Definition des Differentials beweisen (die Idee
ist dabei wie oben in der ~ Motivation) und wir fassen es als Satz
zusammen.

Satz 14. Seien XY, Z normierte Vektorriume und ) # D C X, #
E C Y offen. Die Funktionen g : D — E und f : E — Z seien
differenzierbar in o € D bzw. g(Zy) € E. Dann ist die Verkettung fog
ebenfalls in Zy differenzierbar und es gilt d(f o g)z, = dfg(z,) © A9z, -
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Im eindimensionalen Fall ist die Kettenregel fiir Differentiale iibrigens
genau die Kettenregel der Ableitung. Sind f, g reellwertige Funktionen
auf R, so ist das Differential ja

Adgu, <w> = wg/<x0)7 dfg(xo)(“) = Uf/<g(l‘0))
und die Verkettung liefert das Differential

d(f © g)ag (W) = dfy(ao) (dgay (w)) = (wg'(x0)) [ (9(0)).
Da auch fiir die Verkettung d(f o g).,(w) = w(f o g)'(xo) gilt, folgt
durch Gleichsetzen mit w =1

(f o 9) (x0) = f'(g(x0))g'(x0)
die Kettenregel der Ableitung. Zur Benutzung der Kettenregel miissen
Sie nur ihr Auge trainieren, dafl es in einem gegebenen Ausdruck

h(z) =
cos T

Verkettungen erkennt. Die Funktionen f, g werden ndmlich nicht mitge-
liefert. Sie zu definieren, bleibt Threr Kreativitéat iiberlassen. Natiirlich
hilft uns die Kettenregel bei der Berechnung des Differentials oder der
Ableitung nur dann weiter, wenn wir die Funktionen f, g so definieren,
daB f o g = h gilt und wir die Differentiale von f und g kennen (bzw.
selbst wiederum mit Hilfe der Kettenregel ausrechnen kénnen). Dieser
Prozel wird also umso einfacher, je mehr Funktionen Sie zusammen
mit ihren Ableitungen kennen. Im Moment stehen uns nur die elemen-
taren Taschenrechnerfunktionen aus unserer Liste zur Verfiigung. Mit
diesem Vorrat konnen wir h als Verkettung von

fly) =

é, g(x) =cosx
schreiben, denn

1 1
flg(z)) = 9@~ cos(@) h(z).

Die Ableitung von h ergibt sich nun indirekt aus

Fy) =~ ()= —sin(x)

zu

1 sin g

W(xo) = — (—sin(zo)) =

cos? x
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Oft mufl man die Kettenregel auch mehrfach anwenden, um zum Ziel
zu gelangen. Betrachten wir

h(x) = exp(sin(3z + 2))
Wollen wir diese Funktion auf unsere Taschenrechnerfunktionen zuriickfiihren,
so funktioniert dies z. B. mit

fy) =exply),  g(x) = sin(3z + 2)
wobei ¢ selbst wieder zerlegt wird in

g(y) =sin(y),  ga(x) = 3z +2

Jetzt brauchen wir

gily) =cos(y),  gy(z) =3
zur Berechnung von

g'(z)

was zusammen mit f’(y

91y ( ))ga(x) = 3 cos(3z + 2)
) = exp(y) bendstigt wird, um

h'(z) = f'(g(x))g (x) = 3exp(sin(3z + 2)) cos(3z + 2)

zu berechnen. Die Verkettung h(x) = f(ax 4 b) mit einer affin linearen
Funktion g(x) = ax + b tritt iibrigens recht haufig auf. Hier kann man
sich merken, dafl wegen ¢'(z) = a der Faktor vor der Variablen als
Vorfaktor vor f’ erscheint, also h'(z) = af'(ax + b).

Manchmal ist die Verkettung in einem Ausdruck gar nicht so leicht zu
erkennen. Nehmen wir an, f und g sind zwei reellwertige Funktionen auf
einer offenen Menge D C X, die im Punkt ¥, € D differenzierbar sind.
Was konnen wir dann iiber das Produkt h(Z) = f(¥)g(Z) aussagen?
Haben Sie die Verkettung entdeckt? Hier wird die Produktfunktion

Py, y2) = 1192 (y1,92) € R?
verkniipft mit der Tupelfunktion

T(z) = (f(@), 9(z))
Uber Tupel wissen wir ja bereits, dafl Differentiale komponentenweise
berechnet werden, also

ATz, (W) = (dfz, (W), dgz, (W)
Fehlt noch das Differential von P an der Stelle T'(%). Dazu berechnen
wir die beiden partiellen Ableitungen von P
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alp(?/lanQ) = Yo, 81P(Y17Y2) =

(fiir festes yy ist y; — y1yo eine lineare Funktion mit der Ableitung s
— Entsprechendes gilt fiir yo — y1y2 bei festem y;).
Das Differential dP(?) ist damit

dPy(V) = v101 P(Y) 4+ v202 P(§) = viy2 + vays
SchliefSlich ergibt die Kettenregel fiir das Differential des Produkts

d(f9)z(W) = dPrey)(dTz, (W) = dPr,)(dfz (@), dgz,(w))
= dfs,(W)g(To) + dga, (W) f (Zo)

Diese sogenannte Produktregel

d(f9)z, = 9(To)dfz, + f(To)dga,
fithrt auf die bekannte Produktregel der Ableitung, wenn f, g nur von
einer Variablen abhidngen und die Beziehung df, (1) = f'(zo) fir f,g
und fg benutzt wird. Wir finden

= g(zo)f'(z0) + f(x0)g' (20)
Im Spezialfall, daB8 g(Z) = a eine konstante Funktion ist, ergibt die
Produktregel wegen dgz, = 0 (Nullabbildung)

d(af)fo = adffo
Konstanten konnen also bei der Bildung des Differentials nach vorne

gezogen werden. Fiir die Summe h = f + g zweier differenzierbarer
Funktionen gilt

d(f + g)fo = dffo + dgfo
d. h. das Differential einer Summe ist die Summe der Differentiale. Der

Grund fiir diese Summenregel ist iibrigens wieder die Kettenregel. Hier
wird die lineare Summenfunktion

S(Y1,Ye) =Y + Yo (Y1,Ys) € R?
verkniipft mit der Tupelfunktion 7'(Z) = (f(Z), g(¥)). Wegen der Li-

nearitat von S gilt

dS5(v) = S(7)
und damit liefert die Kettenregel
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d(f + g)fo (w) = dST(fo)(dffo (Zﬁ), dgfo (Zﬁ))
S(dffo (lﬁ), dgfo 717))
- dffo (w) + dgfo (ZU)

Zusammengefaflt gilt somit die Regel

d(af + bg)fo = adfz, + bdgz,
wenn a,b € R Konstanten sind. Die entsprechende Ableitungsregel im
eindimensionalen reellwertigen Fall ist

(af + bg)'(x0) = af(xo) + by'(x0)
Am Beispiel h(z) = 2sin(z) + cos(x) identifiziert man a = 2,b =
1, f(z) = sin(z) und g(z) = cos(zx), so daB

h'(z) = 2 cos(x) — sin(z)
Als Beispiel fiir die Produktregel betrachten wir

tan(x) = sin(x)
cos(z)
Hier erkennen wir das Produkt der Funktionen f(x) = sin(x) und

g(x) =1/ cos(z). Von g haben wir die Ableitung mit Hilfe der Ketten-
regel bereits ausgerechnet: ¢'(z) = sin(z)/ cos?(x). Die Produktregel
liefert damit

tan’(z) = cos(2) cos(r) + Sin(a:)CS;ISlz<(xx>)
= 1+ S;I;Z((Z)) =1+ tan®(z)

Eine niitzliche Regel, die sich aus mehrfacher Anwendung der Produkt-
regel ergibt, bezieht sich auf Potenzfunktionen f, (z) = =™ mit n € Nj.
Fiir n = 0 und n = 1 wissen wir schon f{(z) =0, f{(z) = 1. Im Falle
fo(x) = 22 = fi(x) fi(x) ergibt die Produktregel

fo(x) = ful@) fi(x) + fi(@) fi(z) =2 + 2 =22
Die Funktion f3 schreiben wir ebenfalls als Produkt zweier Faktoren

f3 = fif2 und erhalten

fi(x) = fo(2) fi(@) + fi(2) f5(2) = 2* + 222 = 32
Damit zeichnet sich die Regel
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fi(x) =nf,_1(z) n €N
ab, die sich per Induktion beweisen 1d3t. Da wir den Induktionsanfang
schon gemacht haben (fiir n = 1), fehlt nur noch der Induktionsschritt.
Nehmen wir an, f/, = mf,,_1 fir m < n. Dann ist zu zeigen, daf die
Beziehung auch fiir n + 1 gilt. Nun ist f,11 = fifn, da 2" = za™ ist.
Die Produktregel liefert tatsdchlich

fraea(@) = ful@) f1(2) + fi(@) (@) = 2" + 202! = (n+ 1)a”

Mit den Hilfsmitteln, die wir nun zur Verfiigung haben, sollten Sie in
der Lage sein, Ableitungen (und damit auch Differentiale) von Kombi-
nationen elementarer differenzierbarer Funktionen berechnen zu kénnen.
Zum Training schauen wir uns noch eine vektorwertige Funktion mit
mehreren Variablen an f : R?*! — R3*!

sin(z;xs)

T\ _ 2 2
f (562) = x] + 5

X1 — eXP(IQ)

Um das Differential an einer Stelle (§) zu ermitteln, bendtigen wir
letztlich die Ableitungen aller Koeffizientenfunktionen f(Z) = sin(z25),
fo(%) = 22 + 22 und f3(Z) = 21 — exp(x2) nach x; bei festgehaltenem
To = Yo und nach 9 bei festgehaltenem x; = y;. Bilden wir zunéchst
die partielle Ableitung nach der ersten Variablen z;.

Yo COS(Z/13J2)
ofy) = 2u1
1

(Nicht vergessen: Die Funktion wird komponentenweise nach x; abge-
leitet und die zweite Variable wird dabei als Konstante ys behandelt.
Wenn Thnen yo nicht konstant genug aussieht, nennen Sie den Wert
wéhrend dieser Rechnung ruhig ¢. Am Ende kénnen Sie ¢ wieder durch
yo ersetzen.) Entsprechend ist die partielle Ableitung nach der zweiten
Variable

Y2 cos(y13/2) Y1 cos(y132)
alf(lj) = 2y1 + wq 2y
1 —exp(y2)
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Das Differential ergibt sich schliefilich durch Linearkombination der
partiellen Ableitungen

dfg(@) = w101 f(Y) + w20 f(¥)

Y2 cos(y1y2) Y1 cos(y1y2)
= wy 21 + wo 2yo
1 —exp(y2)

Da w stets zum gleichen Vektorraum gehort wie die Argumente von f
(sonst wiirde f(y+u) ja keinen Sinn machen) ist « im vorliegenden Fall
ein Spaltenvektor w = (g;) € R**! Im Ausdruck fiir das Differential

df(w) erkennen wir damit aber ein Matrix-Vektor-Produkt

df () = 2y, 2y2
1 — exp(ys)
wobei in den Spalten gerade die partiellen Ableitungen von f an der
Stelle ¢ stehen (erste Spalte 0; f(¥/), zweite Spalte 0, f(¥/)). Diese Matrix
enthélt damit in kompakter Schreibweise alle partiellen Ableitungen
aller Komponentenfunktionen. Sie wird als Jacobimatriz von f in
bezeichnet

Y2 cos(y1y2) Y1 cos(y1y2)
wq
<w2)

y2cos(y1y2) Y1 cos(y1y2)
Ji () = 2y 2y,
1 — exp(y2)
gemaf der Beziehung

dfy(w) = Jy(§)w
ist die Kenntnis von J(y) gleichbedeutend mit der Kenntnis des Dif-
ferentials von f. Im allgemeinen Fall f : R**! — R™*! ist die Jacobi-
matrix J¢(y) eine m x n Matrix. In der ersten Spalte steht die partielle
Ableitung 0, f(¥), in der zweiten J; f(7) und in der letzten 0, f ()

Ofi(y) - Onfi(Y)

alfm(?f anf?ﬂ(?f)
Auch in diesem Fall kann man wegen

dfg(0) = w101 f (i) + w202 f(§) + - . . + wnOn f(¥)
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das Differential mit Hilfe der Jacobimatrix schreiben

wq
dfy(w) = Jp(w, o=

Wn,
Der Spezialfall von Funktionen, die von einer Teilmenge des R™*! in den
Raum R™*! abbilden, ist deshalb sehr wichtig, da R™*! R™*! als Koor-
dinatenrdume beliebiger n bzw. m dimensionaler Vektorrdume auftre-
ten. Ist eine differenzierbare Funktion g : D — Y gegeben, wobei D eine
offene Teilmenge eines n dimensional Raumes X ist und dimY = m,
so kann man nach Auswahl von Basen A = (d@y,...,d,) von X und

—

B = (51, ..., by) von Y, die Funktion schreiben als

g(xidy + ...+ x,d,) = g1(xia; + ... + xnﬁn)gl +...+,
gm(T1@ + ...+ :vnc?n)gm
Als zuléssige Werte fiir die Variablen x4, ...z, sind dabei alle Kombi-
nationen erlaubt, die auf Vektoren x1ad; + ...+ z,a, € D fiithren. Sie

sehen, daf} hier zwei Koordinatenabbildungen eine Rolle spielen und
zwar ® : R — X, U R™! Y

I Y1
Tn Ym

Die Komponentenfunktionen g; sind dann gerade ¥;'(g) und das Ar-
gument der Funktionen ist jeweils ® (). Fiihren wir zur Abkiirzung

f=¥logod
als Funktion von ®~(D) C R"*! nach R™*! ein, so ist

g(1@1 + ..+ Tpdn) = [LE)DL + .o+ [ @)

Die Funktion f ist sozusagen die Ubersetzung der Funktion ¢ in Ko-
ordinaten beziiglich der Basen A, B von X, Y. Insbesondere erhalten
wir eine andere Funktion f, wenn wir andere Basen als Ausgangs-
punkt wahlen. Diese Wahlfreiheit nutzt man normalerweise aus, um
eine moglichst einfache Koordinatendarstellung zu erhalten.

Sind die Basen gewihlt und damit f definiert, so konnen wir in ge-
wohnter Weise die Jacobimatrix J¢(Zy) an einer Stelle 7, € &~1(D)
berechnen und damit kennen wir auch das Differential dfz,.

Da wegen f = ¥~ ! o g o ® umgekehrt die Beziehung
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g=Vofod !
gilt, ergibt die Kettenregel

dgo(z,) = Vo dfz, 0 @'

Hierbei haben wir bereits ausgenutzt, dafl die Differentiale der Koordi-
natenabbildungen d®~!, d¥ aufgrund der Linearitéit wieder die Abbil-
dungen selbst sind. Damit ist das Differential der Funktion g : D — Y
durch die Jacobimatrix einer Koordinatendarstellung f beschreibbar.
Die Jacobimatrix spielt hier iibrigens die Rolle der Matrixdarstellung
der linearen Abbildung L = dggz,) beziiglich der Basen A, B. Wir erin-
nern uns: In den Spalten der zu L und A, B gehorenden Matrix stehen
in den Spalten die B-Koordinaten der Bilder der A-Basisvektoren. We-
gen der Beziehung L = Wodfz,0® ! und ®(¢;) = d, fiir die kanonischen
Basisvektoren &, € R™*! folgt

L(ax) = W(dfz,(€k)) = V(O f(Zo))

Die Koordinaten des Bildes L(dy) sind in unserer Schreibweise durch
U~ (L(dy)) gegeben, so daBl df(Zy) in der k-ten Spalte der zu L
gehorigen Matrix steht. Da dies aber auch der k-te Eintrag in der Jaco-
bimatrix von f ist, sehen wir, dafl die Matixdarstellung von L = dgsz,)
die Jacobimatrix J;(Zy) der Koordinatendarstellung f der Funktion
gegeben ist (kurz: die Koordinatendarstellung des Differentials ist das
Differential der Koordinatendarstellung).

Den Unterschied zwischen einer Funktion und ihrer Koordinatendar-
stellung sollte man nicht aus den Augen verlieren, da sonst Verwirrung
entstehen kann. Dies gilt besonders fiir Vektorrdume, bei denen eine Ba-
siswahl besonders natiirlich erscheint und damit die Funktion mit ihrer
Koordinatendarstellung beziiglich diesen natiirlichen Basen gleichge-
setzt wird. Das beste Beispiel hierfiir sind die Vektorrdume R™, R™.
Natiirliche (kanonische) Basisdarstellungen sind durch

X1 Y1
Ty YUm

gegeben. Die Koordinatendarstellung einer Funktion

g(x1, .. ) = (11, xn), P g1, 2)
ist beziiglich dieser Basen durch
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T gl<l’1,...,l’n)
= :
Tn Im(T1, .. xy)
gegeben, d. h. die Komponentenfunktionen sind identisch. Nur die Zei-
lenschreibweise wird zu Spaltenschreibweise. Die Jacobimatrix ist f

gi(yr - yn) - Ongr(yrs- - Yn)
Jy () = z :
NGty Yn) oo OnGm(Y1s -y YUn)

kann daher unmittelbar aus der Funktion g berechnet werden.

DaB diese Situation nicht den Allgemeinfall darstellt, wollen wir an fol-
gendem Beispiel untersuchen. Wir betrachten die Menge aller harmoni-
schen Schwingungen mit Frequenz 1, d. h. die Menge aller Funktionen
Sxa(t) = Asin(t + «). Der Parameter A > 0 ist dabei die Amplitude
der Schwingung und « € [0, 27) die Phase

X ={S\alA>0,a€[0,27)}
Die Menge X kann man zum Beispiel als Modell fiir die moglichen
zeitlichen Spannungs- und Sromstérkeverldufe eines Wechselstroms mit
konstanter Frequenz benutzen (die Frequenz 1 ist dabei keine Ein-
schrankung, da man die Zeitskala, d. h. die Einheit fiir die Zeit ¢, frei
wéhlen kann). Als Funktion auf X betrachten wir die Abbildung

Qf)=r" feX
Beachten Sie, dafl das Argument von @) eine Funktion ist (eine harmo-
nische Schwingung aus X) und dafl das Bild Q(f) = f? ebenfalls eine
Funktion ist. Es gilt

[Q(Sra)](t) = [Asin(t + a)]* = AN sin®(t + «)
Nutzen wir die Beziehungen

cos(2p) = cos® p — sin? ¢
cos?(p) +sin®p = 1
so finden wir

QS))(1) = (1~ cos(2(t + )

Als Zielmenge kann man also den um Konstante erweiterten Raum
aller Schwingungen der Frequenz 2 betrachten
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Y={t—c+Asin(2t+a)lce R,A>0,a €[0,27)}

Wir wollen nun die Frage untersuchen, wie sich die Funktion @ : X —
Y in der Néhe von f € X verhilt, also wie stark sich Q(f+w) von Q(f)
unterscheidet, wenn f + w eine kleine Abweichung von f ist. Um diese
Frage mit Hilfe des Differentials von () zu beantworten, sind zunéchst
noch einige Details zu klédren: Zunéchst ist zu iiberpriifen, ob die Men-
gen X und Y normierte Vektorrdume sind. Dann miissen Basen in X
und Y gewdahlt, die entsprechende Koordinatendarstellung von @) ermit-
telt und deren Jacobimatrix berechnet werden. Die Riickiibersetzung
der Jacobimatrix mit den Koordinatenabbildungen ergibt dann das Dif-
ferential von Q).

Schauen wir uns zunéchst an, ob X ein reeller Vektorraum ist.
Offensichtlich sind alle Elemente Sy , € X durch zwei reelle Parameter
A, a beschreibbar und das riecht nach einer zweidimensionalen Menge.
Die Parameter A, a sind aber offensichtlich keine Koordinaten, da die
Koordinaten eines zweidimensionalen Vektorraums durch die Menge
R2*! gegeben sind und nicht durch

{\a)|A >0, €[0,2m)}

wie im vorliegenden Fall. Also ist X nun ein Vektorraum oder nicht?
Auf jeden Fall ist X eine Teilmenge von F (R, R), dem Vektorraum aller
reellwertigen Funktionen auf R. Wenn wir zeigen kénnen, dal Summen
und Vielfache von Elementen aus X wieder in X liegen, dann wére X
ein Untervektorraum von F(R,R) und damit selbst ein Vektorraum.
Wie ist das z. B. mit Vielfachen? Ist aS), fir a € R wieder eine
harmonische Schwingung? Es gilt

(aS)a)(t) = arsin(t + ) = Sara(t)

so daBl aS) o = Sax. sicherlich fiir a > 0 wieder in X enthalten ist (die
Amplitude ist aA > 0 und die Phase bleibt unveréndert). Aber wie steht
es mit negativen Vielfachen? Kann man —S) , wieder in der Form S, 3
schreiben? Wenn man sich den Funktionsgraph von S) , anschaut, dann
ist —S\ o durch den an der xz-Achse gespiegelte Graph gegeben. Die
Amplitude dieser gespiegelten Schwingung ist offensichtlich immer noch
A, aber die Schwingung ist um die Phase 7 gegeniiber S} , verschoben.
Wir haben also =Sy, = S, mit £ =X > 0 und
_Jat+m a<lmw
p= a—mT a>Tm
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Beliebige negative Vielfache aSy , schreibt man als aSy o, = —|a|S\ o =
—S|aja,0 und kann sie so auf den vorherigen Fall zuriickfiihren. Insge-
samt sehen wir, da3 Vielfache der Elemente von X wieder in X lie-
gen — das ist die halbe Miete zum Untervektorraum. Die Rechnung
wird iibrigens eleganter, wenn man die Darstellung der harmonischen
Schwingungen mit der komplexen Exponentialfunktion benutzt.

Der grundlegende Zusammenhang ist

Sxa(t) = Re(Ae'tre))
Fiir beliebige Vielfache gilt

(aSxa)(t) = Re(are' ™))
Nun 148t sich jede komplexe Zahl und damit auch aX exp(icr) in Polar-
darstellung pexp(i(3) schreiben mit p > 0 und 3 € (0, 27), so dafl

a/\ei(t+a) _ eita/\eia — eit,uezﬂ _ Mei(t-l—ﬁ)
und folglich

(aSxa)(t) = Re(ue™?) = 5,5
Mit diesem Trick 1ét sich auch zeigen, daff Summen von harmonischen
Schwingungen aus X wieder in X liegen. Es ist

(Sxar + Shpan)(t) = Re(AeldHan) 4 \,eiltraz))
= Re(e" (A€ + Xpe'?)
und die komplexe Zahl A\j exp(ic) + Agexp(iag) besitzt wieder eine
Polardarstellung A2 exp(ias), mit A2 > 0, g5 € [0, 27)

(Skhoq + S>\2,a2)(t) = R€<)‘1262(t+a12)) = S)\12,a12(t)

also Sy, .01 + Sxs.ae € X. Mit einer sehr &hnlichen Argumentation kann
man zeigen, dafl auch Y ein Untervektorraum von F (R, R) ist.

Im néchsten Schritt suchen wir eine Basis von X, d. h. ein Erzeugen-
densystem aus linear unabhéngigen Vektoren. Die Frage lautet also,
durch welche endliche Auswahl von Schwingungen aus X lassen sich
alle Schwingungen in X per Linearkombination darstellen. Hier hilft
wieder die Darstellung mit komplexen Zahlen.

Syal(t) = Re(e"Xe™™)
= Re((cos(t) + isin(t))A(cos(a) + isin(a))
= Acos(a) cos(t) — Asin(a) sin(t)
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Sie zeigt uns, daf} eine beliebige Schwingung S , immer durch Linear-
kombination der beiden Schwingungen

cos(t) = Sio(t), sin(t) = Sléﬂ(t)

dargestellt werden kénnen. Damit ist {cos,sin} C X ein Erzeugenden-
system von X. Es fehlt noch, die lineare Unabhéngigkeit der beiden
Schwingungen nachzuweisen. Nehmen wir dazu an, Acos+Bsin = N
sei das Nullelement in X, also die Nullfunktion N(¢) = 0 fiir alle t € R.
Dann gilt insbesondere

0= N(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A
0=N (g) = Acos <g> + Bsin(g) =B
d. h. es kann nur die triviale Darstellung der Nullfunktion mit sin und
cos geben. Die Elemente des Erzeugendensystems sind daher linear
unabhéngig und das Erzeugendensystem ist eine Basis. Insbesondere

gilt dim X = 2. Entsprechend weist man nach, dafl

Ei(t) =1, Es(t) =cos(2t), FEs5(t)=sin(2t)
ein Erzeugendensystem von Y bildet. Die lineare Unabhéngigkeit zeigt

man dann dhnlich wie im Fall des Raumes X. Gilt namlich AFE; +
BE; + CE3 = N, so erhalten wir

0= N(0)=A+ Bcos(0) +Csin(0) = A+ B

OzN(%TW) = A+ Bcos (3;)+Csin<3§) =A-C

T s (T B+C
0 N<8 A+Bcos<4)—|—Csm((p) A+ 7

Aus der Differenz der ersten beiden Gleichungen ergibt sich dann B +
C = 0, was in der dritten Gleichung auf A = 0 fiihrt. Damit liest
man auch B = C' = 0 ab, was die lineare Unabhéngigkeit belegt und
dimY = 3 liefert.
Da sowohl X und Y endlich dimensional sind, brauchen wir uns iiber die
Wahl der Norm nicht viele Gedanken machen, denn in endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen sind alle Normen &dquivalent. Eine Moglichkeit,
die eine Norm in beiden Raumen liefert, ist

IFIl = sup |f(2)]

te[0,2m)
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(Beim Nachweis der Normbedingung |[f|] = 0 = F = N muf} die
Periodizitdt der Elemente von X und Y ausgenutzt werden). Nachdem
wir nun Basen in X und Y eingefiithrt haben, konnen wir auch die
Koordinatendarstellung der Funktion () angeben.

Q(Acos +Bsin) = A% cos® +2AB cos sin +B? sin?
Wie wir bereits bemerkt haben, gilt

sin®(t) = %(1 —cos(2t)) = %El(t) — %Eg(t)

und cos?(t) = 1 — sin?(¢) so daf

1 1
A% cos® +B%sin? = <A2 + 532) E, — (A2 + 532) F,
Benutzen wir auflerdem

2sin(t) cos(t) = sin(2t) = E5(t)
so ergibt sich

1 1
Q(Acos+Bsin) = <A2 + 582) E, — <A2 + 532) Ey + ABF;

Die Koordinatendarstellung ist somit

A 2
AB

mit Jacobimatrix

2A B
A
Jy ( B) = -24 —-B
B A
Das Differential d@Q 4cos +Bsin von @ an der Stelle A cos+ B sin ist hier

eine lineare Abbildung, die jedem Element w; cos 4+wssin von X ein
Element aus Y zuordnet und zwar

dQ A cos + Bsin (W1 cOs +waosin) = (2Aw; + Bwq)E)

— (2Aw1 + ng)EQ + (Bw1 + Awg)Eg
Als Beispiel betrachten wir die Variation @ (sin +0.01 cos) —Q(sin), also
den Fall A=0,B =1,w; =0.01,wy = 0.
Das Differential liefert
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[dQsin(0.01 cos)] (t) = 0.01 sin(2¢)

als Approximation fiir den exakten Wert

(sin(t) 4+ 0.01 cos(t))* — sin®(t) = 0.01 2sin(t) cos(t) + 10~* cos?(¢)
= 0.01sin(2t) + 10~* cos®(t)

Mit dem Beispiel @) : X — Y sind wir auf der allgemeinsten Stufe der
Differentialberechnung angekommen. Sie haben gesehen, wie dieser Fall
durch Einfiihrung von Koordinaten auf die Differentialberechnung einer
Abbildung von R™*! nach R™*! zuriickgefiihrt wird. Diese wiederum
bewerkstelligen wir mit dem Berechnen von n partiellen Ableitungen
der m Koeflizientenfunktionen, also letztlich durch Ableiten von reell-
wertigen Funktionen mit einer Veranderlichen.

Mit etwas Ubung sollten Sie damit in der Lage sein, Differentiale von
allgemeinen differenzierbaren Abbildungen zwischen endlich dimensio-
nalen Vektorrdumen zu berechnen. Voraussetzung fiir die Berechnung
ist natiirlich, daf3 die Funktion differenzierbar ist. Zum Schlufl dieses
Abschnitts wollen wir uns deshalb mit der Frage beschéftigen, wie man
differenzierbare Funktionen erkennt. Eine wichtige Beobachtung, die
uns zeigt, an welchen Punkten eine Funktion nicht differenzierbar ist,
fafit der folgende Satz zusammen.

Satz 15. Seien X, Y normierte Vektorraume und D C X offen. Ist die
Funktion f . D — Y differenzierbar in Iy, so ist sie dort auch stetig.
Insbesondere kann f in einem Punkt nicht differenzierbar sein, wenn
f dort nicht stetig ist.

Der Nachweis dieser Aussage funktioniert so: Wenn f in &y differen-
zierbar ist, dann geht der Approximationsfehler

e(w) = [|f(Zo + W) — f(Zo) — dfs, (D)]]
schneller gegen Null als ||d||. Ist (¥,)nen eine Folge, die in D gegen &
konvergiert, so ist die Differenz w,, = ¢,, — ¥y eine Nullfolge und

@ = F@o)l| = [1f (Zo + @) — f(Zo)]
= |[f(Zo + @) = f(Zo) — dfs, (W) + dfz, ()|
< e(Wa) + [dfz (Wn)l] < e(@Wn) + [|dfz, || |||
Hierbei ist ||dfz,|| der maximale Verzerrungsfaktor der beschrankten

linearen Abbildung dfz,. Da ), gegen Null kovergiert, streben sowohl
e(w,) als auch ||dfz|| ||@W,|| gegen Null, woraus wir
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lim £ () = f(7)

schlieBen konnen, fiir jede Folge (¥, )nen, die in D gegen Zy konvergiert.
Die Funktion f ist also stetig in .

Wie schon erwihnt, wird die Aussage eher in ihrer Negation benutzt.
Za Beispiel ist die Funktion

1 >0
H(z) = reR
0 <0

an der Stelle z = 0 nicht differenzierbar. Wire sie ndmlich differenzier-
bar, so miifite sie dort auch stetig sein, was aber nicht der Fall ist. Das
Gleiche gilt fiir

B %1’750 B sin% x#0
o) ={ R

an der Stelle x = 0. An Sprungstellen, Polstellen und Punkten mit un-
endlich starker Oszillation kann eine Funktion also nicht differenzierbar
sein, da sie dort nicht einmal stetig ist. Diese Beispiele fiir die Aussa-
ge nicht stetig = nicht differenzierbar sollten nicht zu dem falschen
Umkehrschlufl verleiten. Es gibt ndmlich durchaus stetige Funktionen,
die nicht differenzierbar sind. Als einfaches Beispiel betrachten wir die
Betragsfunktion f(z) = |z| auf der Menge der reellen Zahlen. Wir wis-
sen bereits, dafl diese Funktion in jedem Punkt ihrer Definitionsmenge
stetig ist. Dagegen kann man leicht nachrechnen, dafl f in zy = 0 nicht
differenzierbar sein kann. Wére f ndmlich dort differenzierbar mit Ab-
leitung a € R, so wiirde der Fehler

V(%)—fm%ﬂw%

per Definition selbst bei Division durch % fiir n — oo verschwinden.
Dies erzwingt offensichtlich |1 —a| = 0 also @ = 1. Genauso miifite aber

auch
((2)-m-+ ()|

verschwinden, was wiederum a = —1 erzwingt. Da keine reelle Zahl
gleichzeitig plus und minus Eins sein kann, ist es also unmoglich, daf3
f in xg = 0 differenzierbar ist.

1 1
__a_
n n

1
n n

1+a

n
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Bezeichnen wir mit D(D, Y') die Menge aller differenzierbaren Funktio-
nen auf der offenen Menge D C X, so stellen wir damit fest, daf alle
Inklusionen in der Kette

D(D,Y) C C°(D,Y) C F(D,Y)

strikt sind, d. h. die linke Menge enthélt jeweils echt weniger Elemente
als die rechte. Daf die stetigen Funktionen C°(D,Y’) einen Untervek-
torraum des Vektorraums F(D,Y') aller Funktionen von D nach Y
bilden, haben wir schon iiberpriift. Das liegt einfach daran, daf§ Sum-
men und Vielfache von stetigen Funktionen wieder stetig sind. Genauso
haben wir gesehen, dafl Summen und Vielfache differenzierbarer Funk-
tionen wieder differenzierbar sind. Damit ist aber auch D(D,Y) ein
Untervektorraum sowohl von C%(D,Y) als auch von F(D,Y).

ODb eine gegebene Funktion f € F(D,Y’) nun differenzierbar ist oder
nicht, kann letztlich nur durch Nachpriifen des Kriteriums der Diffe-
renzierbarkeit ermittelt werden (siehe Definition Differenzierbarkeit).
Dieser Riickgriff auf die Grenzwertbetrachtung des Approximations-
fehlers || f(Zy + W) — f(Zo) — L(w)]| ist aber meist mithsam und man
versucht daher, einfachere Kriterien fiir die Differenzierbarkeit zu fin-
den. Die stetige Differenzierbarkeit ist ein solches Kriterium, das sich
auf die partiellen Ableitungen der Funktion bzw. einer ihrer Koordina-
tendarstellungen bezieht, die ja bei der Bestimmung des Differentials
zum Einsatz kommen.

Definition 18. Seien n,m € N und E C R™! eine offene Menge. Ei-
ne Funktion f : E — R™ % heifit stetig differenzierbar auf E, wenn alle
partiellen Ableitungen O f4,...,0nf von f in jedem Punkt von E exi-
stieren und die partiellen Ableitungen selbst wieder stetige Funktionen
auf E sind. Allgemein heifst eine Abbildung g : D — Y wvon einer of-
fenen Teilmenge D C X eines endlich dimensionalen normierten Vek-
torraums X in einem endlich dimensionalen normierten Vektorraum
Y stetig differenzierbar, wenn g eine stetig differenzierbare Koordina-
tendarstellung hat. Die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen
von D nach'Y wird mit C'(D,Y) bezeichnet.

Mit dieser neuen Menge, die ebenfalls einen Untervektorraum von F(D,Y)
bildet, haben wir folgende Inklusionskette

CY(D,Y)c D(D,Y)CC'D,Y) C F(D,Y)
Auch hier werden wir sehen, daf die Inklusion C' C D strikt ist, aller-
dings sind alle praktisch relevanten differenzierbaren Funktionen meist
in C! enthalten. Der Vorteil von C! im Gegensatz zu D ist, daf§ der Zu-
gehorigkeitstest deutlich einfacher ist. Es miissen zwei Dinge iiberpriift
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werden: (1) Existieren partielle Ableitungen nach allen Variablen? (2)
Sind diese Ableitungen selbst wieder stetige Funktionen? Bei der Be-
antwortung der Frage (1) geht es aber, wie wir gesehen haben, nur um
die Differenzierbarkeit von Funktionen einer Variablen (die anderen
sind beim partiellen Ableiten ja eingefroren). Aussagen wie Summen,
vielfache Produkte und Verkettungen von differenzierbaren Funktio-
nen sind wider differenzierbar, helfen dann, iiber die Differenzierbar-
keit zu entscheiden, wobei man aber nur von vergleichsweise wenigen
elementaren Funktionen einer Unbekannten {iber die Differenzierbar-
keit Kenntnis haben mufl. Die Stetigkeit der resultierenden partiellen
Ableitung kann man dann ebenso auf die Stetigkeit von wenigen ele-
mentaren Funktionen zuriickzufithren, wobei man nun ausnutzt, daf
Summen, Vielfache, Produkte und Verkettungen stetiger Funktionen
stetig sind.

Daf die Inklusion C* C D dennoch strikt ist, zeigt das folgende Bei-
spiel.

0 =0
Mit Hilfe der Kettenregel und der Produktregel sieht man sofort, dafl
f an Punkten z # 0 differenzierbar ist mit der Ableitung

f(x):{ z?cost x#0

1 1
f'(z) = 2x cos — + sin —
T T

Durch direkten Riickgriff auf die Definition zeigt man, dafl auch an der

Stelle x = 0 Differenzierbarkeit vorliegt mit der Ableitung f’(0) = 0.
Tatséchlich gilt fiir den relativen Fehler

1
coS —

h

_)O

1
g‘f(o+h)—f(())—o-h‘:h o

Die Ableitung

0 z =0

ist allerdings nicht stetig, so daf§ f zwar in D(R,R), nicht aber in
C1(R,R) enthalten ist.

Zum Abschluf3 soll noch ein warnendes Beispiel diskutiert werden, das
verdeutlicht, dafl die Existenz der partiellen Ableitungen alleine noch
nicht die Differenzierbarkeit der Funktion impliziert. Mit anderen Wor-
ten, die Forderung der Stetigkeit der partiellen Ableitungen bei der
Definition der Menge C' ist nicht etwa unnétiges Beiwerk, sondern
wesentlich fiir die Inklusion C'' C D. Betrachten wir dazu die Funktion

2xcost +sint z£0
Py ={ grema e 17
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= (wy) #(0,0)
f(,y)—{ 0 w00

auf R?. Der interessante Punkt ist hier der Urspung, wo beide parti-
ellen Ableitungen existieren. Wegen f(z,0) = x sehen wir sofort, daf
01 f(0,0) = 1ist. Genauso liefert f(0,y) = 0 das Ergebnis 05 f(0,0) = 0.
Wenn f an der Stelle (0, 0) differenzierbar wére mit Differential L, dann
wire zwangsldufig

L(wy, w2) = w101 f(0,0) + w20, f(0,0) = wy

Nun stellt sich aber heraus, dafl L nicht das Differential von f an der
Stelle (0, 0) sein kann, und damit ist f nicht differenzierbar, obwohl die
partiellen Ableitungen existieren.

Um zu sehen, daB L nicht das Differential von f sein kann, nehmen
wir das Gegenteil an. Dann miifite fiir die Vektoren ¢(1, 1), mit kleinem
t € R gelten, dafi L(t,t) = ¢ eine Approximation an die Variation
f(t,t)—£(0,0) = f(t,t) darstellt, die schneller als ||(¢, )|| verschwindet.
Wiihlen wir z. B. die Maximumnorm, so ist ||(¢,¢)|| = [t/ und daher
miifite

t] t
fiir t — 0 verschwinden. Nun ist aber

ft) =2t

t 2t3
was auf die Bedingung 2 = 0 fiihrt, was offensichtlich Unsinn ist, d. h.

die Annahme, dafi L das Differential von f ist, ist falsch.
Tatséchlich sind die partiellen Ableitungen im vorliegenden Fall auch
nicht stetig im Ursprung. Berechnen wir z. B.

_1‘

—1

32 —3y> (2% —3zy?)2x
01f(9€,y) — x2+y221 - W (x,y) 7£O
1 (x,y)=0
so sehen wir, wenn wir uns entlang der Kurve ¢ — (0,¢),¢ > 0 an den
Ursprung heranpirschen, daf3

42
lim 04 £ (£, ) = lim —2- = ~3 # 9, £(0,0)

12
gilt und 0 f daher an der Stelle (0,0) nicht stetig sein kann.




