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Hinweise zur Bearbeitung der Klausur
(bitte sorgfiltig lesen)

e Schalten Sie Ihr Handy aus — wenn Sie wihrend der Klausur in-
oder auflerhalb des Horsaals beim Telefonieren angetroffen werden,
so wird dies als Tauschungsversuch gewertet.

e Essind keine Hilfsmittel wie Taschenrechner, Vorlesungsskript, Merk-
blétter etc. zugelassen.

e Tragen Sie Name und Matrikelnummer auf jedem Blatt ein.

e Sie konnen Vorder- und Riickseiten benutzen, aber Antworten zur
Aufgabe N immer nur auf Blattern zur Aufgabe N schreiben.

e Wenn bei einer Aufgabe der Platz nicht ausreicht, kénnen Sie
zusatzliche Blétter erhalten — schreiben Sie sowohl die Nummer
der Frage als auch Name und Matrikelnummer oben auf das Zu-
satzblatt.

e Konzeptpapier wird ebenfalls gestellt. Versuchen Sie sauber zu
schreiben und geben Sie keine Schmierblétter ab.

e Bei fast allen Aufgaben kénnen die Teilaufgaben unabhéngig von-
einander bearbeitet werden; lassen Sie sich also nicht entmutigen,
wenn eine Teilaufgabe nicht klappt.

e Kommentieren Sie Thre Rechnungen ausfiihrlich; im Zweifel bes-
ser mehr als zu wenig. Resultate aus der Vorlesung bzw. aus den
Ubungen diirfen mit Verweis ohne Begriindung verwendet werden.

e Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betrigt 2 Stunden.

Viel Erfolg!



Name: Matr.—Nr.: Punkte:

Aufgabe 1: Integrieren
a) Berechnen Sie: [ exp(t) cos(t) dt
b) Bestimmen Sie die Lange der Kurve, die durch die Parametrisierung
v :[0,sinh(1)] = R?*, ¢t~ (¢, 1t7)

gegeben ist.

Lésung:

a) Zweimaliges partielles Integrieren liefert:

/7T exp(t) cos(t) dt = e’ cos(t)
0 S~

=u’/ =v

—|—/ e’ sin(t) dt
0 0

=—e"—-1 + [et sin(t)}

=0

Also: / e’ cos(t) = —1(e" + 1)
0

b) Tangentialvektor: v/(t) = (1,t) = ||7/(t)|| = V1 + t2 Die Linge der Kurve ist gegeben durch
sinh(1) sinh(1)
)= [ ol = T
0 0

Substitution: ¢ = sinh(u), dt = cosh(u)du

L(y) = 1 1 + sinh?(u) cosh(u) du 1 = cosh?(u) — sinh?(u)
b

/ cosh?(u) du ‘ partielles Integrieren
0

= [cosh(u) sinh(u)}; - /01 sinh?(u) du

= cosh(1)sinh(1) + /0 (1 — cosh®(u)) du

cosh(l)sinh(l)Jr/0 du — L(v)

(1 4 cosh(1) sinh(1))

1
Also: L(vy) = / cosh?(u) du =
0



Name: Matr.—Nr.: Punkte:

Aufgabe 2: Metrisches

Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, daf§ dann auch (M, b) ein metrischer
Raum ist, wenn b gegeben ist durch

d(z, y)
b(z,y) = —————.
1+ d(z,y)
Lésung:
Zunichst betrachte die Funktion f : Ry — [0, 1), definiert durch f(z) := 745 Direktes Nachrechnen

bestitigt sofort (siehe Teilklausur 1, Ana I), dafl f streng monoton wachsend ist und daher nur fiir
2 =0 den Wert 0 annimmt. Also gilt: b(z,y) =0 & d(z,y) =0 < z=y.

Die Symmetrie b(x,y) = b(y, z) ergibt sich unmittelbar aus der Symmetrie von d.

Nachweis des dritten Axioms (Dreiecksungleichung):

d(z,z
b(z,z) = 1+Ei(m,)z)
< _d@y)tdly,z) d(z,y) + d(y,2)
= 1+d(z,y)+d(y,z) 1+d(z,y)+d(y,2) ' 14+d(z,y)+d(y,z)
d(z, d(y,z _
< 1+Ei(my,)y) + 1+Eiy(y7)Z) - b(l‘,y) =+ b(y7 Z)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Dreiecksungleichung fiir d sowie die (strenge) Monoto-
nie von f ausgenutzt. Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde der auseindergezogene Bruch durch
Verkleineren der Nenner (Wegstreichen jeweils eines Terms) vergroflert. Somit erfiillt b alle Axiome
(Eigenschaften) einer Metrik.



Name: Matr.—Nr.: Punkte:

Aufgabe 3: Ein paar Fragen

Die Antworten sind wie immer mathematisch zu begriinden.

a)

b)
)

Betrachten Sie das folgende Polynom in zwei Variablen: p(z,y) := 3z* + 5y* —
2xy + 3. Ist die Menge aller Punkte (z,y), fir die p(x,y) echt grofer als Null
ist,

i) offen, ii) abgeschlossen, iii) weder offen noch abgeschlossen?

(entfallt) Ist ¢(x,y) := max{p(x,y),0} stetig?

Es sei T : R? — R? mit
(%Y .- 2z + 6y .
Y —4y + 8x

Ferner sei M := {(”;) ER?* x>0 Ay >0} Ist T stetig? Welche der folgenden
Eigenschaften hat T'(M): abgeschlossen, zusammenh#ngend, kompakt, konvex?

Losung: Ein wesentliches Ziel der Aufgabe besteht darin, Aussagen iiber konkrete Beispiele unter
Anwendung allgemeiner Sétze zu begriinden; es sollte also so wenig wie moglich fiir den Spezialfall
gerechnet werden.

a)

Die Menge ist offen, da p als Polynom stetig ist und Urbilder offener Mengen bei steti-
gen Funktionen offen sind. Da (0,00) offen in R ist, ist insbesondere ist also das Urbild
p~1((0,00)) = {(z,y) € R*| p(z,y) > 0} offen.

Bemerkung: Falls p(z,y) > 0 fiir alle (z,y) € R?, so entspricht die betrachtete Menge gerade
dem R?, welcher offen und abgeschlossen ist. Der Nachweis von p(z,y) > 0 erfordert aber eine
genaue Untersuchung des Polynoms, Berechnung der Extremstellen etc..

Die Funktion & : R — R mit h(z) := %‘Z‘ ist stetig als Linearkombination stetiger Funktionen

(Identitét und Absolutbetrag). Es ist ¢ = h o p stetig als Verkettung stetiger Funktionen.
T 148t sich als lineare Abbildung darstellen.

(-G 2)0)

Da die Determinante der Matrix nicht verschwindet, besitzt T eine (stetige) Umkehrfunktion.

Aus der Unbeschrinktheit von M sowie der Linearitdt und Bijektivitdt von T folgt, dafl
auch T (M) unebschréinkt ist. (Der Kern von T ist wegen der Invertierbarkeit trivial, also
T(M) # {0}. Dann muf} aber T'(M) unbeschrinkt sein.) Nach dem Satz von Heine-Borel
kann T'(M) nicht kompakt sein.

Aus der Linearitdt von T ergibt sich mittels Standardabschéitzung die Lipschitz-Stetigkeit.
Nun bilden stetige Abbildungen zusammenhingende Mengen auf eben solche ab. Also ist
T (M) zusammenhéngend.

T(M) ist abgeschlossen, denn die Umkehrabbildung S := T~! existiert und ist ebenfalls
linear und stetig. Somit gilt 7'(M) = S~(M), also entspricht T'(M) dem Urbild von M unter
S. Da M abgeschlossen ist und Urbilder abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktionen
abgeschlossen sind, folgt die Behauptung.

Allgemein bleibt Konvexitét unter linearen Abbildungen erhalten. Zeige dazu: Ist M konvex
so gilt: z,y € M = AT (z) + (1 = N)T(y) € T(M). Aus der Linearitét folgt aber:

M(z)+(1=NT(y) =T( A+ (1-Ny)

€M da M konvex

€T (M)



Name: Matr.—Nr.: Punkte:

Aufgabe 4: Diskussion einer Koordinatentransformation
Betrachten Sie die Abbildung T' : R? — R? definiert durch

a)

b)

T:(0,0)— (X(Q, gb),Y(Q,gb)) = (cosh(@) cos(¢), sinh(#) sin(gb))

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von T'. Formulieren Sie eine hinreichende Be-
dingung dafiir, da T lokal eine Koordinatentransformation darstellt. An wel-
chen Stellen ist diese Bedingung nicht erfiillt? (Begriindung!)

Wie sehen die ¢-Koordinatenlinien fiir # > 0 aus? Geben Sie eine prézise Be-
schreibung inklusive Skizze. Wie schneiden sich - und ¢-Koordinatenlinien (An-
gabe der Schnittwinkel).

Lésung:

a)

Koordinatentransformation = umkehrbare Abbildung (Eindeutigkeit der Koordinaten). Hin-
reichende Bedingung fiir die lokale Umkehrbarkeit nach Satz iiber die Umkehrfunktion: Ab-
leitung muf} (als lineare Abbildung) invertierbar ist. Gesucht: Stellen (0, ¢) € R? mit Jacobi-
Matrix Jr (6, ¢) singuldr (d.h. detJr(0, ¢) = 0).

~ (0sX 0yX\ _ (sinh(f)cos(¢) —cosh()sin(e)
Jr(0,6) = <5ZY 5(ZY> B (cosh(@) sin(¢) sinh(0) cos(¢))

Mit den Identitéiten 1 = cos?(¢) + sin?(¢) sowie 1 = cosh?(¢) — sinh?®(¢) ergibt sich:

detJr(0,¢) = sinh*(#)cos®(¢) + cosh?(f)sin?(¢)
= sinh?(0) cos?(¢) + sinh? () sin?(¢) — sinh?(6) sin’(¢) 4 cosh?(8) sin?(¢)
= sinh®(f) + [cosh?(9) — sinh®(6)] sin?(¢) = sinh®(0) + sin®(¢)

Somit: detJr(0,¢) =0 < 60=0A ¢penZ

Konzentrische Ellipsen mit Mittelpunkt im Ursprung, Hauptachsen auf der x- bzw. y-Koordi-
natenachse liegend. Linge der grofien Halbachse cosh(f) bzw. kleine Halbachse sinh(f) (be-
achte: cosh(f) > sinh(0)).

Senkrechter Schnittwinkel, denn Skalarprodukt der Tangentialvektoren (entsprechen den Spal-
ten von Jr) ist stets 0.



Name: Matr.—Nr.: Punkte:

Aufgabe 5: Extremwertaufgabe unter Nebenbedingung

Bestimmen Sie mit der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren Maximum und
Minimum der Funktion f(x,y) = z(y—1) in der Menge D := {(z,y) € R?| 22 +¢y* < 1}.
Lésung:

Suche zunéchst die kritischen Punkte in IntD. Notwendige Bedingung: Gradient muf3 verschwinden.

V(2 y) = (y_ 1) L (8) & (2,y) = (0,1) ¢ TntD.

xT

Es gibt also keine kritischen Stellen im Inneren von D. Extremstellen (Maxima/Minima) miissen auf
dem Rand 9 D liegen. Dies fithrt zu einer Extremwertaufgabe unter Nebenbedingungen — gesucht
sind also die Extrema von f auf der Einheitskreislinie.

Lagrange-Funktion F"

F(l‘,y,)\) = I(y—l)—)\(.’EQ—f—yQ—l)
VF(z,y,\) = (y—1—2)\a?, T — 2y, 332—|—y2—1) L (0,0,0)
Jr = 2y 2. Gleichung
Daraus folgt: { 1 = y—2X(2\y) | Kombination mit 1. Gleichung
Alsory =1t = a2=:2-

Mit der dritten Gleichung ergibt sich die Bestimmungsgleichung fiir A\: 1 = 22 4+ y2 = (147’\;;21)2

Zur Vereinfachung der Rechnung ist es giinstig i = 4\? zu setzen. Dann folgt:
Q-p?=p+1 & pw?-3u=0 = pue{0,3} = re{0,-1v3,1iV3}
“Abklappern” der drei Moglichkeiten fiir A:

A=0 = (z,9) = (0,1) £(0,1) S
)\:%\/g = (Qf,y):(_%\/g, _%) f(_%\/ga_%): %\/g

Also betréigt der minimale Funktionswert —%\/3 und der maximale Funktionswert %\/ﬁ



