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Analysis IV

4. Ubungsblatt

Aufgabe 4.1: Einige Eigenschaften meflbarer Funktionen
Es sei (X, 7, u) ein Mafiraum. Begriinden Sie:

a) Damit die Funktion f : X — R mefbar ist, ist folgende Bedingung notwendig und hinreichend:
f~YO) ist meBbar fiir alle offenen Mengen O C R; ferner sind f~!(—o0) und f~!(co) mef3bar.

b) Es seien f,g : X — R mefibare Funktionen. Dann sind die Mengen {z € X : f(x) = g(x)},
{reX: f(r) >gx)}und {x € X : f(z) > g(z)} meBbar.

c¢) Die Menge aller Punkte, in denen eine Folge mefbarer Funktionen konvergiert, ist mefibar.

d) Es gelte zusitzlich u(X) < oo. Nimmt die mefbare Funktion f : X — R fast iiberall endliche Werte
an, dann ist gibt es zu jedem € > 0 ein M > 0, so daB pu({z : |f(z)| > M}) < e. Wie léBt sich diese
Aussage mit Blick auf Aufgabe 4.2 griffig zusammenfassen?

Aufgabe 4.2: Punktweise Konvergenz fast iiberall = beinahe gleichmiflige Konvergenz

Beweisen Sie die folgende Aussage: Es sei (X, &7, 1) ein Mafiraum mit einem endlichen Maf}, d.h. u(X) <
oo. Dann sind fiir eine Folge (f,)» von endlich-wertigen, mefibaren Funktionen nachstehende Eigenschaf-
ten dquivalent:

i) ANCX, u(N)=0: Vee X\ N: (fn(a:))n konvergiert,

ii) Ve>0: IE e, p(E) <e: (f"’X\E)" konvergiert gleichmaBig.

Aufgabe 4.3: Absolut stetige Mafle

a) In der Vorlesung war bereits die Rede davon, daf} sich mittels mefibarer, nicht-negativer Funktionen
in dem MafBraum (X, ., 1) neue Mafle erzeugen lassen. Es bezeichne vy das von der Funktion f
induzierte Maf}. Weisen Sie folgende Identitét fiir zwei geeignete Funktionen f, g nach:

/ gdvy = fodu = fdy, Me o .
M M M

b) In einem Mafliraum (X, o) werden zwei Mafle 1 und v betrachtet. Ist jede Nullmenge beziiglich u
auch eine Nullmenge beziiglich v, so heifit v absolut-stetig beziiglich u (Schreibweise: v < ). Ist v
ein endliches Maf, so zeige man:

v = Ve>0: 36d>0:VAes: pld)<d = v(d) <e

Geben Sie konkrete Beispiele absolut stetiger Mafle an.

Von Aufgabe 4.1¢) bzw. 4.1d) brauchen Sie nur diejenige zu bearbeiten, welche IThnen angenehmer erscheint. Da trotz
zweiwdchiger Bearbeitungszeit fiir das letzte Blatt die Aufgaben 3.3d), 3.3e) und 3.3f) kaum beachtet worden sind, sollten
Sie sich mit derjenigen Aufgabe auseinander setzen, welche Sie von diesen dreien am meisten herausfordert.



