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Analysis IV

6. Ubungsblatt

Aufgabe 6.1: Nachlese aus Vorlesung & Ubungen

a) Begriinden Sie, warum mit f,g € .£? auch f + g € .£? ist. Beweisen Sie anschlieend die Minkow-
ski’sche Ungleichung.

b) Zeigen Sie, daf sich die in .Z? definierte Aquivalenzrelation ~ (Gleichheit fast iiberall) mit der
Additionsverkniipfung in £? vertrigt, so dal in der Menge der Aquivalenzklassen LP = £P/ ~
ebenfalls eine Addition in natiirlicher Weise definiert ist.

c¢) (Probleme nicht unter den Teppich kehren sondern kléren.) Die Behauptung von 5.1b) li8t sich beweisen,
indem man 0.B.d.A. annimmt, daf} die Folge (fn)nen aufsteigend ist, andernfalls wire (— f),en zu betrachten. Um
den Satz von der monotonen Konvergenz einzusetzen, geht man zur Folge (fn — f1)nen liber, die ebenfalls aufsteigend
ist, deren Glieder aber nicht-negativ-wertig sind. Es ergibt sich dann folgender Rechengang:

7L1me (fn —fl) = /nlew (fn —fl)
1 /(nlggofn—fl)
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Durch Addition von [ f1 auf beiden Seiten ergébe sich nun die Behauptung.

In Gruppe 1 wurde folgender Einwand laut: Die Linearitdt des Lebesgue Integrals wurde in der Vorlesung nur fiir
integrable Funktionen bewiesen. Da a priori nicht klar ist, dafl die Grenzfunktionen limy,— oo frn bzw. limp— oo (fn— f1)
integrabel sind, auch wenn die f,’s als integrabel vorausgesetzt werden, ist es fraglich, ob das Integral auf der rechten
Seite von der zweiten zur dritten Gleichung auseinandergezogen werden kann.

Nehmen Sie dazu Stellung.

d) (Analysis I nicht geringschéitzen.) Aufgabe 5.3) wurde trotz zweiwdchiger Bearbeitungszeit iiberwiegend nicht
sorgfiilltig bearbeitet. Der Sinn der Aufgabe besteht aber weniger im Berechnen der Integrale (deren Werte man
mit bloBem Auge erkennen kann), sondern in einer minutiésen Rechtfertigung kritischer Rechenschritte. Insbeson-
dere fiir Lehramtskandidaten empfiehlt es sich, dies nachzuholen. Zwecks einer besseren Vertrautwerdung mit der
Exponentialfunktion, Binomialkoeffizienten etc. sind Verweise auf Analysis I zu vermeiden.

Aufgabe 6.2: Vervollstindigung des Vollstindigkeitsbeweises: Der Fall L*>°

In der Vorlesung wurde bereits der Beweis zur Vollstédndigkeit der LP-Raume mit 1 < p < oo vorgefiihrt.
Tragen Sie nun den entsprechenden Beweis fiir L°° nach. Zeigen Sie dazu, dafl jede Cauchyfolge in £
auflerhalb einer Nullmenge punktweise konvergiert. Warum ist L°° dann vollstdndig?

Hinweis: Orientieren Sie sich beim Beweis wer}iger an den Fall der LP-Riume (1 < p < o0) als an den
Fall der stetigen beschrinkten Funktionen (— Ubungsaufgabe Analysis II).

Aufgabe 6.3: Doppelt gemoppelt hilt besser: nochmals Integral der sinc-Funktion

Benutzen Sie den Satz von Fubini und die Beziehung z~! = fooo e~ ?'dt um abermals das uneigentliche

Riemann Integral
/ * sinz T
dr = -
0 X 2

Bemerkung: Neben dem Stellen von Ubungsaufgaben besitzt die Funktion x — sinc(x) := (auch
als Sinus cardinalis bekannt) weitere Anwendungen, z.B. bei der Berechnung von Beugungsgittern oder in

zu berechnen.

sin x
T



der Signaltheorie (Abtatsten von Signalen, Digitalisierung). Die Kenntnis des obigen Integrals ist daher
von natiirlichem Interesse. Weitere Information findet man z.B. auf den Wikepedia Seiten unter dem
Stichwort “sinc-Funktion”.

Aufgabe 6.4: Fresnelsche Integrale

Die Fresnel Integrale sind ebenfalls in der optischen Beugungstheorie von Bedeutung:

Fo ;:/ cos(z?)dz, Fs ::/ sin(2?)d.
0 0

Ferner spielen die Integrale mit variabler Obergrenze bei der Auslegung von Kurven im Eisenbahn-
und Straflenbau eine wichtige Rolle. Es mag spinnerisch anmuten, aber die Kurven wiirden wohl auf
Deutsch Spinnkurven heiflen, hétte sich nicht die wohlklingende, dem Griechischen entlehnte Bezeichnung
Klothoide eingebiirgert. Schauen Sie mal unter diesem Stichwort bei Wikipedia nach, bevor Sie mit dem
Rechnen loslegen; vielleicht erschlieft sich Ihnen dann eine sehr konkrete Bedeutung der obigen Integrale.

a) In welchem Sinne sind die obigen Integrale zu interpretieren?

. s _ 1 [ sin(z?)
b) Zeigen Sie: Fo = 5 [, —=z—dx.

c¢) Versuchen Sie die Integrale zu berechnen.

Bemerkung: Wer nach etlichen Theorieaufgaben etwas Abwechselung sucht, darf sich hier gern auf
das trickreiche Berechnen derartiger uneigentlicher Integrale konzentrieren, deren Integranden keine
mittels Standardfunktionen analytisch darstellbare Stammfunktion besitzen. Es sei jedoch daran
erinnert, daf§ Rechenschritte wie das Vertauschen von Grenzwerten (insbesondere das Permutieren
der Integrationsreihenfolge) auf ihre Zuléssigkeit tiberpriift werden miissen; ansosnten kann die
Rechnung in die Irre laufen.

Aufgabe 6.5: Nachdenkliches: Der Vorteil des Monsieur Lebesgue. (Diskussionsaufgabe)

Es wird behauptet, dafl das Lebesgue Integral ob seiner méchtigen Konvergenzeigenschaften dem Riemann
Integral vorzuziehen ist. Vielleicht 148t sich diese Aussage an Folgendem ein Stiick weit konkretisieren:
Versuchen Sie den nachstehenden Satz mit und ohne Zuhilfenahme von Sdtzen aus der Lebesgueschen
MaB- Integrationstheorie zu beweisen:

Ist (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen auf [0, 1], derart dafi 0 < f,,(z) <1 und lim,, o frn(2) = 0 fiir
alle z € [0,1], so gilt
1
lim [ fu(z)dz = 0.

n—oo 0



